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FOREWORD 


我 国电 子 信息 产业 销售 收入 总 规模 在 2013 年 已 经 突破 12 万 亿 元 ,行业 收入 占 工业 总 
体 比 重 已 经 超过 9%。 电 子 信息 产 业 在 工业 经 济 中 的 支撑 作用 凸显 ,更 加 促进 了 信息 化 和 
工业 化 的 高 层次 深度 融合 。 随 着 移动 互联 网 、 云 计算 、 物 联网 .大 数据 和 石墨 烯 等 新 兴 产 业 
的 爆发 式 增长 ,电子 信息 产业 的 发 展 呈 现 了 新 的 特点 ,电子 信息 产业 的 人 才 培 养 面临 着 新 的 
挑战 。 

(1) 随 着 控制 .通信 .人 机 交互 和 网 络 互联 等 新 兴 电 子 信 息 技术 的 不 断 发 展 , 传 统 工 业 
设备 融合 了 大 量 最 新 的 电子 信息 技术 ,它们 一 起 构成 了 庞大 而 复杂 的 系统 ,派生 出 大 量 新 兴 
的 电子 信息 技术 应 用 需求 。 这 些 “ 系 统 级 ”的 应 用 需求 ,迫切 要 求 具 有 系统 级 设计 能 力 的 电 
子 信息 技术 人 才 。 

(2) 电子 信息 系统 设备 的 功能 越 来 越 复杂 ,系统 的 集成 度 越 来 越 高 。 因 此 ,要 求 未 来 的 
设计 者 应 该 具备 更 扎实 的 理论 基础 知识 和 更 宽广 的 专业 视野 。 未 来 电子 信息 系统 的 设计 越 
来 越 要 求 软件 和 硬件 的 协同 规划 、 协 同 设计 和 协同 调试 。 

(3) 新 兴 电 子 信息 技术 的 发 展 依赖 于 半导体 产业 的 不 断 推动 ,半导体 厂商 为 设计 者 提 
供 了 越 来 越 丰富 的 生态 资源 ,系统 集成 厂商 的 全 方位 配合 又 加 速 了 这 种 生态 资源 的 进一步 
完善 。 半 导体 厂商 和 系统 集成 厂商 所 建立 的 这 种 生态 系统 ,为 未 来 的 设计 者 提供 了 更 加 便 
捷 却 又 必须 依赖 的 设计 资源 。 

教育 部 于 2012 年 颁布 了 新 版 (高 等 学 校本 科 专 业 目 录 》, 将 电子 信息 类 专业 进行 了 整 
€ ,为 各 高 校 建立 系统 化 的 人 才 培 养 体系 ,培养 具有 扎实 理论 基础 和 宽广 专业 技能 的 、 兼 顾 
“基础 "和 “系统 ”的 高 层次 电子 信息 人 才 给 出 了 指引 。 

传统 的 电子 信息 学 科 专 业 课 程 体系 呈现 “ 自 底 向 上 ”的 特点 ,这 种 课程 体系 偏重 对 底层 
元 器 件 的 分 析 与 设计 , 较 少 涉及 系统 级 的 集成 与 设计 。 近 年 来 ,国内 很 多 高 校对 电子 信息 类 
专业 课程 体系 进行 了 大 力度 的 改革 ,这 些 改革 顺应 时 代 潮 流 , 从 系统 集成 的 角度 ,更 加 科学 
合理 地 构建 了 课程 体系 。 

为 了 进一步 提高 普通 高 校 电 子 信息 类 专业 教育 与 教学 质量 ,贯彻 落实 (国家 中 长 期 教育 
改革 和 发 展 规划 纲要 (2010 一 2020 年 )》 和 《教育 部 关于 全 面 提高 高 等 教育 质量 若干 意见 》 
( 教 高 201234 号 ) 的 精神 ,教育 部 高 等 学 校 电 子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 开展 了 “高 等 学 
校 电 子 信息 类 专业 课程 体系 ”的 立项 研究 工作 ,并 于 2014 年 5 月 启动 了 《高 等 学 校 电子 信息 
类 专业 系列 教材 》( 教 育 部 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 规划 教材 ) 的 建设 工作 。 
其 目的 是 为 了 推进 高 等 教育 内 涵 式 发 展 ,提高 教学 水 平 ,满足 高 等 学 校对 电子 信息 类 专业 人 
才 培 养 . 教 学 改革 与 课程 改革 的 需要 。 

本 系列 教材 定位 于 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 的 专业 课程 ,适用 于 电子 信息 类 的 电子 信 
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息 工 程 . 电 子 科学 与 技术 ,通信 工程 微 电 子 科学 与 工程 .光电 信息 科学 与 工程 .信息 工程 及 
其 相近 专业 。 经 过 编审 委员 会 与 众多 高 校 多 次 沟通 ,初步 拟定 分 批 次 (2014 一 2017 年 ) 建 设 
约 100 门 课 程 教材 。 本 系列 教材 将 力求 在 保证 基础 的 前 提 下 ,突出 技术 的 先进 性 和 科学 的 
前 沿 性 ,体现 创新 教学 和 工程 实践 教学 ; 将 重视 系统 集成 思想 在 教学 中 的 体现 ,鼓励 推 陈 出 
新 ,采用 “ 自 项 向 下 ”的 方法 编写 教材 ; 将 注重 反映 优秀 的 教学 改革 成 果 , 推 广 优 秀 的 教学 经 
验 与 理念 。 

为 了 保证 本 系列 教材 的 科学 性 、 系 统 性 及 编写 质量 ,本 系列 教材 设立 顾问 委员 会 及 编审 
委员 会 。 顾 问 委 员 会 由 教 指 委 高 级 顾问 、 特 约 高 级 顾问 和 国家 级 教学 名 师 担任 ,编审 委员 会 
由 教育 部 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 委员 和 一 线 教学 名 师 组 成 。 同 时 ,清华 
大 学 出 版 社 为 本 系列 教材 配置 优秀 的 编辑 团队 ,力求 高 水 准 出 版 。 本 系列 教材 的 建设 ,不 仅 
有 众多 高 校 教师 参与 ,也 有 大 量 知名 的 电子 信息 类 企业 支持 。 在 此 ,说 向 参与 本 系列 教材 策 
划 、` 组 织 、 编 写 与 出 版 的 广大 教师 .企业 代表 及 出 版 人 员 致 以 诚挚 的 感谢 ,并 殷切 希望 本 系列 
教材 在 我 国 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 人 才 培 养 与 课程 体系 建设 中 发 挥 切实 的 作用 。 
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“电磁 场 与 电磁 波 ”( 或 “电磁 场 理论 ”) 是 高 等 学 校 电气 类 .电子 信息 类 专业 本 科 生 必修 
的 一 门 专业 基础 课 , 课 程 涵盖 的 内 容 是 电气 类 ,电子 信息 类 专业 应 具备 知识 结构 的 重要 组 成 
部 分 ,是 “微波 技术 “光纤 通信 天线“ 射频 电路 无线 通信 ”等 后 续 课 程 的 基石 。 对 于 培 
养 现代 通信 领域 .电子 信息 技术 领域 的 高 素质 人 才 , 具 有 重要 的 作用 。 近 代 科 学 的 发 展 表 
明 , 电 磁场 与 电磁 波 基础 理论 是 一 些 交 叉 学 科 的 生长 点 和 新 兴 边 缘 学 科 发 展 的 基础 。 

本 书 的 作者 们 大 都 毕业 于 兰州 大 学 信息 科学 与 工程 学 院 , 均 获得 无 线 电 物理 专业 的 硕 
士 , 博 士 学 位 ,长 期 从 事 电 磁场 与 微波 技术 领域 的 研究 ,并 在 兰州 大 学 讲授 “电磁场 理论 ” 课 
程 。 作 为 曾经 的 学 生 和 现在 的 老师 ,我 们 深 深 体会 到 :“ 电 磁场 理论 ”涉及 大 量 的 矢量 分 析 
和 场 论 方面 的 知识 ; 覆盖 内 容 较 广 , 且 要 求 有 一 定 的 深度 ; 相对 于 应 用 型 课程 ,课程 理论 分 
析 较 多 ,内 容 抽 象 , 难 度 较 大 ; 部 分 教学 内 容 与 生产 实践 脱节 ,与 日 常生 活脱 节 , 不 接地 气 。 
长 期 以 来 ,国内 外 高 校 尤 其 是 国内 高 校 ,对 于 课程 内 容 的 传授 ,基本 上 采用 “黑板 加 粉笔 ”的 
讲授 模式 ,或 者 是 “PPT 放映 讲授 ”模式 ,再 加 上 课程 本 身 具 有 理论 难度 ,所 以 学 生 的 学 习 积 
极 性 不 太 高 ,教学 效果 也 不 理想 ,对 后 续 课 程 也 有 不 良 影响 。 同 时 ,与 其 他 课程 相 比 ,“ 电 磁 
场 理 论 "课程 实验 是 一 个 难点 ,设备 投资 大 、 占 地 面积 大 、 使 用 效率 低 , 这 个 问题 在 国内 外 都 
没有 得 到 很 好 的 解决 。 

尽管 存在 上 述 问 题 ,但 对 于 “电磁 场 理论 ”课程 及 其 课程 群 来 讲 ,也 具有 自身 的 优势 : 课 
程 中 所 讲授 的 知识 、 理 论 或 方法 ,在 科研 工作 中 具有 一 定 的 普 适 性 ,更 容易 与 科研 结合 ,并 取 
得 成 绩 。 因 此 ,该 课程 也 是 对 本 科 生 尤其 是 优秀 本 科 生 进行 科研 训练 的 一 门 理想 课程 。 

从 2008 年 开始 ,课题 组 以 兰州 大 学 信息 科学 与 工程 学 院 的 “电磁 场 理论 ”课程 为 基地 ， 
尝试 在 课程 教学 中 采用 研究 型 教学 方法 ,并 循序 渐进 ,逐步 将 改革 内 容 延 伸 至 “数学 物理 方 
法 “微波 技术 ”及 相关 课程 实验 中 去 。 主 要 内 容 包 括 : 四 多 媒体 教学 手段 .先进 教学 方法 与 
科研 工具 的 渗透 性 结合 ; 加 科技 前 沿 与 课程 内 容 的 互补 性 结合 ; 加 考核 方式 的 改革 与 科技 
小 论文 写作 的 灵活 结合 ; @ 创 新 性 实践 环节 的 引入 及 其 与 理论 教学 的 无 颖 结合。 在 此 过 程 
中 ,课题 组 既 给 同学 们 传授 了 相关 知识 ,又 提升 了 他 们 的 实践 动手 能 力 , 还 培养 了 本 科学 生 
的 科研 创新 素养 。 同 时 ,不 断 总 结 教学 经 验 和 成 果 , 多 次 指导 本 科学 生发 表 教学 科研 论文 ， 
并 多 次 获得 国家 级 、 省 级 奖励 。 

2014—2015 年 ,课题 组 受 兰州 大 学 资助 ,开展 了 * 基 础 课程 “电磁 场 理论 教学 中 创新 性 
实践 环节 的 设计 及 应 用 研究 ”的 课题 研究 ,结合 十 多 年 来 的 课程 教学 经 验 , 深 入 讨论 .研究 并 
加 以 践 行 ,尝试 将 创新 性 实践 环节 引入 课程 教学 环节 中 ,包括 : 课堂 内 多 媒体 演示 实验 、 手 
动 演示 实验 的 规划 与 实施 ; 电磁 仿真 实验 的 设计 与 普遍 应 用 等 。 目 的 是 在 保证 学 生 扎 实 掌 
握 基础 理论 的 同时 ,大 幅度 提高 动手 实践 能 力 ,为 后 续 课程 群 的 学 习 及 今后 走 上 工作 岗位 英 
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定 坚 实 的 工程 实践 基础 。 

经 过 多 年 的 教学 实践 ,我 们 深 感到 有 必要 把 自己 在 教学 方面 的 体会 和 经 验 融 入 教材 内 
容 , 并 展现 给 广大 同仁 ,希望 能 够 给 其 他 高 校 相关 课程 的 教学 提供 一 些 启发 。 兰 州 大 学 信息 
学 院 “ 电 磁场 理论 "课程 的 讲授 ,多 年 来 一 直 采 用 由 高 等 教育 出 版 社 1989 年 出 版 并 获得 原 国 
家 教委 1992 年 全 国 普通 高 校 优秀 教材 一 等 奖 的 (电磁 场 与 微波 技术 》( 陈 孟 尧 . 许 福永 、 赵 克 
玉 等 编著 ) 作 为 教材 。2005 年 , 许 福永 教授 对 该 教材 进行 了 改编 ,由 科学 出 版 社 出 版 , 书 名 
为 (电磁 场 与 电磁 波 ), 并 一 直 作 为 本 科 生 教材 沿用 至 今 。 截 至 目前 ,两 本 教材 都 不 再 印刷 。 
本 教材 在 原 (电磁 场 与 电磁 波 ) 的 基础 上 ,结合 课题 组 十 几 年 的 教学 实践 ,在 保持 基本 框架 不 
变 的 同时 ,对 全 书 做 了 较 大 幅度 的 具有 明显 特色 的 增 减 ,并 最 终 由 清华 大 学 出 版 社 出 版 。 

本 教材 具有 以 下 特色 : 

(1) 延续 传统 ,更 新 内 容 。 教 材 编写 在 准确 诠释 基本 概念 、 基 本 理论 的 同时 ,注重 反映 
该 领域 的 最 新 成 果 和 发 展 方向 ,教材 中 辅 以 最 新 科研 进展 ,密切 联系 教学 内 容 , 提 高 学 生 的 
学 习 兴 趣 ,真正 使 教材 能 够 达到 培养 人 才 的 目的 。 同 时 ,列举 生活 中 的 实例 ,使 教材 真正 * 接 
地 气 ”, 贴 近 实 际 问题 。 

(2) 精 选 最 具 代表 性 的 例题 和 作业 题 ,力求 达到 举一反三 的 效果 。 有 些 例题 紧密 结合 
科技 前 沿 内 容 , 如 电磁 隐形 衣 ,无线 输 电 、 人 工 电磁 表面 的 分 析 等 。 

(3) 拓宽 专业 基础 ,融合 实践 教学 ,培养 科研 素养 。 适 当 拓宽 专业 基础 知识 的 范围 ,以 
增强 培养 人 才 的 适应 性 ; 教材 中 融合 了 实践 环节 的 设置 ,部 分 内 容 配 有 MATLAB 程序 代 
码 ,方便 学 习 中 动手 操作 。 比 如 : 利用 MATLAB 绘制 特殊 函数 曲线 ,方程 求 根 、 数 值 积 分 
的 实现 天 线 方向 图 函数 的 绘制 ,利用 符号 运算 求解 方程 组 的 解 等 ,以 促进 学 生 实际 动手 能 
力 的 培养 ; 结合 科研 方法 和 科研 工具 ,给 本 科 生 科研 和 就 业 打 下 基础 。 

(4) 语言 简单 朴实 ,通俗 易 懂 ;比喻 ` 举 例 恰 如 其 分 ; 强调 对 物理 概念 的 理解 ,弱化 数 
学 推 证 。 比 如 : 通过 举 * 切 土豆 丁 的 例子 ,阐述 高 斯 定理 ; 举 “ 试 管 刷 “蒲公英 ”的 例子 , 描 
述 电 力 线形 状 ; 举 * 渔 网 ”的 例子 ,讲授 斯 托 克 斯 定理 。 同 时 ,编写 顺口 溜 (* 现 竟 领 队 ”“ 山 区 
植被 ”) ,加 深 同学 们 对 柱 坐 标 系 下 拉 普 拉 斯 方程 分 离 变 量 的 理解 。 

(5) 结合 电磁 场 教学 中 的 重点 、 难 点 和 容易 出 错 的 地 方 等 , 书 中 增加 了 类 似 * 难 点 点 拨 ” 
“重点 提醒 “答疑 解 惑 " 和 “延伸 思考 ”等 环节 ,对 相关 问题 进行 介绍 和 强调 ,适时 帮助 读者 解 
决 阅读 和 学 习 中 的 困惑 。 

更 难能可贵 的 是 ,教材 中 “科技 前 沿 " 等 内 容 的 增添 ,紧密 结合 教学 内 容 , 做 到 水 乳 交融 ， 
绝 非 画蛇添足 ,哗众取宠 。 比 如 各 种 隐形 衣 的 原理 介绍 ,本 书 紧 密 结 合 柱 坐 标 和 球 坐标 系 下 
的 分 离 变量 法 展开 ,所 举例 题 是 (科学 兴 物 理 评论 快报 ?等 著名 刊物 的 发 表 内 容 , 不 超 纲 、 提 
兴趣 且 生 动 活泼 ; 关于 电磁 超 表面 的 介绍 ,密切 联系 平面 天 线 阵 的 辐射 理论 ,用 本 科 生 的 知 
识 阐述 科学 家 的 工作 ; 再 如 ,讲解 互感 和 法 拉 第 电磁 感应 定律 时 ,本 书 适时 补充 无 线 输电 的 
基本 原理 ,从 而 让 同学 们 有 学 以 致 用 的 感受 。 

相信 通过 仔细 阅读 、 科 学 安排 并 合理 使 用 本 书 . 广 大 读者 一 定 受 益 菲 浅 。 

本 书 由 “电磁 场 理 论 ”课题 组 的 梅 中 名、 曹 斌 照 、 李 月 娥 和 马 阿 宁 编写 。 其 中 曹 斌 照 副 教 
FHE 2013 年 调 离 兰州 大 学 ,目前 在 太原 理工 大 学 任教 。 全 书 共 7 章 , 适 合 于 72 学 时 的 教 
学 ,经 过 适当 删 减 ,也 可 用 于 54 学 时 的 教学 。 内 容 包 括 矢量 分 析 、 静 电场 、 稳 恒 电 场 与 磁场 、 
静态 场 边 值 问 题 的 解法 \ 时 变 电 磁 场 、 电 磁 波 的 传播 和 电磁 波 的 辐射 等 。 书 中 加 < ”的 内 容 
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可 以 根据 实际 情况 选 讲 。 梅 中 大 负责 第 2 章 和 第 4 章 的 编写 , 书 中 MATLAB 代码 的 编写 、 
科技 前 沿 等 内 容 的 规划 和 全 书 的 统 校 工作 ; 曹 斌 照 编写 了 第 3 章 和 第 6 章 ; 李 月 娥 编写 了 
第 1 章 和 第 5 章 ; 马 阿 宁 编 写 了 第 7 章 和 附录 部 分 。 书 中 每 章 除 有 本 章 导 读 和 本 章 小 结 
外 ,还 有 较 多 的 典型 例题 和 习题 以 供 读者 巩固 复习 之 用 。 书 末 有 部 分 习题 答案 和 内 容 较 多 
的 附录 备查 ,以 适用 于 不 同 院 校 和 不 同类 型 的 读者 ,满足 教 与 学 两 方面 的 要 求 。 在 教材 编写 
过 程 中 ,兰州 大 学 博士 生 导师 许 福永 教授 给 予 了 极 大 的 帮助 和 鼓励 ,并 提出 了 很 多 宝贵 
议 ,进一步 提升 了 本 教材 的 质量 ; 兰州 大 学 信息 学 院 硕士 研究 生 赵 灿 星 、 杨 宁 、 陈 镇 生 、 胡 艺 
文 \ 王 一 丁 、 马 雪 晏 、 穆 希 航 等 对 书 中 的 部 分 绘图 和 公式 录入 有 很 大 帮助 ; 兰州 大 学 教务 处 
对 教材 的 编写 给 予 了 资金 支持 (兰州 大 学 教材 建设 基金 资助 )。 在 此 对 他 们 表示 衷心 的 
感谢 ! 

由 于 受 水 平时 间 、 篇 幅 所 限 , 书 中 难免 存在 一 些 朴 漏 或 从 妥 之 处 ,恳请 广大 读者 批评 指 
正 。 我 们 将 对 本 教材 不 断 更 新 ,以 保持 教材 的 先进 性 和 适用 性 。 热 忱 欢迎 全 国 同行 以 及 关 
注 电子 信息 技术 领域 教育 及 发 展 前 景 的 广大 有 识 之 士 对 我 们 的 工作 提出 宝贵 意见 和 建议 。 


编 者 
2018 年 1 月 


常用 物理 量 符号 及 单位 对 照 表 


符号 符号 名 称 单位 单位 名 称 
R 距离 矢量 m 米 

r 空间 位 置 矢 径 т 米 

п 面 的 单位 法 向 矢量 

T 力矩 М.т 牛 [ 顿 ] 米 

S 面积 m 平方 米 

V 体积 ш? 立方 米 

F Л М 牛 [ 顿 ] 

v 速度 m/s 米 每 秒 

Q 电荷 [ 量 ], 电 量 C 库 [ 仑 ] 

e 电子 电荷 [ 量 ], 电 子 电量 С жге] 

о 电荷 [ 体 ] 密 度 С/т? 库 [ 仑 ] 每 立方 米 
ps 电荷 面 密度 C/m? 库 [ 仑 ] 每 平方 米 
[Л 电荷 线 密度 C/m 库 [ 仑 ] 每 米 

静电 势 , 电 位 V 伏 [ 特 ] 

Е БГИ у 伏 [ 特 ] 

加 磁 标 势 A 安 [ 培 ] 
Ши 电压 У 伏 [ 特 ] 

n 电动 势 V 伏 [ 特 ] 

bi 电流 А 安 [ 培 ] 

J 电流 密度 ,[ 体 ] 电 流 面 密度 |A/m 安 [ 培 ] 每 平方 米 
1, 面 电流 [ 线 ] 密 度 A/m 安 [ 培 ] 每 米 

n 电导 率 S/m 西 [ 门 子 ] 每 米 
Е 电场 强度 V/m 伏 [ 特 ] 每 米 

m E 8 [ Bt J, ЕРГЕ Vem 伏 [ 特 ] 米 

Ф 电 通 [ 量 ], 电 位 移 通 量 С 库 [ 仑 ] 

Ф 磁 通 [ 量 ] Wb 韦 [ 伯 ] 

磁 链 Wb 韦 [ 伯 ] 

F 磁 动 势 , 磁 通 势 A 安 [ 培 ] 

Rs 磁 阻 н”! 每 享 [ 利 ] 

D 电位 移 , 电 通 [ 量 ] 密 度 C/m? 库 [ 仑 ] 每 平方 米 
є 介 电 常数 (电容 率 ) F/m 法 [ 拉 ] 每 米 

X. 电极 化 率 

Ж 磁化 率 

p ARRIE Cem 库 [ 仑 ] 米 

Р 电极 化 强度 , 极 化 强度 C/m? 库 [ 仑 ] 每 平方 米 
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续 表 

符号 符号 名 称 单位 单位 名 称 
B 磁感应 强度 , 磁 通 [ 量 ] 密 度 т 特 [斯 拉 ] 

А 磁 矢 势 , 矢 [ 量 ] 势 , 磁 矢 位 Wb/m 韦 [ 伯 ] 每 米 

н 磁场 强度 А/т 安 [ 培 ] 每 米 

Г 磁 导 率 H/m 享 [ 利 ] 每 米 

т 磁 [ 偶 极 ] 矩 ,[ 面 ] 磁 矩 А*т? 安 [ 培 ] 平 方 米 
м 磁化 强度 А/т 安 [ 培 ] 每 米 

Ë 电感 , 自 感 н 享 [ 利 ] 

м 互感 н FCA] 

Ë 电容 Е 法 [ 拉 ] 

R 电阻 а 欧 [ 姆 ] 

х 电抗 0 欧 [ 姆 ] 

z 阻抗 0 欧 [ 姆 ] 

ë 电导 S 西 [ 门 子 ] 

增益 系数 dB 分 贝 

B 电 纳 S 西 [ 门 子 ] 

Y 导 纳 S 西 [ 门 子 ] 

y ГЕЗ Hz 赫 [ 效 ] 

в 角 频 率 ,角速度 rad/s 弧度 每 秒 

А 波长 т 米 

k 波 数 т^! 每 米 

k 波 矢量 т^! 每 米 

а 衰减 常数 Np/m 奈 培 每 米 

B 相 移 常数 ,相位 常数 rad/m 弧度 每 米 

y 传播 常数 т^! 每 米 

s 坡 印 廷 矢量 ,能 流 密度 W/m? 瓦 [ 特 ] 每 平方 米 
b 功率 [ 体 ] 密 度 W/m? 瓦 [ 特 ] 每 立方 米 
加 功率 面 密度 W/m? 瓦 [ 特 ] 每 平方 米 
Р 平均 功率 ,有 功 功 率 w 瓦 [ 特 ] 

7 效率 

ш 能 量 密度 J/m° 焦 [ 耳 ] 每 立方 米 
Р 损耗 角 rad 弧度 

趋 肤 深度 т 米 

с [真空 中 ] 光 速 т/з 米 每 秒 

п 折射 率 

r 反射 系数 

Т 传输 系数 ,透射 系数 

D 方向 性 系数 

А 衰减 [ 量 ] dB ЛЛ 

Ф 相 移 [ 量 ], 相 位 角 тай 弧度 
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CHAPTER 1 


本 章 导读 : 电场 和 磁场 都 是 矢量 场 ,在 研究 电磁 场 与 电磁 波 的 基本 概念 及 理论 前 ,首先 
学 习 数 学 工具 一 矢量 分 析 。 可 以 说 本 章 包 括 了 电磁 场 与 电磁 波及 其 相关 课程 的 所 有 数 
学 ,因此 收 起 惧怕 之 心 ,从 一 加 一 等 于 二 说 起 。 本 章 要 求学 生 掌 握 矢 量 场 的 概念 及 运算 , 标 
量 场 的 梯度 ,矢量 场 的 散 度 与 旋 度 ,矢量 场 的 常用 积分 定理 以 及 三 种 常用 坐标 系 中 坐标 变量 
与 单位 矢量 之 间 的 变换 。 


1.1 矢量 的 代数 运算 


1.1.1 标量 场 和 矢量 场 


1. 矢量 和 标量 
在 数学 上 ,实数 域内 任 一 代数 量 a 称 为 标量 ,只 有 大 小 没有 方向 。 在 物理 学 中 ,任意 一 
个 代数 量 被 赋予 物理 单位 , 便 成 为 一 个 具有 物理 意义 的 标量 , 即 所 谓 的 物理 量 , 如 电压 aB 
Mü 让 电荷 量 q 均 为 标量 。 
如 果 在 二 维 或 三 维 空间 内 某 一 点 已 ,存在 一 个 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 , 称 为 实数 矢量 ， 
也 称 向 量 , 用 粗 黑 斜 体 字母 表示 , 写 为 4, 而 细 斜 体 字 母 A 则 表示 4 的 大 小 或 4 的 模 。 但 在 
手写 矢量 时 ,习惯 在 量 的 项 上 加 箭头 , 即 写成 4; 不 加 箭头 的 量 A 表示 标量 。 若 用 图 形 表 
示 , 则 是 从 该 点 己 出 发 的 带 有 箭头 的 有 向 线段 ,线段 的 长 度 为 矢量 4 的 模 A ,箭头 指向 表示 
А 的 方向 。 同 样 ,矢量 一 旦 被 赋予 物理 单位 , 便 成 为 具有 物理 意义 的 矢量 ,譬如 电场 强度 矢 
ЖЕ КН H JRE F E EE X ht o 等 。 
三 维 空间 中 的 一 个 矢量 可 用 它 的 三 个 坐标 分 量 表示 ,例如 矢量 4 在 直角 坐标 系 内 可 
写 为 
A = A,e, + A,e, + A.e, (1-1) 
其 中 ,ev ‚е, e, 为 工 轴 、y 轴 = 轴 的 正 向 单位 矢量 ,A-.、A, МА. 为 三 个 分 量 。 
2. 矢量 的 加 减 和 数 乘 
两 个 矢量 相 加 或 相 减 则 它们 的 对 应 坐标 分 量 相 加 或 相 减 , 即 
А +В = (A, +В, )е, + (A, + B,)e, + (A, + B.)e, 
一 个 矢量 的 数 乘 是 该 数量 y 乘 以 矢量 的 各 坐标 分 量 , 即 
pA = pAsezt pAye, trA,e: (1-2) 


2 l| 电磁 场 与 电磁 波 


若 数量 wx 一 0, 则 矢量 wh 的 方向 与 原 矢 量 A 同 向 ; 若 数量 w<0, 则 矢量 yA 的 方向 与 原 矢 量 
A Ж]. 

з. пахае 距离 矢量 及 单位 矢量 

空间 点 P(z,y,z) 和 P'(x’,y ,x ) 的 位 置 矢 量 分 别 写 为 


P = хе, уе, + =e, (1-3) 

和 

r = x'e, + ye, + хе. (1-4) 
点 P' (xz,y ,=) 指 向 点 P(z,y,z) 的 距离 矢量 如 图 1-1 所 示 , 表 P(x, y, z) 
示 为 

R=r—r = (х—х')е„+‹(у ye, F (z — z')e, 
(1-5) 

矢量 A 的 模 为 图 1-1 直角 坐标 系 中 


A=|A|= /A:+A ҒА? MERSE 


矢量 А 的 单位 矢量 ea 定义 为 
А А _ А,е„+А,е,+А.е, 


атата АТАТ ГА? (1-6) 
其 模 为 1 ,方向 与 原 矢量 相同 。 距 离 矢 量 R 在 直角 坐标 系 中 的 单位 矢量 可 写 为 
R R (== х')е, + (y — y)e, + (z —z)e, 
— = (1-7) 
EER үш a-r FO у )# (22)? 


重点 提醒 : 矢量 A 的 三 个 分 量 ,通常 用 A A, 和 A. 来 表示 。 在 学 习 的 过 程 中 ,一 定 要 
避免 与 标量 场 A 的 求 偏 导数 相 混淆 ! 尽管 两 种 表示 法 都 是 正确 可 行 的 ,但 实际 应 用 中 
只 有 一 个 解释 是 我 们 希望 的 ,务必 结合 上 下 文 将 其 识别 清楚 。 此 外 ,在 式 (1-4) 中 遇 到 
了 加 搬 和 不 加 搬 的 变量 ,后 面 将 会 知道 ,在 电磁 理论 中 ,加 撤 变 量 一 般 表示 源 所 在 的 位 
置 ,而 不 加 搬 变 量 表示 场 中 的 任意 位 置 。 希望 读 者 留 有 深刻 印象 。 


4. 矢量 场 与 标量 场 

在 矢量 场 中 ,给 定 空间 任意 一 点 (x,y,z), 都 有 一 个 矢量 下 与 之 对 应 ,这 个 矢量 可 以 用 
它 的 三 个 坐标 分 量 来 表示 ,矢量 场 的 每 个 分 量 各 自 构成 三 维 空间 的 一 个 标量 函数 ,分 别 记 作 
Е, (х.у,х) „Е, (х, у,х) „Е. (х,у,х:), ИШКЕ ЕС, у.х) пк 


F(z,y,sz) = Е, (х,у, х)е, + F,(z=,ysz)e, + F, (х,у, х)е, (1-8) 
大 多 数 情况 下 ,点 (z,y,z) 可 以 用 原点 与 其 连 线 的 位 置 矢量 ~ 表示 ,所 以 上 式 可 以 写作 
E(r) = Faime: + F;CGr)e, + F.Gr)e, с1-9) 


数学 上 经 常 提 到 点 函数 的 概念 : 即 空间 点 集 到 实数 集 的 映射 。 给 定 三 维 空间 任意 一 
点 ,如 果 都 可 以 确定 一 个 值 与 其 对 应 , 则 可 以 定义 一 个 三 维 空间 的 点 函数 。 如 果 这 个 值 是 标 
量 , 那 就 是 标量 函数 ; 反之 ,就 是 矢量 函数 。 当 这 些 定义 在 空间 点 上 的 数值 具有 特定 物理 意 
义 时 ,就 代表 所 谓 的 标量 场 和 矢量 场 。 比 如 ,空间 的 稳定 温度 分 布 . 就 是 一 个 标量 点 函数 , 称 
为 温度 场 ; 给 定 空间 任 一 点 ,都 有 一 个 确定 的 温度 与 之 对 应 。 某 一 时 刻 河流 内 部 的 流速 分 
布 ,就 是 一 个 矢量 点 函数 ,表示 的 是 流速 场 ; 给 定 河流 中 任意 一 点 ,都 有 一 个 矢量 反映 该 点 
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的 水 流速 度 和 方向 。 另 一 方面 ,对 于 物理 上 的 一 个 标量 场 或 矢量 场 , 在 数学 上 一 定 可 以 用 一 
个 标量 函数 或 矢量 函数 表示 。 如 果 用 箭头 表示 矢量 ,用 小 黑 点 表示 标量 ,那么 矢量 场 就 是 
“遍地 是 箭头 ”, 标 量 场 就 是 “处 处 是 黑 点 ”。 

对 于 矢量 场 或 标量 场 的 代数 运算 ,大 多 数 情 况 下 都 是 在 空间 同一 点 进行 的 ,从 而 转换 为 
这 一 点 的 矢量 或 标量 的 运算 。 这 一 定 要 记 清楚 。 


1.1.2 标量 积 与 矢量 积 


两 个 标量 a 和 2 相 乘 ,其 间 可 和 置 “x” 号 或 *。 ”号 ,或 无 任何 符号 ,都 表示 它们 相 乘 。 但 
是 矢量 相 乘 则 不 同 , 其 乘法 分 两 种 , 即 矢 量 的 标量 积 A。B 和 矢量 积 A X B. 

两 个 矢量 的 标量 积 A，。B 是 一 个 标量 ,又 称 点 积 或 点 乘 , 在 直角 坐标 系 中 可 表示 为 

A.B=B.A=|A||B|cos0= A.B. 十 A,B, 十 A.B。 (1-10) 

其 中 ,0 是 两 矢量 4、B 的 夹 角 。 两 撩 量 点 乘 满足 交换 律 ,其 大 小 为 两 矢量 的 模 值 与 两 矢量 夹 
角 余 弦 的 乘积 。 物 理 中 的 功 、 通 量 \ 环 量 ( 环 流 ) 等 均 为 标量 积 。 

两 个 矢量 的 矢量 积 AXB 是 一 个 矢量 ,又 称 矢 积 、 叉 积 或 又 乘 ,在 直角 坐标 系 中 可 表 
示 为 
e, е, е. 
А, А, A. 
В, В, В. 

= (А,В. — В,А, )е, + (А.В, — В.А, )е, + (А,В, — B-A, )е, (1-11) 

其 中 ,0 是 两 矢量 A 、B 的 夹 角 ; HRE A.B 的 又 乘 不 满 
足 交 换 律 , 其 大 小 为 两 矢量 的 模 值 与 两 矢量 夹 角 正 弦 的 
乘积 ,其 方向 可 由 右手 螺旋 规则 得 到 ,如 图 1-2 所 示 ; п 
为 又 乘 所 得 新 矢量 的 单位 矢量 。 可 见 ,两 矢量 的 又 积 的 
大 小 是 以 A、B 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ,其 方向 垂直 于 * А 
А.В 所 在 平面 , 故 可 称 为 平行 四 边 形 的 广义 面积 矢量 。 
物理 中 的 力矩 转 体 的 线 速度 等 都 是 矢量 积 。 

例 1.1 车 已 知 矢量 A=3e, 十 2e, 十 e., 并 且 AXB= 


AXB=—BxXA=|A||B| sinh = 


AX В=пАВзїпӨ 


AXB 


Ле, — 8е, +4e, 和 A。，B 二 10, 试 求 矢 量 B. Е 
解 БЕХ В=ае, + be, + ce, 则 有 
А • B= За + 22+ с = 10 
А 


А X B= (2с — Б)е, + (а — 3c)e, + (3b — 2а)е, 


二 图 1-2 矢量 积 一 一 广义 面积 矢量 


解 得 
故 有 
В = e, 十 2e, + Зе. 
1.1.3 矢量 的 混合 积 
三 个 矢量 相 乘 ,其 间 分 别 置 “X ”号 和 ”*。 ”号 , 称 为 矢量 的 混合 标量 积 或 三 重 标量 积 ,其 


4 ll 电 磁场 与 电磁 波 


坐标 表达 式 是 一 个 由 三 矢量 坐标 组 成 的 行列 式 。 不 难 证 明 , 只 要 它们 的 顺序 不 变 , 其 间 “ XxX” 
和 “。” 可 以 互 换 , 但 车 任意 两 个 矢量 的 顺序 交换 , 则 三 矢量 的 混合 积 变 号 ,如 图 1-3 所 示 。 
车 三 矢量 的 顺序 以 顺 时 针 为 正 , 则 反 时 针 为 负 。 三 矢量 的 混合 积 可 表示 为 
A. (BXO=B. (CXA)=C. (AX B) 
= (BX C) - A= (СХА) * B= (AX B) * C 
=—A. (CX B) = В. (AX C) =—С.(ВхА) 
A, А, А. 
=. = |В, В, В, (1-12) 
С б, `@. 
三 个 矢量 的 混合 积 是 以 三 矢量 为 棱 的 六 面体 体积 ,如 图 1-4 所 示 , 但 混合 积 有 正 、 负 。 
应 该 指出 ,三 矢量 的 混合 积 运算 式 中 括号 可 省 略 , 只 有 先 叉 乘 后 点 乘 运算 才 有 意义 。 


B 
图 1-3 三 矢量 混合 积 的 符号 图 1-4 三 矢量 混合 积 的 几何 意义 


1.2 标量 场 的 梯度 、 矢 量 场 的 散 度 与 旋 度 


本 节 中 用 到 哈密 顿 (Hamilton) 算 子 V, 它 是 一 阶 矢量 微 分 算 子 , 在 直角 坐标 系 中 定义 为 


д д д 
о ау te gy (1-13) 
哈密 顿 算 子 既是 一 个 矢量 ,又 对 其 后 面 的 量 进行 微分 运算 。 在 具体 计算 时 , 先 按 矢量 乘法 规 


则 展开 ,再 作 微分 运算 。 
1.2.1 标量 场 的 梯度 


一 个 标量 场 或 者 标量 函数 的 梯度 ,反映 的 是 该 标量 场 在 空间 的 变化 率 。 在 空间 任意 一 
点 ,该 变化 率 随 空间 的 方位 不 同 而 不 同 ,梯度 表明 的 是 最 大 的 变化 率 以 及 对 应 的 方向 。 所 
以 ,标量 函数 在 某 一 点 的 梯度 是 一 个 矢量 ,梯度 场 是 一 个 矢量 场 。 
假如 我 们 过 空间 任意 一 点 (zyy'z) 任 取 一 个 方向 ,不 妨 设 其 单位 矢量 为 
e, = cosae, + cosBe, 十 cosye- 
HEP cosa cosp, cosy 表示 该 方向 的 方向 余弦 。 考 虑 函数 在 Р 点 沿 此 方向 变化 AL, 对 应 的 
函数 值 变 化 为 Af, 则 在 此 方向 的 变化 率 为 
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= iii Af _ РС + Alcosa, у + AlcosB,z+t Alcosy) — f(x,y,z) 
боом М Al 
jiii f=Alcosa + /„МсозВ-+ feAlcosy | A) 
м-0 м 
= f.cosa + 六 cos8 十 f:cosy 
= Vf = е 
其 中 
y= say = а SE (1-14) 
Эх°* Tay” ' дє 


定义 为 标量 函数 在 该 点 的 梯度 函数 , 它 是 一 个 矢量 函数 。 

由 方向 导数 的 推 证 过 程 和 梯度 的 定义 可 以 看 出 ,函数 在 @ 
方向 上 的 变化 率 ,等 于 函数 在 该 点 的 梯度 在 e, 方向 上 的 投影 。 
换 句 话说 ,梯度 一 定 是 空间 最 大 的 变化 率 及 其 方向 ,其 他 方向 
的 变化 率 都 比 梯度 要 小 。 

在 空间 任意 一 点 PCz,y,z) 附 近 绘 制 函数 / 的 等 值 面 ,如 19 1-5 函数 了 在 空间 一 
图 1-5 所 示 。 然 后 计算 函数 沿 各 个 方向 的 变化 率 ,从 图 中 可 以 点 的 梯度 
看 出 


pau АЁ = Ма yy Ve=W _ Аў 
As [a ы |< [5 Alo 
其 中 ,Am 325 4" 148 (B ti > BJ 09 s PL BE ИРЕ k ЖЕ 
大 的 , 它 所 对 应 的 方向 就 是 梯度 的 方向 。 换 句 话说 ,函数 在 某 一 点 的 梯度 方向 ,一 定 与 过 该 
点 的 等 值 面 正 交 。 
例 1.2 计算 两 点 间距 离 R 及 其 倒数 的 梯度 SR Vi URK RI k= ke, Ае, Hke, 


与 空间 矢 径 + 的 标量 积 及 其 指数 函数 的 梯度 V(k。r) 和 Ve**”。 
解 ” 因 为 两 点 间 的 距离 可 写 为 
R (227) + (уу) + (z 2) 


于 是 可 得 
IR , ƏR DR (х= z”)e, + (y — у?е, + (z — z”)e, R 
VR 9261 СЫНДЫ 926 Е > R ®% 
即 距 离 R 的 梯度 为 此 距离 上 的 单位 矢量 eg。 利 用 上 式 可 得 
1 -1 р ек 
УЕ УК R” ҰК R? 
同 理 , 有 
Vr z e, 和 vl 三 $ 
F F а 


HF k e r=k,z+k,y +k.= , 则 其 梯度 为 
VCK。r) = k,e- + k,e, +k; = К 

可 见 , 任 一 常 矢量 与 空间 矢 径 7 的 标量 积 的 梯度 等 于 该 常 矢量 。 由 此 可 得 
Ve = je Wk r) —=—]е#"® 
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难点 点 拨 : 题目 求解 完了 ,有 些 同学 可 能 会 有 疑问 : 从 形式 上 看 ,及 既是 加 搬 变 量 的 函 
数 ,也 是 不 加 搬 变量 的 函数 , 赁 什么 求 导数 的 时 候 对 不 加 撤 变 量 进行 求 导 , 而 不 是 加 撤 变 
#7 同 为 变量 ,差别 怎么 这 么 大 呢 ? 事实 上 ,当然 可 以 对 加 搬 变 量 求 梯度 。 但 首先 要 知 
道 它们 反映 的 不 是 同一 个 东西 。 另 外 ,这 两 种 求 导 的 结果 容易 弄 混淆 。 为 了 明确 梯度 运 
算 到 底 是 对 谁 进行 的 ,需要 对 哈密 顿 算 子 也 进行 加 撒 和 不 加 搬 的 标注 , 即 V、V 。 不 言 自 
明 ,不 加 搬 的 就 是 大 家 已 经 熟悉 且 刚刚 计算 过 的 梯度 ; 加 搬 的 哈密 顿 算 子 就 是 对 加 撤 变 
量 计 算 梯度 。 二 者 在 实际 中 都 有 应 用 ,后 续 部 分 也 会 遇 到 。 比 如 


DR DR 
зуе» 1927 = —ев 


УК = IR + 
Ir 


在 例题 1. 2 中 得 到 了 几 个 重要 公式 ,为 了 以 后 应 用 的 方便 ,重新 写 在 下 面 : 


VR = er (1-15) 
1 __Е__ ев š 

R P СЕ (1-16) 
УСК ер) = К (1-17) 
аи" (1-18) 


重点 归纳 : 从 梯度 的 运算 公式 (1-14) 上 看 ,标量 场 的 梯度 在 形式 上 可 被 看 作 矢 量 与 标量 
数 乘 的 结果 , 即 用 标量 场 三 与 哈密 顿 算 子 的 每 一 项 都 相 乘 ,结果 就 是 梯度 矢量 ! 从 这 个 
对 比 也 可 以 看 出 该 矢量 算 符 的 助 记 符 作用 。 


1.2.2 矢量 场 的 散 度 


КК Ех. у.х) =Е, (х,у, х)е, БЕ, (х. у. х)е, БЕ. (2. у, х)е,, КАЛУЫ 
都 随 着 空间 坐标 而 变化 。 在 直角 坐标 系 下 ,标量 算 符 对 矢量 场 的 作用 是 其 对 矢量 场 的 每 个 


分 量 都 作用 ,例如 
Рун) = е, + Же, + Se. (1-19) 
矢量 场 F(x,y,x) 通 过 空间 某 曲 面 S 的 通 量 为 
j= fr . 45 = | Feosoas (1-20) 


WP, F= |Е|.4$=45п 是 面 元 矢量 ,n 是 面 元 矢量 dS 的 
法 线 方向 上 的 单位 矢量 ,0 是 面 元 矢量 ds 的 方向 与 该 点 矢 
量 场 F(x,y,z) 的 方向 之 间 的 夹 角 ,如 图 1-6 所 示 。 矢 量 
场 的 通 量 表明 该 矢量 场 通 过 曲面 S 的 流量 的 大 小 。 
若 空间 曲面 S 是 包围 空间 某 体积 的 闭合 曲面 , 则 矢量 
场 F(zx,y,z) 穿 出 闭合 曲面 S 的 通 量 可 写 为 
ф= $r “dS = ф F cosas (1-21) 


45 是 面 元 矢量 ,方向 由 闭合 面 内 向 外 。 如 果 把 矢量 场 


图 1-6 矢量 场 的 通 量 
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FF(Czyyyx) 看 作 无 限 大 水 体 中 的 流速 场 , 即 表示 水 体 中 任意 一 点 的 水 流 方 向 和 流速 大 小 ( 垂 
直 于 水 流 方向 ,单位 时 间 内 穿 过 单位 面积 的 水 量 ) ,读者 对 通 量 的 理解 会 更 直观 、 深 刻 一 些 
(尽管 F(z,y,z) 表 示 什 么 矢量 场 是 无 所 谓 的 )。 这 种 情况 下 ,根据 定义 , 式 (1-21) 表 示 的 
就 是 单位 时 间 内 穿 出 闭合 曲面 的 净 水 量 。 一 般 情况 下 ,对 于 水 体 中 的 闭合 曲面 ,流入 多 
少 水 ,就 要 流出 多 少 水 ,这 就 是 质量 守恒 原理 。 也 就 是 说 ,大 多 数 情况 下 ,这 个 通 量 为 零 ， 
除非 闭合 曲面 包含 的 空间 ,包括 有 进 水 管 或 出 水 管 ,分 别 对 应 正 的 源 和 负 的 源 (也 就 是 
“ 汇 ?) 。 如 果 是 进 水 管 ,那么 上 述 通 量 值 一 定 为 正 , 即 流出 的 水 量 大 于 流入 的 水 量 ,因为 
进 水 管 会 产生 水 ,向 闭合 曲面 外 流 ; 如 果 有 出 水 管 , 那 么 流出 的 水 量 一 定 小 于 流入 的 水 
量 , 通 量 值 为 负 , 即 有 些 水 进入 闭合 曲面 汇 和 人 出 水 管 了 ,而 没有 流出 去 。 从 这 个 角度 看 ， 
通 量 为 0 大 于 0 或 小 于 0, 可 以 反映 闭合 曲面 内 部 * 源 ”与 “ 汇 ” 的 问题 。 这 个 概念 初学 者 
一 定 要 理解 好 。 
闭合 曲面 的 通 量 可 以 描述 曲面 内 部 有 无 “ 源 ”“ 汇 ”, 但 是 这 个 描述 太 过 粗 烟 。 大 多 数 情 
况 下 ,需要 知道 在 空间 中 的 一 个 特定 点 ,有 没有 * 源 ”或 “ 汇 ”, 这 就 是 散 度 的 概念 。 
以 空间 任意 一 点 为 中 心 做 闭合 曲面 , 则 矢量 函数 F(z,y,x) 的 散 度 定义 为 
| $r “dS 
У. F = divF = lim =y 
此 式 表 明 , 矢 量 场 正 的 散 度 是 一 个 标量 , 它 表 示 空 间 某 点 单位 体积 内 散发 出 的 矢量 ЕС, уох) 
的 通 量 , 即 通 量 体 密度 ,反映 出 矢量 场 在 该 点 通 量 源 的 强度 。 在 直角 坐标 系 内 有 


а 
+ë; 22). (Е,е, + F;,e, + Ее.) 


(1-22) 


如 果 矢 量 场 在 空间 某 一 点 的 散 度 大 于 零 , 则 在 这 一 点 一 定 有 正 的 “ 源 ”, 它 向 外 发 出 一 系 
列 的 流 线 ,也 就 是 矢量 线 ; 反之 ,这 个 点 处 有 “ 汇 ”, 它 要 吸收 周围 的 流 线 , 或 者 说 矢量 线 要 汇 
和 此 处 ; 如 果 散 度 等 于 零 , 则 在 这 一 点 没有 “ 源 ” 也 没有 “ 汇 ”, 矢 量 线 在 这 个 点 一 定 是 连续 
的 ,不 会 中 断 。 

空间 两 点 间 的 距离 矢量 R 的 散 度 为 


I(x 


F a ý д(«—' 
х) 3 y >) 十 az £ Y 


WR Ix ду Jz 
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重点 归纳 : 从 形式 上 看 ,矢量 场 正 的 散 度 就 是 哈密 顿 算 符 与 下 相 点 乘 的 结果 ! 


1.2.3 矢量 场 的 旋 度 
矢量 场 F(z,y,<) 沿 闭合 路 径 ! 的 环 量 或 环流 定义 为 
$r | di = ф созди (1-23) 


式 中 ,0 是 线 元 矢量 dl 与 该 点 矢量 场 F(z,y,z) 之 间 的 夹 角 。 若 矢量 场 F(z,y,x) 是 力 , 则 其 
沿 闭合 路 径 1 的 环 量 就 是 该 力 沿 闭合 路 径 所 做 的 功 。 
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考虑 矢量 场 F(z,y,x) 为 流速 场 ,在 水 体 中 有 旋涡 的 地 方 沿 旋涡 边沿 做 环 路 积分 ,如 
图 1-7(a) 所 示 ,图 中 粗 线 表 示 水 流 方向 , 细 线 表示 积分 路 径 。 因 为 图 中 所 示 两 矢量 同方 向 ， 
每 个 积分 微 元 都 大 于 零 ,此 积分 值 一定 不 为 零 。 环 量 大 于 零 表 示 旋 涡 是 道 时 针 旋转 ,小 于 零 
表示 顺 时 针 旋 转 。 同 样 的 道理 ,如 果 在 没有 旋涡 的 地 方 (水 流 平稳 处 ) 做 环 路 积分 ,如 图 1-7(b) 
所 示 , 则 积分 值 一 定 为 零 ( 图 中 所 示 两 个 位 置 P 和 P: 处 ,积分 值 等 量 异 号 ,互相 抵消 )。 换 
句 话说 , 环 量 或 者 环流 ,可 以 大 致 表述 矢量 场 有 无 旋涡 。 


A = 


(a) 在 旋涡 处 做 环 路 积分 (b) 在 水 流 平稳 处 做 环 路 积分 
图 1-7 流速 场 中 环 路 积分 示意 


如 果 要 精细 地 考量 矢量 场 中 任意 一 点 是 否 有 旋涡 ,就 必须 引入 旋 度 的 概念 。 矢 量 场 
F(Czyy,s) 的 旋 度 定义 为 


|" $r . а] 
УХ Е = rotF lim AS 


此 式 表 明 , 矢 量 场 正 的 旋 度 仍然 是 一 个 矢量 。1! 是 围绕 曲面 S 边缘 的 闭合 路 径 , 且 1 的 绕 向 
与 曲面 S 的 正法 线 方向 符合 右手 螺旋 关系 。 矢 量 场 FCz,y,z) 的 旋 度 的 大 小 为 在 空间 某 点 
单位 面积 的 下 的 环 量 (环流 ) 最 大 值 , 即 环 量 面 密度 ,其 方向 是 环 量 为 最 大 值 时 面 元 矢量 dS 
的 法 线 上 单位 矢量 的 方向 。 在 直角 坐标 系 内 写 为 


УХ Е= | 二 元 = 


(到 -要 .+ (E E), (әк, а) аа 


де Ix 92 ду 

该 旋 度 的 各 分 量 为 下 沿 着 与 它 垂 直方 向 上 分 量变 化 率 的 代数 和 , 亦 即 旋 度 是 表明 矢量 
场 旋转 程度 的 最 大 环 量 面 密度 矢量 ,可 用 它 来 表示 在 空间 各 点 矢量 场 下 的 旋涡 强度 与 其 旋 
涡 源 的 关系 。 


重点 归纳 : 从 形式 上 看 ,矢量 场 下 的 旋 度 就 是 哈密 顿 算 符 与 的 又 乘 ! 


例 1.3 CARR E= L ER QM И Е гле, Буе, + 
Teo Алеут? 


ze:， 计 算 矢量 场 E 穿 过 原点 为 球 心 ,R 为 半径 的 球面 的 通 量 。 
解 ” 由 于 球面 的 法 线 方向 和 电场 的 方向 一 致 ,因此 矢量 场 E 穿 过 球面 的 通 量 为 
уфе А as = $ Eas =—© 中 as = 9 


4neoR’ Eo 
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例 1.4 计算 例 1.3 中 矢量 场 的 旋 度 。 
解 因为 EE Qr QCze- 十 ye, 十 = 


Amo r° dneo (2 Hy Hz)? 


д 
к (® E), + (ЕЁ 3). [E E), 


ду 9= 9= дт 92 ду 
有 
JE. 2E, _ о ( —3x __ =3уғ E 
ду Iz Anell Һу +L (а? Ty +2?) 
类 似 地 ,有 


дЕ, _ӘЕ,_, ӘдЕ,_ӘЕ, 
ðz д2 * ar ay 


因此 可 知 VXE=0。 


1.2.4 标量 场 的 拉 普 拉 斯 运算 


电磁 场 理论 中 常用 到 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 , 它 是 一 个 二 阶 标量 微分 算 子 ,相当 于 
两 个 哈密 顿 算 子 形式 上 的 点 乘 , 即 二 重 哈密 顿 算 子 ,也 用 A 表 示 。 在 直角 坐标 系 内 其 定 
义 为 

2 ә д 
二 Эу? Iz 
如 果 将 拉 普 拉 斯 算 子 作用 到 标量 函数 上 ,就 得 到 标量 函数 的 拉 普 拉 斯 运算 ,可 以 表示 为 
.ar Pf PF 
Vf 一 I ау Iz? 

拉 普 拉 斯 算 子 不 仅 可 以 作用 于 标量 函数 ,也 可 以 作用 于 矢量 函数 。 对 于 后 者 而 言 ,在 直 

角 坐 标 系 下 ,只 要 分 别 对 矢量 函数 的 各 个 直角 分 量 进 行 拉 普 拉 斯 运算 并 求 和 即 可 : 
VA = e, VA, + e, VA, + e, VA, 


(1-25) 


延伸 思考 : jo R Mob ЖОЕ T 5 4 — A RE RE Ес ЖЕ ЖАНЕ 2€ 5. 65 — 4 
标量 ,将 矢量 场 看 作 特定 点 上 的 一 个 矢量 ,那么 ,矢量 分 析 中 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 、 拉 普 拉 
斯 运算 等 ,可 以 在 形式 上 看 作 数 乘 、 点 乘 、 又 乘 的 结果 ,符合 相应 的 运算 规则 。 这 对 于 记 
忆 直 角 坐 标 系 下 的 运算 规律 非常 有 帮助 。 


1.3 矢量 积分 定理 


本 节 将 介绍 三 个 非常 重要 的 定理 , 即 高 斯 (Gauss) 散 度 定 理 、 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 理 , 格 
林 (Green) 定 理 。 这 三 个 定理 在 后 续 内 容 的 学 习 中 是 相当 重要 的 。 


1.3.1 高 斯 散 度 定理 
矢量 场 F 散 度 的 体积 分 等 于 该 矢量 穿 出 包围 体积 的 封闭 曲面 S 的 总 通 量 , 即 
Í Ve rav =$ F -as (1-26) 
式 (1-26) 称 为 高 斯 散 度 定理 ,其 中 S 为 包围 体积 V 的 闭合 面 , 其 面 元 矢量 ds 的 方向 为 闭合 
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曲面 S 的 外 法 线 方向 ,如 图 1-8 所 示 。 
高 斯 散 度 定理 可 以 用 散 度 的 定义 来 直观 理解 。 假 设 矢量 场所 
在 空间 有 一 个 土豆 ,土豆 皮 就 是 所 选择 的 积分 面 ,土豆 启 自 然 就 是 
其 所 包围 的 体积 。 可 以 想象 将 此 土豆 在 空间 切 分 成 许多 土豆 丁 , 但 
保持 土豆 形状 不 变 。 取 其 中 一 个 土豆 丁 来 看 , 作 此 处 散 度 的 体积 
分 , 即 V。 FdV, 则 根据 定义 ,该 数值 即 为 土豆 丁 表面 的 通 量 ( 散 度 表 
示 的 是 单位 体积 的 通 量 )。 如 果 将 所 有 土豆 丁 做 求 和 , 则 会 得 到 各 图 1-8 高 斯 散 度 定理 
个 土豆 丁 表面 通 量 之 和 。 我 们 发 现 : 任意 相 邻 两 个 土豆 丁 的 公共 
面 , 肉 色 的 那些 面 元 , 通 量 要 计算 两 次 ,因为 其 法 线 方向 相反 ,所 以 这 个 公共 面 上 的 通 量 和 为 
零 ( 二 者 互相 抵消 )。 最 终 , 只 有 褐色 土豆 皮 上 的 通 量 被 保留 下 来 ,而 这 正好 是 式 (1-26) 的 
右 侧 部 分 。 
高 斯 散 度 定理 用 一 句 话 来 表示 : 通 量 等 于 散 度 的 体积 分 ! 


1.3.2 斯 托 克 斯 定理 
任 一 矢量 场 下 的 旋 度 穿 出 某 一 曲面 S 的 通 量 等 于 此 矢量 场 下 沿 该 曲面 $ 边缘 的 闭合 
路 径 1 的 环 量 , 即 
| P) -as = феа (1-27) 


式 (1-27) 称 为 斯 托 克 斯 定理 ,其 中 下 是 任 一 矢量 场 .1 是 绕 曲面 $ 边缘 的 闭合 路 径 , 且 1 的 绕 
行 方向 与 曲面 S 的 外 法 线 方向 之 间 符 合 右手 螺旋 规则 。 
斯 托 克 斯 定理 也 可 以 用 旋 度 的 定义 加 以 直观 理解 。 如 图 1-9 
所 示 ,1 是 空间 一 个 闭合 回路 ,$ 是 1 所 支撑 的 任意 一 个 曲面 。 这 好 
比 是 钓鱼 者 使 用 的 渔网 ,1 是 铁丝 圈 ,S 是 上 面 的 网 多 。 按 照 上 述 的 
规则 选 定 正方 向 。 观 察 可 知 ,所 有 网 眼 上 的 环 路 积分 ,都 可 以 用 
，《VXF)。dS 来 计算 。 这 是 因为 , 旋 度 表示 的 是 最 大 环流 方向 上 单 
位 面积 的 环流 。 由 于 网 眼 所 在 平面 不 一 定 具 有 最 大 环流 ,所 以 要 通 
过 旋 度 的 投影 (点 积 ) 来 做 折合 ,以 得 到 此 面 元 上 的 真实 环流 值 。 如 
图 1-9 斯 托 克 斯 果 将 所 有 网 眼 上 的 环流 相 加 ,同时 考虑 相 邻 网 眼 公共 边 上 的 积分 值 
定理 示意 。 等 量 异 号 ,那么 最 终 就 可 以 得 到 铁丝 圈 上 的 环流 值 。 这 就 是 斯 托 克 
斯 公式 的 右面 部 分 。 从 上 述 过 程 还 可 以 看 出 ,只 要 积分 路 径 确 定 ， 
曲面 是 可 以 任意 选择 的 。 它 们 都 可 以 得 到 相同 的 值 。 
斯 托 克 斯 定理 也 可 以 用 一 句 话 来 描述 : 环流 等 于 旋 度 的 通 量 ! 


难点 点 拨 : 在 电磁 场 理论 的 学 习 中 ,对 于 高 斯 散 度 定理 和 斯 托 克 斯 定理 ,除了 正 向 使 用 
之 外 ,还 要 善于 逆向 使 用 这 两 个 公式 。 比 如 V。 一 p, 两 边 同 时 修 体积 分 ,有 |，V. Fav 一 


| paV ,运用 高 斯 定理 , 则 有 к. as — | pdv; 同样 ,如 果 WX F 二 J, 则 两 边 做 某 一 开放 


曲面 的 通 量 , 有 | VX F • 5 = fa . dS, 这 用 斯 托 克 斯 定理 , 则 中 下 а= fz + 45. 
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例 1.5 已 知 空 间 中 某 矢量 场 B 的 散 度 为 零 , 即 V。 B 二 0, 矢 量 场 E 的 旋 度 为 零 , 即 
VXE=0, а]: 可 以 得 到 什么 积分 表达 式 ? 


解 ” 选 定 空间 中 任意 体积 了 ,对 式 Y。 B=0 两 边 进行 体积 分 ,可 得 | v- Вау 二 0, 假设 
S 为 包围 体积 的 闭合 面 , 道 用 高 斯 散 度 定理 有 中 B + ds = 0。 

选 定 空间 中 任意 明 面 5, 对 式 vXE 一 0 两 边 求 南面 通 量 , 可 得 | УЕ. ds 一 0, 假设 1 为 
包围 体积 六 的 闭合 环 路 , 道 用 斯 托 克 斯 定理 有 中 忆 .dl = 0。 


1.3.3 格林 定理 


SREK F= Мр. ДР Ф A Е НА р С. M RE F 的 散 度 可 写 为 
V- F = У. ($ç %)= V$- V+ Ур 


应 用 高 斯 散 度 定理 ,有 
Гета в wav =$ $ р. as (1-28) 
式 (1-28) 称 为 格林 第 一 公式 。 将 式 (1-28) 中 的 两 个 标量 函数 互 换 ,可 得 
[vay sa. урау = Ü 9 9 48 (1-29) 
将 式 (1-29) 和 式 (1-28) 相 减 ,有 
ws away фрев 89 + as (1-30) 


式 (1-30) 为 格林 第 二 公式 。 在 式 (1-30) 中 , 面 元 矢量 dS = dSn ,将 标量 函数 的 梯度 沿 ds 的 

法 线 方向 和 切线 方向 分 解 , 即 99—92, +5, LINA 其 中 站 和 上 分 别 为 面 元 矢量 

еч а Ж n 和: 分 别 对 应 于 这 两 个 方向 上 的 坐标 变量 ,又 
6 п=0.#& 


иЗ as G RG 


m дп дп 
如 果 考 虑 到 梯度 与 方向 导数 之 间 的 关系 , 即 f, 二 VA， e,, 则 上 述 结 论 也 是 显而易见 的 。 
于 是 格林 第 二 公式 又 可 以 写 为 


| ws $ ерду 13 #52 jas (1-31) 
格林 第 一 公式 、 第 二 公式 统称 为 格林 定理 。 


1.4 三 种 常用 坐标 系 


1.4.1 坐标 变量 和 基本 单位 矢量 


1.3 节 对 梯度 、 散 度 及 旋 度 的 定义 都 给 出 了 直角 坐标 系 中 的 表达 式 , 在 实际 应 用 中 ,为 
了 方便 分 析 计 算 ,还 采用 另外 两 种 正 交 曲线 坐标 系 : 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 。 三 种 坐标 系 
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的 坐标 变量 与 基本 单位 矢量 如 表 1-1 所 示 。 基 本 单位 矢量 简称 基 矢 ,其 方向 为 该 坐标 变量 


增加 的 方向 ,如 图 1-10 所 示 。 
表 1-1 三 种 常用 坐标 系 的 坐标 变量 与 基本 单位 矢量 


坐 标 £ 坐标 变量 基本 单位 矢量 
直角 坐标 系 并 ,yz е. e 
圆柱 坐标 系 г(р),ф,< e,(e,) ,ep +e; 
球 坐 标 系 ғ.0.Ф е, ee е, 


注 : 圆柱 坐标 系 中 平面 矢 径 有 时 用 ~, 但 本 节 中 平面 矢 径 的 坐标 变量 用 p, 以 防 和 球 坐标 系 混淆 。 


在 三 种 坐标 系 中 求解 问题 时 需要 注意 各 坐标 变量 
的 变化 范围 ,直角 坐标 系 中 三 个 参量 ry 有 
=оо < жоо 
| ce < y <+ оо 
一 ce < z <+ оо 
球 坐 标 系 中 矢 径 一 极 角 0 RU u gp 有 
0 < r <+ 
| <0< т 
0<ф< 27 
圆柱 坐标 系 中 平面 矢 径 p、 方 位 角 ç 和 参量 > 有 
о<р<-+ осо 
0<ф< 2л 
一 ce < z <+ осо 


图 1-10 三 种 常用 正 交 曲 线 坐标 系 


当 同 一 坐标 系 中 的 基 矢 进行 叉 乘 时 ,相同 基 矢 叉 乘 为 0, 不同 基 矢 又 乘 时 牢记 图 1-10 
中 各 个 矢量 的 定义 ,并 运用 右手 螺旋 规则 即 可 ,具体 如 下 式 。 事 实 上 ,在 正 交 坐标 系 中 , 基 矢 
都 满足 类 似 的 又 乘 关系 ,它们 在 空间 任 一 点 构成 了 一 个 “本 地 ”的 “直角 坐标 系 ”, 但 空间 不 同 


位 置 处 ,相同 的 基 矢 方向 也 不 同 。 
e, X e, = e, e, X e, = e, e, Хер 一 一 ep 
e, Xe, =—e, e,X e, =—е e, Хе = e, 


е Хе =e, е, Хе =e e X e, = e, 
1.4.2 坐标 变量 之 间 的 关系 
直角 坐标 系 与 圆柱 坐标 系 中 各 坐标 变量 之 间 的 关系 为 
x = pcosg, p= уа? + у? 
y = рѕіпф, Ф = arctan т 


х= =, 


圆柱 坐标 系 与 球 坐标 系 中 各 坐标 变量 之 间 的 关系 为 


(1-32) 
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р = rsin0, r= VP +z 


ф = Ф, 0 = arctan & (1-33) 


z = rcos, ф=ф 
直角 坐标 系 与 球 坐 标 系 中 各 坐标 变量 之 间 的 关系 为 
工 一 rsinbgcosp， 了 一 Ма +y +Z 


у = rsinbsinp， 0 = arctan ———— (1-34) 


y 
z = rcos0, Ф = arctan — 
x 


1.4.3 基本 单位 矢量 之 间 的 关系 一 一 单位 圆 法 


在 分 析 电 磁场 问题 时 ,经 常 需要 在 不 同 坐标 系 间 转换 ,除了 坐标 变量 的 转换 ,还 需要 各 
坐标 系 中 基本 单位 矢量 之 间 的 转换 ,此 时 需要 使 用 单位 圆 法 。 

单位 圆 法 是 在 选 定 的 合适 坐标 平面 上 ,以 点 了 为 圆心 ,以 1 为 半径 作 一 个 圆 ,以 Р 为 始 
点 做 出 所 有 基 矢 ,将 欲 转 换 的 基 矢 作为 直角 三 角形 的 斜 边 ,目标 基 矢 所 在 方向 画 出 直角 边 ， 
此 斜 边 的 基 矢 是 目标 基 矢 对 应 直角 边 的 矢量 和 。 

以 直角 坐标 系 与 圆柱 坐标 系 各 基本 基 矢 间 的 转换 
为 例 ,两 坐标 系 中 坐标 变量 z 是 相同 的 , 即 e, =e, ,选取 
Оху 平面 中 的 点 忆 为 圆心 作 单 位 圆 ,并 以 P 为 始点 作 
出 所 有 基 矢 ,如 图 1-11 所 示 。 例 如 ,要 将 直角 坐标 系 
中 的 基 矢 e, 转换 成 圆柱 坐标 系 中 的 基 矢 表达 式 , 则 将 
ER e, 作为 直角 三 角形 的 斜 边 ,在 es A e, 方向 画 出 
直角 边 ,此 斜 边 的 基 矢 e, 应 等 于 直角 三 角形 另外 两 条 
边 的 矢量 和 , 另 两 条 边 的 大 小 分 别 为 cosp 和 sing, 而 
其 方向 分 别 为 e。 和 一 e;。 因 为 方位 角 9 的 对 边 矢 量 与 
圆柱 坐标 系 中 的 基 矢 e, 反 向 , 故 其 前 有 一 负 号 。 类 推 可 得 直角 坐标 系 与 圆柱 坐标 系 中 各 
基本 单位 矢量 之 间 的 关系 为 


1-11 直角 坐标 系 与 圆柱 坐标 系 
中 基 矢 之 间 的 单位 圆 法 


e, = cosge, — singep» e, = cosge, + singe, 
e, = singe, 十 cospey*， e, =— singe, + е) (1-35) 
e, 一 ec， e, = e, 
式 (1-35) 可 写成 如 下 矩阵 形式 ， 
e, cosp 一 sinp 0)íe, 
上 Ë coso 16 (1-36) 
е. 0 0 1 八 e. 
е, cosp sine О\{е, 
一 | 一 sinp cosp 0 -| (1-37) 
е. 0 0 ijle 


在 圆柱 坐标 系 与 球 坐 标 系 中 各 基本 单位 矢量 进行 转换 时 ,因为 这 两 个 坐标 系 中 的 方位 
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角 ф 是 相同 的 ,所 以 选取 Opz 平 面 中 的 点 P 为 圆心 作 单位 圆 , 如 图 1-12 所 示 。 可 得 圆柱 坐 


标 系 与 球 坐标 系 中 各 基本 单位 矢量 之 间 的 关系 为 2 


e, = ѕіпде, + созбе, 


e, 一 6y， 


е. = созбе, — ѕіпбев, 


式 (1-38) 写 成 矩阵 形式 为 


е, sin0 
е, |= | 0 
е. cos 
e, sin0 
ев |= 区 
е, 0 


er 
еу 
е. 


@ = созбе„ — ѕіпде. 


e, = ѕіпде, + соѕбе. 
| (1-38) 


=е, 


cosh О\{е, о A 
0 1 || eo (1-39) 
еһе 8112 圆柱 坐标 系 与 球 
sing 0/\ es м 
坐标 系 中 基 矢 之 
o еду 间 的 单位 加 法 
0 一 sinb || e; (1-40) 
1 0 е. 
将 式 (1-39) 代 入 式 (1-36) 中 ,可 以 得 到 球 坐 标 系 和 直角 坐标 系 中 基 矢 之 间 的 变换 关系 : 
sinbcosp созбсозр —зїпр\{е, 
= | sinbsinp cosbsinp сове || eo а-41) 
cos0 — sin0 0 e, 


将 式 (1-37) 代 入 式 (1-40) 中 ,也 可 以 得 到 从 直角 坐标 系 转换 到 球 坐 标 系 中 基 矢 之 间 的 变换 


关系 为 


er 


ѕіпбсоѕф ѕіпбѕіпф cosh) í e, 
= | cosbgcosp cosOsing — sinô || e, (1-42) 
— sing coso 0 e, 


例 1.6 请 将 圆柱 坐标 系 中 矢量 表达 式 转换 为 直角 坐标 系 中 的 表达 式 。 


2є\ 


(D E= 23 E cospe —— LE,singe,s (2) A=pe.。 
ez 十 el є 


# IH o= 
(1) E= 


2el 


2 十 el 


Ма? +y ,er 一 cosype, 一 sinpev ,有 


E2 7 


Fe, 


Esez; (2) A= Vx’ y ez. 


例 1.7 有 一 磁感应 强度 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 表示 式 为 


һ 


y+h 


B в.| 


Уһ 
[ET a 


e 十 [ 


z £ 
КаК OF тую Кт кутт е) 


其 中 ,Bo 是 常数 。 试 求 该 磁感应 强度 矢量 在 圆柱 坐标 系 中 的 表示 式 。 

解 ” 将 坐标 变量 的 变换 关系 工 一 pcosp,y 王 psinp 以 及 基 矢 间 的 变换 式 e, = cospe, — 
singe; e, =singe, Hcosge; 直接 代 和 直角 坐 标 系 中 的 表示 式 ,整理 得 
psing — h psing + h 


“ B| (жг 


рсозф 


— 2рһѕіпр р°*-ЕЛ*-Е2рһ Чыр) (соз snper yT. 
peosp 


? +h? — 2ph sing T + h° + 2ph =) (зіпре, + созре,) ] 


p— ћѕіпф 


hcose hcose } 
А 


p| z 


2оһзїпр р? +h? + 2рһ sing 


L p+ hsing |, ] 
° 


? Hh? — 2phsing р? + h° + 2рһ ѕіпф 
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难点 点 拨 : 在 每 一 种 坐标 系 中 ,给 定 坐标 变量 即 可 确定 空间 一 点 ,同时 确定 该 点 的 “本 
地 ”坐标 系 , 即 三 个 基 矢 。 对 矢量 场 , 场 的 三 个 分 量 就 是 针对 这 个 本 地 坐标 系 来 讲 的 ; 对 
标量 场 ,就 是 在 该 点 定义 了 一 个 标量 数值 。 对 不 同 坐 标 系 下 的 场 量 尤其 是 矢量 场 进行 转 
换 时 ,一 定 要 注意 转换 的 彻底 性 , 即 : 最 终 表 达 式 中 的 坐标 变量 、 基 和 失 一 定 要 与 选择 的 坐 
标 系 相 匹配 ,不 能 出 现 混杂 的 情况 ,也 不 能 出 现 没 有 用 坐标 变量 或 基 和 撩 表达 的 未 知 量 。 


1.4.4 三 种 常用 坐标 系 中 的 线 元 ` 面 元 和 体 元 
直角 坐标 系 中 的 线 元 矢量 可 表示 为 


dl = dre, + dye, + dze, (1-43) 
面 元 矢量 可 表示 为 
dS = dydze, + dzdxe, + dxdye. (1-44) 
体积 元 可 表示 为 
dV = dzdyd> (1-45) 


可 以 根据 直角 坐标 系 与 圆柱 坐标 系 、 球 坐标 系 中 变量 的 对 应 关系 式 (1-32) 和 式 (1-34) 及 复 
合 函 数 的 求 导 规 则 得 到 柱 坐 标 系 及 球 坐 标 系 中 线 元 、 面 元 及 体积 元 的 表示 式 , 下 面 以 圆柱 坐 
标 系 中 为 例 讲解 推导 过 程 。 
圆柱 坐标 系 中 ,任意 方向 的 线 元 矢量 可 表示 为 
dl = dlie, + ае, + dlse: (1-46) 
dh di: .dls 分 别 为 线 元 矢量 dl 沿 三 个 单位 矢量 方向 的 分 量 , 下 面 运用 式 (1-32) 求 出 这 三 个 
分 量 的 表达 式 。 
若 线 元 矢量 dl 只 沿 ev, 方向 , 则 d2— d, , 且 有 dp 取 0,dp 二 0,dz 二 0, 运 用 式 (1-32) 得 
dz 一 pcosg) q, = соѕфір 


二 тед = dopdo 
dz 一 0 
从 而 可 得 
dl = аһ = |di|= Vda? + dy + dz = dp 
同 理 ,假设 线 元 矢量 dl 分 别 只 沿 dp 和 а= 的 方向 ,可 以 得 到 圆柱 坐标 系 中 的 另外 两 个 线 元 
分 量 为 
dl: = рір. dl; = dz 
将 以 上 结果 代入 式 (1-46) ,可 得 圆柱 坐标 系 中 的 线 元 矢量 表达 式 为 
dl = аре, + рефе, + dze. (1-47) 
面 元 矢量 表示 式 为 
45= dSie, + dS,e, + 45е. 
= dlsdlse, + dlsdlies + dl, ае. 
= podpdze, + dzdpes + ріріфе. (1-48) 
体积 元 表示 为 
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dV = а, d/,d/, = рірафі= (1-49) 4$.=е-рараф 


圆柱 坐标 系 的 元 矢量 如 图 1-13 所 示 。 БОР dSurendpd= 

同 理 , 可 由 式 (1-34) 得 球 坐标 系 中 线 元 矢量 的 К АЙ dv=pdpdgdz 
表示 式 1 У 

dl = dre, + абе, 十 rsingdpe。 (1-50) шы 
面 元 矢量 表示 为 
dS = r°sin0d0dge, 十 rsinbdpdres + rdrdðe, (1-51) 4 Y 
体积 元 表示 为 xI 
dV = r°sin0drd0de (1-52) " = 

球 坐 标 系 中 的 元 矢量 如 图 1-14 所 示 。 ku O as 


dsureordrdg 
dS,=e,r`sin0dod0 


di=r`sin0drdod0 


d$g=egrsin0drdo 


图 1-14 球 坐 标 系 中 的 元 矢量 


1.4.5 三 种 常用 坐标 系 中 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 及 拉 普 拉 斯 运算 
表达 式 


直角 坐标 系 中 标量 场 的 梯度 .矢量 场 的 散 度 和 旋 度 及 拉 普 拉 斯 运算 表达 式 已 给 出 ,根据 
复合 函数 求 导 规则 及 式 (1-32) 可 得 圆柱 坐标 系 中 的 表达 式 如 下 : 


=e SF pe L A pe д7 (1-53) 
0 z 


(1-54) 


° 
° 

Пп 

= 


рая дЕ, не е А е о ==] (1-55) 


до ap де 


1r9 2+2 9? fa Pf 
VF P: [z ap + р 24 tp a 


第 1 章 ”矢量 分 析 |Ә 17 


(1-56) 


这 里 以 梯度 为 例 说 明 推导 过 程 。 在 直角 坐标 系 中 标量 函数 f 的 梯度 写 为 


VW = lo, +e, +e, = (01 3E 90) И 


9х ду gz 


考虑 式 (1-32) ,并 运用 复合 函数 求 导 规则 ,有 


af = ay sing 
Эх 900% Ip p 
If _If 9f cosg 
ау = арэ? + ар р 
op 0 

ТШЕН 


将 式 (1-58) 及 基 矢 关系 式 (1-36) 代 和 人 式 (1-57) ,有 


д/ sing 3f si 
Әф р ap 


е ду 
Vf Е Sep p "= sing 


0 


1 9f, +Əf. 
Ti r+ 92е: 


е 
If LIFI | әу, | 
до p дф д=)|°°| аре" 
е. 


_ [cosp 一 sinp 0}\(е, 
j 2 бар £) i coso 0 Це 
Е Ф 


(1-57) 


(1-58) 


此 结果 即 为 式 (1-53)。 同 理 , 根 据 复 合 函 数 求 导 规则 及 式 (1-34) ,也 可 以 得 到 球 坐 标 系 中 


的 表达 式 : 


of fy е, If | 
v "ar r теи Jo (1-59) 
А дЕ 
A дЕ, _ 
У. F = [si 3, (F,)+-r 3 т (sin0F,)+ r 20] (1-60) 
е, ев е 
г?зїпб rsin0 г 
ДЄ д 
xr=| a ә a [=p E 
а 90 Je т sini ё ap 
Е, rF, rsinOF, 
e [gaF __. 20, т es TaCFo) _ F, | 
rima = — а s (1-61) 
2-20 р. вау 2 Ís 29) 1 әу | 
Уу 二 [so у» Sug 20 tm Ig? (1-62) 


大 错 特 错 的 ! 


є 


=. дй 
УГ = 306 Tag +2 


së 


难点 点 拨 : 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 下 的 运算 ,如 梯度 、 散 度 、 旋 度 和 拉 普 拉 斯 运算 等 , 千 
万 不 能 机 械 地 照搬 直角 坐标 系 下 的 规律 。 比 如 ,将 柱 坐 标 下 的 梯度 按照 如 下 公式 计算 是 
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同样 的 道理 ,套用 如 下 直角 坐标 系 下 的 散 度 公式 计算 球 坐 标 系 下 的 散 度 , 也 是 万 万 不 
可 的 。 

aF, дЕ, | дЕ, 

Әг 90 ag 

梯度 、 散 度 、 旋 度 和 拉 普 拉 斯 运算 都 是 微分 运算 ,在 不 同 坐 标 系 下 不 同 , 一 定 要 通过 链 式 
求 导 规则 、 变 量 转 换 关 系 和 基 拓 转换 关系 等 得 到 。 


V. F = 


此 外 ,还 有 一 些 重要 的 矢量 公式 见 附录 А. 
例 1.8 已 知 柱 坐标 系 中 % 一 Ap 十 B,A、B 为 常数 , 求 E= 一 V$。 


J$ 1 2Ф ag __А 


例 1.9 已 知 球 坐标 系 中 $= co 和 4 为 常数 , 求 E= — V, 


or 


й к= v= (96,19 + 1 2$ 


=—_4 
: e, 
ar r 24° вее) Ате?" 


"1.5 MATLAB 绘制 矢量 场 和 标量 场 


学 习 矢 量 分 析 ,最 大 的 难点 就 在 于 内 容 比较 抽象 ,不 易 理 解 。 如 果 能 够 用 图 形 的 方式 展 
现 矢量 场 、 标 量 场 及 其 梯度 、 散 度 、 旋 度 甚至 拉 普 拉 斯 运算 的 结果 ,将 会 对 学 习 大 有 神 益 。 

MATLAB 是 一 个 功能 强大 的 软件 ,也 是 科研 工作 者 的 重要 工具 。 在 该 软件 中 ,集成 了 
梯度 (gradient) „HURE (divergence) 、 旋 度 (curl) 等 函数 ,可 以 进行 数值 微分 计算 ; 软件 中 也 包 
含 了 等 值 面 (isosurface) 、 等 值 线 (contour,contour3) 曲面 (surface) 等 绘图 函数 ,可 以 直接 
或 间接 地 绘制 标量 函数 ; 尤其 值得 注意 的 是 ,MATLAB 中 专门 设置 有 针对 矢量 函数 的 相关 
代码 ,可 以 完成 矢量 场 的 直观 表现 ,如 箭头 图 Cquiver,quiver3) 、 流 线 图 (streamline) 、 角 锥 图 
(coneplot) 等 。 

同时 ,MATLAB 是 脚本 语言 ,使 用 起 来 简单 ,方便 ,基本 上 可 以 做 到 “ 见 名 知 意 ”。 因 
此 ,如 果 大 家 在 学 习 过 程 中 能 够 结合 MATLAB 的 强大 功能 .对 所 学 内 容 进 行 深 入 研究 ,不 
仅 可 以 提高 学 习 效果 ,还 可 以 掌握 科研 工具 ,对 今后 学 习 、 深 造 都 有 好 处 。 

本 节 以 二 维 的 标量 和 矢量 函数 为 例 , 介 绍 几 个 相关 函数 ,让 读者 体会 一 下 MATLAB 的 
强大 功能 ,并 起 到 抛砖引玉 的 作用 。 本 节 例 子 中 使 用 的 标量 函数 ,其 数学 表达 式 为 

z= ye at 

1. 二 维 标量 函数 及 其 等 值 线 

对 于 二 维 标量 函 数 , 可 以 用 空间 中 的 曲面 来 表示 。 用 不 同 高 度 的 水 平平 面 来 截 这 个 曲 
面 ,就 可 以 得 到 三 维 空间 中 的 等 值 线 ( 等 高 线 )。 通 过 surface 函数 和 contour3 函数 ,就 可 以 
展现 函数 的 全 貌 。 主 要 代码 如 下 : 

[X,Y] = meshgrid([ — 2:.25:2]); 

名 创建 直角 坐标 网 格 , 以 原点 为 中 心 . 边 长 为 4 的 正方 形 区 域 ,网 格 间隔 为 0.25 

Z = Y. *ехр(-Х.^2-Ү.^2); 名 计算 函数 值 
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surface(X, Y, Z, 'EdgeColor',[.8 .8 .8], 'FaceColor', 'попе'); $$ 绘制 函数 对 应 的 曲面 

contour3(X, Y, 2, 30); 名 绘制 三 维 空间 中 的 等 值 线 

绘制 的 曲线 如 图 1-15(a) 所 示 。 

2. 二 维 标量 函数 的 梯度 及 其 箭头 图 

对 于 二 维 标量 函数 ,可 以 用 gradient 函数 取 梯 度 , 从 而 得 到 一 个 矢量 函数 ; 此 矢量 函数 
可 以 用 quiver 函数 绘制 箭头 图 ; 如 果 用 contour 函数 绘制 该 标量 函数 的 等 值 线 , 还 可 以 发 
现 梯 度 和 等 值 线 是 正 交 的 。 主 要 代码 如 下 : 


[X,Y] = meshgrid( - 2:.2:2); 
% 创建 直角 坐标 网 格 ,以 原点 为 中 心 . 边 长 为 4 的 正方 形 区 域 ,网 格 间隔 为 0.2 


Z = Y. жехр(-Х.^2 — Ү.^2); 多 计算 函数 值 

[DX,DY] = gradient(Z,.2,.2); 多 数值 计算 函数 的 梯度 

contour(X, Y, 2); 和 绘制 二 维 等 高 线 , 即 所 有 等 高 线 重 琶 画 在 一 个 平面 内 
hold on; 名 告诉 MATLAB, 还 要 继续 绘制 曲线 

quiver(X, Y, DX, DY); 名 绘制 梯度 函数 


最 终结 果 如 图 1-15(b) 所 示 。 


2 
15 
1 
05 
0 
-0.5 
=l 
-1.5 
151 05 0 -05-1 ha Соз =OS Ü OS T Ts 2 
(a) 标量 函数 及 其 等 值 线 (b) 梯度 及 其 箭头 图 


-1 2 
(с) 曲面 法 向 矢量 及 其 箭头 图 


图 1-15 用 MATLAB 绘制 标量 和 矢量 函数 


20 l| 电磁 场 与 电磁 波 


з. 曲面 的 法 向 矢量 及 其 箭头 图 
对 于 二 维 标量 函数 对 应 的 曲面 ,可 以 用 surfnorm 来 计算 其 法 向 矢量 ,继而 用 quiver3 РЁ 
数 在 空间 展现 出 来 。 主 要 代码 如 下 : 


[X,Y] = meshgrid( —2:0.25:2,-1:0.2:1); 
s 创建 网 格 , 以 原点 为 中 心 .长 为 4、 宽度 为 2 长 方形 区 域 , 网 格 间隔 为 0.25 0.2 


Z = Y. % ехр(-Х.^2 - Ү.^2); Кал: 

[U,V,W] = surfnorm(X,Y,2); 多 计算 其 法 向 矢量 
quiver3(X,Y,Z,U,V,W,0.5); 绘制 箭头 图 

hold on 名 告 诉 MATLAB, 还 要 继续 绘制 曲线 
surf (X,Y, 2); 名 绘制 函数 对 应 的 曲面 


最 终 绘 制 结果 如 图 1-15(c) 所 示 。 

从 上 述 结果 可 以 看 出 ,利用 MATLAB 配合 学 习 矢 量 分 析 , 形 象 .直观 .生动 ,读者 可 以 
边 学 边 用 ,以 学 习 带 动 学 习 , 从 而 起 到 “一 箭 双 雕 ”的 效果 ! 在 后 续 章 节 中 也 会 适时 结合 讲授 
内 容 补充 相关 代码 , 供 大 家 使 用 。 


本 章 小 结 
1. 直角 坐标 系 中 的 矢量 公式 
单位 矢量 : 
Ра А А А.е. + Ае, А.е. 
ГАТ А С РААТ 
标量 积 : 
А+,В=В°,А = A,B, + A,B, + А,В. 
矢量 积 : 
е. е, е. 
AXB=—BXA = |А, А, A, 
B, В, B. 


= (А,В. — В,А. )е, + (A.B, — B.A.)e, + (А.В, — В.А, )е. 
2. 三 种 坐标 系 中 的 线 元 、 面 积 元 及 体积 元 


直角 坐标 系 : 
dl = dre, + dye, + dze, 
dS = dydze, 十 dzdzev 十 dzdye- 
dV = drdydz 

圆柱 坐标 系 : 
dl = dpe, + расе, + dze. 
45 = ріфіхе, + dzdpe, 十 ododpe- 
dV = 4,4,4, = pdodgdz 

球 坐标 系 : 


dl = dre, + где, + гѕіпдіфе 
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dS = r° sin0d0dge, + rsin0dedre, + гагабе„ 
dV = г ѕіпбағабаф 
三 种 坐标 系 中 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 及 拉 普 拉 斯 运算 


直角 坐标 系 ， 
W = е + fes е, 


= 9F, | ӘБ, , дЕ, 
Y= Et д 


е. е. ег 


д д д дЕ. 9 д д д д 
ЖР (sy. (5. ay ү (ар, зв), 


Ja Jy Jz дў. Ək SZ a az Әу 
F, F, F, 
И 92f гу, д 
Vf = Af =V Vf s, | ++ 
圆柱 坐标 系 : 
_ ду 1 9f af 
Маре аре зь 
1r9 ‚ дЕ, дЕ, 
¿a [D ЁЗ Ip T az ] 
ep es е. 
Pp 
ei9F. ӘЕ ӘЕ, ƏF. 9(pF。) _дЕ, 
ухк=|ә ә ә Р е e е. e 
zaal г Е Pz ] e| FP: гр [Гр [ до ag ] 
p 99 
F, oF, F, 
. 1 = ( £) 1 Ef of 
v + + 
7= [5517 ә) э{# Р 90] 
球 坐标 系 : 


of ea 
W =e; СЕ 


1 
У. 0 Е, 9F, 
F =s sin 95 9 r Hes (CsingFs) 十 7 е | 
е, eo е. 
rising rsin0 £ 
xr=| 23 ә 了 
ðr 30 де 
F, rFe rsinOF, 
д(зїпбЕ„) „2E А 20, ) ӘОЕ,) дЕ, 
пъ" 90 "д l =l a, Ip „ш ер a ðr 90 
h е5) 2 (sino 22) 1 2 £ 
wf r alsia | ðr +59 sm 20 T sn 94 
4. 主要 定理 


高 斯 散 度 定理 : 
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k у. Еау =fr -dS 
斯 托 克 斯 定理 : 
[ех F) +48 =fr -dl 
格林 定理 : 
ІКС Уф Уф. WdV - j Weds (第 一 公式 ) 


дп 


[eva — s vav 12 #29 )аѕ (第 二 公式 ) 


习题 


1.1 已 知 A=e, 十 4e, 十 8e.,B 二 4e; 十 be, 十 ce:, 并 且 B 的 模 B==9, 试 求 5 与 c 各 为 何 
值 时 才能 使 A LB. 

1.2 一 个 三 角形 的 边 长 分 别 为 a.b、c, 其 中 a、b 边 之 间 的 夹 角 为 9。 试用 矢量 运算 证 
明 余弦 定理 c= Va Fb —2аЬсозб 成 立 。 

1.3” 试 证 明 三 个 矢量 A 二 1le: 十 ey 十 2e:,B 二 17e: 十 2e, 十 3e:,C 王 5e: 十 e: 在 同一 平 
面 上 。 

1.4 ERE A,B,C 为 常 矢量, 试 证 明 AX(BXO)=(4*，OQB 一 (4: B)C, 


1.5 BARI D= ОДОЙ ге уе, сезг |r] we 一 并 ,计算 DD 的 


散 度 。 
1.6 WEH: 
R R l_ e. ИЧИ 
W Ve ру V * p= (2) VSS (3) VXr=0; 


(4) Ух —0: (5) VX [/Gr)e,] —0: (6) V =0(RZ0), 


其 中 ,R= /G— xz Суу) (27) 30. УУ 分别 是 对 场 点 与 源 点 的 矢量 微分 算 符 ; 
г=хе„+ ye,tze: EMRE. e =t; f() 是 7 的 函数 。 


1.7 已 知 C 为 一 常数 ,g%、A 分 别 为 标量 函数 和 矢量 函数 , 试 证 明 : 

(1) YX (CA)=CVXA; (2) УХ (#4) =ф VXA+V$XA, 

1.8 BAME #32 у. RERA А = 2° уге, |-3ху?е. , КУХ (ФА) КИ. 

1.9 ЕЯ uv Р, КЕМУ (ио) =и о-о Vut? Vu + Vo 成 立 。 

1.10 已 知 矢量 函数 有 一 zyez 一 2zey，* 试 计算 由 2? ty =9,z=0 H y=0 所 构成 的 闭 
合 曲线 的 线 积分 ,并 验证 斯 托 克 斯 定理 成 立 。 

1.11 已 知 空间 任意 点 位 置 矢量 为 r=ze* 十 yey 十 xe-, 求 Y。r, 并 运用 高 斯 散 度 定理 求 


积分 1 二 由 +。 as, 其 中 S 为 以 原点 为 球 心 , 半 径 为 a 的 球面 。 
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1.12 айя ЕЛЖ /一 [Ar 十 旺 ]eosg, 求 wy/。 


1.13 已 知 圆柱 坐标 系 的 点 [35 55.3). 
(1) 该 点 在 直角 坐标 系 中 的 坐标 ，(2) 该 点 在 球 坐 标 系 中 的 坐标 。 
1.14 在 球 坐标 系 中 试 证 明 电场 强度 E— 点 e, 是 无 旋 场 ,并 求 出 与 其 对 应 的 标量 电势 


CEEA 

1.15 试 由 直角 坐标 系 中 的 线 元 矢量 表达 式 及 式 (1-34) 推 导 球 坐标 系 中 的 线 元 矢量 
1.16 BH x.y 和 rr、y 分 别 是 直角 坐标 系 和 极 坐标 系 内 的 坐标 变量 , 试 证 明 算 符 等 式 
ә 19/ әү,12 L, 
Ia ду? Hales) ' 22 成 立 。 

1.17 试 在 直角 坐标 系 下 证 明 标量 场 上 梯度 的 旋 度 为 零 , 矢 量 场 下 旋 度 的 散 度 为 零 。 
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CHAPTER 2 


本 章 导读 : AFIT £ 326330) hien Z AE ИЛ} ФБ]. e 
场 是 电磁 场 问 题 的 基础 ,主要 研究 电荷 分 布 与 电场 分 布 之 间 的 关系 、 静 电场 的 性 质 、 电 偶 极 
子 、 材 料 的 极 化 及 其 机 理 、 静 电场 的 方程 .电容 ,静电 场 的 能 量 等 。 对 于 静电 场 的 学 习 , 一 定 
要 把 握 库仑 定律 和 场 的 登 加 原理 ,这 是 研究 静电 场 其 他 问题 的 基础 ; 同时 ,要 体会 化 整 为 零 
的 思路 ,将 连续 电荷 分 布 和 点 电荷 分 布 联系 起 来 。 电 和 磁 是 电磁 理论 的 “左手 ”和 "右手 ”, 利 
用 对 有 照 方法 学 习 是 非常 重要 的 。 掌 握 静 电场 的 内 容 , 将 为 学 习 静 磁场 打下 基础 。 


21 库仑 定律 和 电场 强度 


2.1.1 库仑 定律 


库仑 定律 是 静电 现象 的 基本 实验 定律 ,也 是 静电 理论 的 基础 。1785 年 从 扭 秤 实验 得 到 
的 库仑 定律 表明 ,真空 中 两 个 静止 点 电荷 之 间 的 相互 作 
用 力 ( 即 库仑 力 ) 正 比 于 它们 的 电量 Q, 和 Q, 的 乘积 ,而 
与 两 点 电荷 之 间 的 距离 R 的 平方 成 反比 , 且 两 电荷 同 号 
时 为 斥 力 , 异 号 时 为 吸力 ,库仑 力 的 方向 沿 两 点 电荷 的 
连 线 方向 。 如 图 2-1 所 示 ,点 电荷 Q, 作用 于 Q, 的 库仑 
力 可 表示 为 


— QQ — QQ i 
Fa = dneo Ri ne Rk Ru ты 
其 中 ,Rs 是 从 Q, 指向 Q, 的 距离 矢量 , 即 u 
Rz = r; = = (zm; — zi)e, + Су» — yie, + (z; — z) )e, 图 2-1 Q 作用 于 Q, 的 库仑 力 


(2-2) 
ек, ЕНИКИ R, Б: so 是 真空 (自由 空间 ) 的 介 电 常数 (电容 率 ) ,这 是 一 
个 重要 而 常用 的 物理 常数 ,其 值 为 
є, = 8.854 X 10-2F/m ~ —L_ X10°F/m 
36x 


反之 ,Q: 作用 于 Q 的 库仑 力 则 为 
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QQ „ _ QQ РР 


апе, a Е 4ле, и 
A Ra 一 一 Ri ,而 Ra = К. 002-1) 52002-3) п Е. = — Ел. 
通常 , 当 带 电 体 的 线 度 远 小 于 它们 之 间 的 距离 时 ,此 带电 体 可 视 为 点 电荷 。 


2.1.2 电场 强度 


将 试验 电荷 Q 置 于 点 电荷 Q 附近 , 按 库仑 定律 ,Q' 将 受到 Q 的 库仑 力 的 作用 , 反 过 来 ， 
Q 也 受到 Q 的 库仑 力 的 作用 。 可 以 从 另外 一 个 方面 考虑 这 个 现象 : 即 试验 电荷 Q 位 于 电 
fi Q 所 产生 的 电场 中 ,从 而 受到 了 该 电场 对 它 的 力 的 作用 。 电 场 是 一 种 特殊 形式 的 物质 ， 
表征 电场 特性 的 基本 物理 量 是 电场 强度 EE。 电 场 中 某 点 的 电场 强度 是 单位 正 电 荷 置 于 该 点 
所 受 的 电场 力 ( 即 库仑 力 ) ,可 表示 为 


Fu = 


E - 2 (2-4) 
因此 ,点 电荷 Q 在 距离 它 为 R 的 某 点 P( 称 为 场 点 ) 处 所 产生 的 电场 强度 为 


Пле, Ist as Tr or p saog 
其 中 ,r 和 7 分别 是 从 坐标 原点 向 场 点 和 源 点 (点 电荷 所 在 的 点 ) 引 出 的 空间 矢 径 。 在 计算 
电磁 场 问 题 时 ,区 分 场 点 与 打 撤 的 源 点 的 坐标 是 很 重要 的 。 
车 用 (xz,y,z) 和 (x ,y ,x ) 分 别 表示 场 点 和 源 点 在 直角 坐标 
系 内 的 空间 坐标 ,如 图 2-2 所 示 , 则 源 点 到 场 点 的 距离 矢量 可 
表示 为 
R=r—r (z=—x)e, + (y ye, + (= z Je. 


距离 矢量 R 的 模 与 其 单位 矢量 分 别 为 


R=|r—r | (хх) (уу) Fery 
РЕ Ре 8 图 2-2 点 电荷 的 电场 
R Ir-r | 


由 式 (2-5) 可 见 , 点 电荷 О 在 场 点 所 产生 的 场 强 与 试验 电荷 Q 无关。 当 电 荷 连续 分 布 
时 ,试验 电荷 Q' 必 须 足 够 小 ,否则 它 会 影响 原来 的 电荷 分 布 。 这 时 场 强 E 可 定义 为 


E= ба, 


dmQ 


21.3 场 的 区 加 原理 和 库仑 场 强 法 

设 有 NN 个 点 电荷 (点 电荷 群 ) ,试验 电荷 Q' 位 于 它们 共同 产生 的 电场 之 中 ,因此 受到 了 
每 个 点 电荷 对 它 的 库仑 作用 力 。 由 于 库仑 力 为 一 矢量 ,满足 矢量 登 加 原理 ,所 以 ,试验 电荷 
Q' 所 受到 的 总 的 电场 力 为 


Е=Е,+Е,-+--+Е = 一 > вет 
根据 电场 强度 的 定义 ,这 些 点 电荷 在 试验 电荷 Q' 处 所 产生 的 电场 强度 为 


F _ F, + F, + + Еу 
Q 9 


Е 


Е, +E, +- + En 
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1 Š Qer, 1 Š О(г—г) 


T тає; =й E С Tre = r= 0 

ERRI, ЛЕШ да K ht ИТ Е EAE 3⁄ t) R НТ ë JI Et PB EJ А Y h a, 
场 理论 的 最 基础 部 分 。 

车 电荷 连续 地 分 布 在 一 个 体积 V' 内 ,可 用 电荷 体 密度 p(x yy sz ) 二 (简称 电荷 密 


ау” 
度 ) 来 描述 ; 车 电荷 连续 地 分 布 在 一 个 空间 曲面 S' 上 ,可 用 电荷 面 密 度 ps Сс оу ,> ) Е 


来 描述 ; 若 电荷 连续 地 分 布 在 一 条 空间 曲线 / 上 ,可 用 电荷 线 密度 nG, = S 
描述 。 

对 于 连续 分 布 的 电荷 ,可 以 像 切 土豆 丁 一 样 把 它 切 分 成 许多 小 电荷 元 ,这 样 ,连续 分 布 
的 电荷 就 可 以 用 离散 分 布 的 点 电荷 系统 来 代 蔡 , 每 个 电荷 元 的 电量 为 dQ, 它 所 产生 的 场 强 


元 为 
—_ dQ А 
dE = Re (2-7) 
ША ЕДЫ АД Ж пр А fui tB faj it) rB, УД BE A 
_ _ _1 fd, __1 [Cr —r)dQ x 
е Гав | К° =] [г—г |? s 9 


式 中 ,电荷 元 dQ 在 电荷 连续 分 布 为 体 分 布 . 面 分 布 或 线 分 布 时 ,可 分 别 表示 成 dQ = ду”, 
dQ=psdS 或 4О= рд!” ,相应 的 积分 是 电荷 分 布 所 在 区 域 的 体积 分 .空间 曲面 积分 或 曲线 
积分 。 

式 (2-8) 是 由 点 电荷 的 电场 所 求 得 的 计算 连续 分 布 电荷 产生 电场 的 公式 ,可 称 之 为 库 
仑 场 强 公 式 。 由 此 可 见 ,点 电荷 的 电场 是 基本 场 。 
于 是 ,对 应 于 不 同 的 连续 电荷 分 布 , 其 电场 强度 可 分 别 表示 为 


体 分 布 
BG, y; sy = = Е есу ondV’ (2-9) 
i 
面 分 布 
_ _1 os(z sy ,2') , 
Е(х,у,) = gh) 68025522245 (2-10) 
线 分 布 
E(z,y,z) = = | с 5+ ) ва (2-10) 
Ў 


难点 点 拨 : (1) 在 上 述 失 量 积分 过 程 中 ,参与 积分 的 变量 是 加 搬 变 量 , 表 示 源 电荷 的 分 
布 ; 不 加 搬 变量 不 参与 积分 ,表示 特定 的 场 点 位 置 ; 由 于 不 加 搬 变 量具 有 任意 性 ,所 以 
积分 的 结果 仍然 是 关于 不 加 搬 变 量 的 点 函数 ; 

(2) 在 实际 题目 中 ,给 出 的 电荷 密度 分 布 一 般 也 是 不 加 搬 变 量 的 函数 ,要 有 意识 地 
将 其 修改 为 加 撤 变量 ,否则 ,积分 时 会 出 现 混淆 ; 

(3) 积分 式 中 的 Rer 等 均 是 变量 ,绝对 不 可 以 放 到 积分 号 的 外 面 ; 
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U) 上 述 矢 量 积 分 都 包含 了 三 个 标量 形式 的 积分 ,分 别 表示 矢量 的 三 个 分 量 

(5) 可 以 设想 ,在 不 加 搬 变 量 确定 的 场 点 位 置 , 放 置 有 红 、 绿 、 蓝 三 个 箭头 ,分 别 表示 
当地 的 基本 矢量 ; 具体 积分 时 ,需要 将 电场 强度 微 元 的 方向 , 即 er 的 方向 ,投射 到 这 三 
个 箭头 方向 上 ,然后 再 分 别 对 红 、 绿 、 蓝 三 个 分 量 进行 积分 ,得 到 在 该 点 的 矢量 的 三 个 
分 量 。 


已 知 电 荷 分 布 ,利用 上 述 公 式 进行 矢量 积分 而 求 电场 强度 的 时 候 , 一 般 按照 以 下 步 又 展 
Ж: 应 先 选取 一 个 合适 的 坐标 系 ,一 般 是 使 问题 的 边界 面 与 某 个 坐标 系 的 坐标 面 重合 或 部 
PA MALEKA EPAPARA 要 先 定性 分 析 后 再 定量 计算 ,注意 对 称 
性 的 应 用 ,并 善于 利用 已 有 的 结果 ; 具体 计算 时 , 先 从 小 电荷 元 dQ 入 手 , 得 出 其 场 强 元 


= 9 ен ,然后 将 场 强 元 在 场 点 点 位 置 进行 矢量 分 解 , 即 分 解 为 场 强 元 的 “ 红 、 绿 、 蓝 ”三 


个 分 量 ,这 三 个 分 量 都 是 标量 ,分别 对 场 强 元 的 三 个 分 量 进行 积分 得 出 各 分 量 , 最 后 进行 矢 
量 合成 , 便 得 到 所 求 的 电场 强度 。 在 此 过 程 中 ,要 善于 发 现 和 利用 规律 ,并 应 用 到 计算 中 去 。 
这 可 以 称 为 "三 先 一 找 ? 原 则 ,在 做 题 过 程 中 要 坚持 。 矢 量 积分 的 计算 流程 为 

dQ>dE = У) Ее >4Е,>Е,РЕ = у Ее, 


例 2.1 真空 中 有 一 电荷 线 密度 为 p 的 贺 环 形 均匀 带电 线 ,其 半径 为 a。 试 求 贺 环 轴 
线 上 任 一 场 点 也 处 的 电场 强度 。 

解 ” 观 察 研究 对 象 的 几何 形状 ,考虑 采用 圆柱 坐标 系 , 取 贺 环 中 心 为 原点 ,并 使 贺 环 的 
轴线 与 = 轴 重 合 ,如 图 2-3 所 示 。 

接 下 来 进行 定性 分 析 。 在 这 种 情况 下 ,可 以 看 出 ,系统 具 
有 轴 对 称 的 特点 , 即 计算 结果 与 水 平方 位 角 无 关 ( 可 以 假想 自 
己 是 个 小 蜜蜂 ,围绕 = 轴 以 特定 高 度 和 特定 半径 绕 飞 , 则 可 以 
看 到 ,无 论 飞 到 那个 位 置 ,蜜蜂 看 到 的 “景象 "都 是 相同 的 )。 
在 计算 之 前 ,还 可 以 做 大 胆 预 测 , 在 环 面 中 心 位 置 ,由 于 对 称 
性 的 存在 ,电场 强度 为 0; 在 轴 上 , 正 负 无 穷 远 的 位 置 ,电场 
强度 为 0, 因 此 ,无 论 是 正 半 轴 还 是 负 半 轴 , 都 有 一 个 电场 强度 
极 大 的 位 置 ; 此 外 ,在 = 轴 上 互相 对 称 的 位 置 ,电场 强度 大 小 
应 该 是 相等 的 ,方向 是 相反 的 , 即 所 得 结果 应 该 是 = 的 奇 函 数 。 图 2-3 求 带电 圆 环 的 电场 
上 述 定性 分 析 , 不 仅 可 以 简化 计算 ,还 可 以 对 最 终 得 到 的 结果 
做 验证 。 初 学 者 一 定 要 仔细 体会 。 

最 后 ,本 着 先 小 后 大 的 原则 进行 计算 。 在 圆 环 上 任 取 一 线 电 荷 元 , 即 aQ = pdl = 
padg , 它 在 场 点 已 处 所 产生 的 场 强 元 为 
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Б Пле, 
其 中 ,R= Vz? 十 a* 。 由 于 电荷 对 称 分 布 , 场 点 P 处 场 强 的 径 向 rx 分 量 dE, 相互 抵消 , 故 只 
需 计 算 场 强 的 < 分量, 于 是 


_ dQ = _ paz 
dE, = dE 
ET ЕЕ К дае, (2 d. a Ti 
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在 求 整个 带电 圆 环 在 P 点 所 产生 的 场 强 时 ,应 将 场 点 坐标 暂时 视 为 常量 ,而 只 对 源 点 
坐标 积分 ,但 积分 后 场 强 仍 是 场 点 坐标 的 函数 ,这 和 数学 中 的 偏 积分 类 似 , 即 
Е. рах i w P paz 3 
4reo (z2 +a2)z |. ? 2e0 (2 +a? )? 


故 pze e; 
2eo (2? +a? )* 


由 于 带电 圆 环 上 的 全 部 电荷 为 Q=2rap', 所 以 场 强 还 可 以 表示 为 
Е= — @% _ тё. 
Areo (2? +а?)? 
aj IL, YE z=0 与 г> Боо ,Е=0, ФЕ 2220 或 «<0 的 某 处 场 强 必 有 一 最 大 值 。 
例 2.2 真空 中 有 一 电荷 面 密度 为 ps 的 无 限 大 均匀 带电 平板 。 试 求 它 在 空间 任 一 点 P 


处 的 电场 强度 。 
解 ” 使 带电 平板 与 圆柱 坐标 系 内 x 二 0 的 平面 相合 。 在 带电 平板 上 , 取 与 观察 点 P 相 
对 的 点 为 原点 ,并 以 该 点 为 圆心 ,以 为 半径 作 一 圆 环形 面 电荷 元 dQ= osdS' 一 2rpsr dr’ , 
如 图 2-4 所 示 。 由 例 2.1 可知, 该 面 电 荷 元 只 产生 = 方向 的 场 强 元 , 即 
= = 200). z- pszr dr 
ао 47,8? К 2eo (r? + 22) 
故 
_ зх [° та" Cs 1 [ü Ps 
Е, 2=, j. (PF 2e (л He) |, 26, 
即 Е= е 


2eo * 
当 己 点 在 带电 平板 下 方 时 , 巾 对 称 性 可 知 , 电 场 强 度 大 小 不 变 ,但 方向 相反 ,因此 ,无 限 大 均 
匀 带 电 平板 的 场 是 沿 垂直 于 平板 方向 的 均匀 电场 。 实 际 应 用 中 ,平行 板 电容 器 两 极 板 上 的 
电荷 面 密度 分 别 为 ps 和 一 ps ,如 图 2-5 所 示 。 若 取 垂 直 于 极 板 向 上 的 方向 为 > 轴 , 则 电容 
器 外 的 电场 因 其 大 小 相等 方向 相反 而 抵消 ,电容 器 内 的 电场 因 其 大 小 相等 方向 相同 而 增 大 
了 一 倍 , 其 方向 是 由 正极 板 指向 负极 板 , 即 


Е =— Ée, (2-12) 
Eo 


图 2-4 求 无 限 大 带电 平板 的 电场 图 2-5 平行 板 电容 器 的 电场 


2.1.4 点 电荷 密度 的 数学 表示 
为 了 准确 地 描述 点 电荷 对 应 的 电荷 密度 函数 ,需要 引入 о 函数 的 定义 。 
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点 电荷 是 电荷 分 布 的 极限 情形 , 它 的 电荷 密度 也 是 空间 坐标 的 函数 ,而 绝对 不 能 看 作 是 
一 个 常数 。 这 个 密度 值 在 点 电荷 位 置 以 外 恒 为 零 ; 但 是 在 点 电荷 位 置 处 ,函数 值 不 为 零 。 
计算 这 个 不 为 零 的 数值 ,可 以 将 其 视 为 一 个 体积 较 小 的 带电 小 球 的 极限 。 假 设 电 荷 分 布 于 


体积 AV 内 ,电荷 量 为 Q。 则 当 AV—0 时 ,体积 内 的 电荷 密度 =. 可 见 : 在 点 电荷 


位 置 处 ,密度 值 为 无 穷 大 ! 但 是 总 的 电荷 量 却 为 有 限 值 QI 
上 述 性 质 恰 好 可 以 用 ó К 06. — б ó 函数 常用 下 面 两 点 来 定义 , 即 
0, zÆ 
lz- r) = | (2-13) 
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Г 00=— х')йх = 1 (2-14) 


2002-13) RR 8 МИН ТЕ а ЙО rB tE, ЇЇ (2-14) WRR 8 函数 在 整个 
区 域 上 的 归 一 性 , 即 一 维 ó 函数 在 区 间 ( 一 ,十 >) 上 的 曲线 与 zx 轴 之 间 的 面积 等 于 1. ó 
函数 在 近代 物理 和 工程 技术 中 具有 较 广 泛 的 应 用 , 它 是 一 种 很 有 用 的 数学 工具 。 
将 一 维 ó 函数 的 定义 推广 到 二 维 、 三 维 情形 ,可 得 高 维 ó 函数 的 各 种 形式 ( 见 表 2-1) 。 
表 2-1 高 维 6 函数 形式 


坐 标 系 二 维 6 函数 三 维 ó 函数 

直角 坐标 系 8ё(т—г')=8(х—х')8д\у—у') 8ё(т—г')=8(х—х')8у—у')8(«—') 

圆柱 坐标 系 а) 0000р) | 007) 900 7)00р 000—8) 
Е ›,_8(т—т')8(8—@ )8Сф—ф/) 

RERA КОШУ 0) 


显然 ,它们 满足 类 似 于 式 (2-13) 所 定义 的 关系 。 表 中 的 系数 因子 是 初学 者 比较 疑惑 的 
地 方 ,这 个 系数 因子 可 由 6 函数 所 满足 的 归 一 化 条 件 得 到 : 即 在 不 同 的 坐标 系 中 ,6 函数 与 
相应 体积 元 (或 面积 元 或 长 度 元 ) 相 乘 且 在 全 空间 积分 后 应 为 1。 


既然 6 函数 是 单位 点 源 的 密度 函数 , 则 在 z 轴 上 处 于 xz 点 上 的 单位 点 电荷 的 密度 可 表 
示 为 
р(х) = 8(х—х') (2-15) 
在 直角 坐标 系 中 位 于 源 点 (x ,y ,x ) 的 点 电荷 Q 的 电荷 密度 可 表示 为 
р(х, у,<) = Оё(х х')8ё(у— у )8(е—') (2-16) 
在 圆柱 坐标 系 中 位 于 源 点 (~ ,9 ,= ) 的 点 电荷 Q 的 电荷 密度 可 表示 为 
CryPpyz) 920 r)ó(g—g)ó(z — z) (2-17) 
在 球 坐 标 系 中 位 于 源 点 (~ .0 ,9 ) 的 点 电荷 Q 的 电荷 密度 可 表示 为 
olr:0.9) = 980 )8(0—0)8(ф—ф) (2-18) 
2.1.5 电力 线 


为 了 直观 而 形象 地 表示 电场 强度 矢量 Е 的 大 小 和 方向 ,可 在 电场 中 作 一 些 电 力 线 (E 
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线 )。 电 场 中 某 点 电力 线 的 密度 (垂直 于 下 的 单位 横 截面 上 电力 线 的 根 数 ) 正 比 于 该 点 EE 的 
大 小 ,而 电力 线 的 方向 和 该 点 的 电场 强度 E 的 方向 相同 。 图 2-6 是 几 种 简单 带电 体 的 电力 
线 图 。 由 图 2-6 可 见 , 点 电荷 的 电场 的 图 像 很 像 蒲公英 的 种 子 球 ,而 无 限 长 均匀 直线 电荷 的 
电场 的 图 像 则 像 刷 试 管 的 试管 刷 。 


ШИШ узе 
| Ё 


(а) 点 电荷 的 电场 (b) 无 限 长 均匀 直线 电荷 的 电场 (с) 双 根 传输 线 的 电场 


一 :43 (oe БС 


~ 7Z7777777/77777777777777, 


(4) 不 等 量 异 号 点 电荷 的 电场 (e) 导体 平板 附近 单 根 带电 线 的 电场 
图 2-6 几 种 简单 带电 体 的 电力 线 图 


下 面 推导 电力 线 方程 。 若 dl 为 电力 线 上 的 线 元 矢量 , 则 有 
dl = kE 
式 中 ,为 比例 系数 。 在 任 一 正 交 曲线 坐标 系 内 写 出 其 分 量 形式 , 即 
а = J, dle; = k) Eie: 


其 中 ,dh dh „а 为 线 元 的 三 个 分 量 。 消 去 & 后 ,可 得 电力 线 的 微分 方程 为 
dh а СТА 


Е, (и из зиз) Е, (иу sus suz) E; (ui suz sus) 


式 中 ,oa suyus 为 坐标 变量 , 它 取决 于 坐标 系 的 具体 形式 。 在 常用 坐标 系 中 ,电力 线 方程 的 


(2-19) 


具体 形式 可 分 别 表示 为 
直角 坐标 系 
dz _ dy ё А 
E. СЕ, E (2-20) 
圆柱 坐标 系 
dr _ rdg _ dz ч 
E, Е, СЕ. (2-21) 
球 坐标 系 
dr _ rd0 _  rsin0de Т 
E, СЕ, Е, (2-22) 


上 列 各 式 中 ,两 个 等 号 表示 两 个 独立 的 微分 方程 ,它们 决定 两 个 曲面 函数 。 二 者 的 交 线 便 是 
电力 线 。 实 际 应 用 中 ,也 可 以 采用 电力 线 的 参数 方程 。 即 引入 参数 1, 令 上 述 各 个 式 子 分 别 
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等 于 4 的 微分 dz, 从 而 把 各 电力 线 方程 转换 为 关于 1 的 三 个 常 微分 方程 组 ,进而 用 解析 法 或 
数值 方法 进行 求解 。 下 面 绘 制 电力 线 的 部 分 有 较为 详细 的 介绍 。 


“2.1.6 用 MATLAB 绘制 电力 线 


电力 线 对 于 理解 静电 场 有 重要 的 作用 ,但 绘制 电力 线 也 不 是 那么 简单 的 一 件 事情 。 在 
MATLAB 环境 下 ,至少 可 以 使 用 quiver 函数 、streamline 函数 以 及 求解 电力 线 方程 三 种 方 
式 绘制 电力 线 。 

如 前 所 述 ,二 维 矢量 场 绘 制 函数 quiver(X, Y, U, 
V) 可 以 用 于 绘制 电力 线 。 在 此 之 前 ,需要 用 meshgrid 
函数 生成 直角 坐标 系 下 的 一 个 网 格 , 并 用 和 矩阵 X,Y 来 
表示 这 个 网 格 。 网 格 上 每 个 格 点 处 的 矢量 ,用 矩阵 U. 
站 来 表示 ,分 别 是 电场 的 z 分 量 和 >y 分 量 。quiver Ñ 
数 用 小 箭头 表示 每 个 格 点 处 的 电场 强度 矢量 。 对 两 点 
电荷 系统 ,利用 quiver 绘制 电力 线 结果 如 图 2-7 所 示 。 
图 中 ,箭头 为 quiver 绘制 的 各 点 矢量 电场 ,与 其 垂直 的 
纵向 实 线 为 等 位 线 ( 后 面 电势 一 节 还 会 介绍 ) 。 绘 制 电 


图 2-7 quiver 函数 绘制 的 等 量 


力 线 的 主要 代码 如 下 (其 中 ,点 电荷 电荷 量 的 绝对 值 为 异 号 点 电荷 电力 线 分 布 
4те): 
х=-1:0.2:1;у=х; 名 定义 х,у 的 变化 范围 
[X,Y] = meshgrid(x, y); 名 生成 网 格 数据 
R1 = sqrt((X+1.5).^2+Y.^2); 名 场 点 到 负电 荷 (一 1.5,0) 的 距离 
В2 = sqrt((X-1.5).^2+Y.^2); 名 场 点 离 正 电荷 (1.5,0) 的 距离 
Ех=- 1. /В1.^2. * (X+1.5)./R1+1./R2.^2. * (X-1.5)./R2; 计算 x 分 量 
Еу =- 1. /В1.^2. * Y. /В1 +1. /R2. "2. *Ү./В2; УИ ул 
quiver(X, Y, Ех, Ey); 绘制 箭头 图 


利用 MATLAB 流 线 图 绘制 函数 streamline(X, Y, О, V, Sx, Sy) 也 可 以 绘制 电场 
(E;,E, ) 所 对 应 的 电力 线 。 其 中 , (X,YY) 为 直角 坐标 网 格 ,由 网 格 函 数 meshgrid ÆR; (U, 
V) 表 示 格 点 处 矢量 的 两 个 分 量 ; (5х. Sy) 表 示 电 力 线 的 起 点 , 即 从 哪个 位 置 开 始 绘制 电力 
线 。 图 2-8 为 两 点 电荷 系统 在 等 量 同 号 不 等 量 异 号 时 的 电力 线 分 布 。 


4 


N 


ч оф о 2 4 ч —2 0 2 4 
(а) 等 量 同 号 电荷 (b) 不 等 量 异 号 电荷 


图 2-8 streamline 绘制 两 点 电荷 电力 线 分 布 
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仍旧 以 两 个 等 量 异 号 电荷 的 电力 线 绘制 为 例 ,采用 streamline 函数 的 主要 代码 如 下 。 
在 程序 中 ,围绕 正 负 电荷 各 假想 一 个 半径 为 0. 1 的 小 圆 ,在 圆周 上 任意 选择 一 个 点 ,将 其 作 
为 电力 线 的 起 点 进行 绘制 。 改 变 圆 周 上 点 的 位 置 , 即 可 绘制 其 他 的 电力 线 。 


% 网 格 生成 ,电场 强度 的 计算 如 前 面 程序 所 示 , 在 此 省 略 


th=2 * pi/4; s IB] Jš] E IE Ea — AM fA RE 
xp= 0.1 * cos(th) + 1.5; s ТЕҢГЕ АИ ЙК 
yp=0.1 * sin(th); 名 正 电荷 起 点 纵 坐 标 
streamline(X, Y, Ex, Ey, xp, yp); 多 绘制 正 电 荷 周围 电力 线 


除 此 之 外 ,也 可 通过 对 每 条 电力 线 方程 进行 数值 求解 绘制 电力 线 。 二 维 情况 下 (三 维 情 
况 完 全 类 似 ) ,在 直角 坐标 系 中 ,电力 线 方程 可 以 写 为 dr/E, 二 dy/E, 王 ,其 中 4 是 引入 的 
一 个 描述 电力 线 的 参 变 量 ,可 以 看 作 是 时 间 。 每 条 电力 线 可 以 看 作 一 个 粒子 随时 间 在 空间 
运动 的 轨迹 ,于 是 有 

dr/dt = Е,, dy/d; = E, (2-23) 

式 (2-23) 即 为 以 1 为 参 变量 的 一 阶 常 微分 方程 组 。 在 电场 强度 的 各 分 量 已 知 的 情况 下 ,该 
微分 方程 组 可 以 用 解析 法 或 数值 方法 求解 。 

在 MATLAB 中 , 式 (2-23) 这 样 的 一 阶 常 微分 方程 组 可 用 如 下 孔 数 描述 : 


function dY = dcxfun(t, Y) 名 定义 函数 dcxfun, Y 为 空间 坐标 ,dY 为 其 微分 
dxdt = Ех; dydt = Ey; 名 定义 微分 方程 , Ex Ey 都 是 已 知 表达 式 
dY(1) = dxdt; dY(2) = dydt; 名 定义 返回 变量 


利用 MATLAB 的 ode45 函数 对 式 (2-23) 进 行 求解 ,用 法 大 致 如 下 : 

[TY] = ode45('dcxfun'; tspan; y0); 
其 中 ,tspan 为 自行 设 定 的 参数 : 的 变化 区 间 ,比如 取 [0:0.01:5]; уо 为 电力 线 的 初始 位 置 
坐标 ; T 为 所 得 电力 线 上 每 一 位 置 对 应 的 参数 值 ; Y 为 相应 位 置 的 横 纵 坐标 值 。 求 解 结束 
后 ,利用 plot(Y(:,1),Y(:, 2)) 即 可 绘制 一 条 特定 的 电力 线 。 改 变 初始 位 置 , 可 绘制 其 他 
的 电力 线 。 图 2-9 为 两 等 量 同 号 和 等 量 异 号 电荷 的 电力 线 分 布 。 


4 4 

2 2 

0 0 

-2 -2 

ы 2 o 2 4 Мм 2 0 2 4 
(а) 等 量 同 号 电荷 (b) 等 量 异 号 电荷 


图 2-9 求解 电力 线 方程 绘制 两 点 电荷 电力 线 分 布 


仍旧 以 两 个 等 量 异 号 电荷 的 电力 线 绘制 为 例 ,采用 数值 法 求解 电力 线 方程 ,然后 再 绘制 
电力 线 的 主要 步骤 大 致 如 下 。 
在 MATLAB 中 定义 电力 线 函 数 如 下 : 
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function dY = dcxfun(t,Y) 名 Y(1) 为 横 坐 标 ; Y(2) 为 纵 坐标 

dxdt =- 1 * (Ү(1) +1.5)./(sqrt((Y(1) +1.5).^2+Y(2).^2).^3) +1 * (Y(1) -— 1.5). /(sqrt((Y 
(1) -1.5).^2 + Y(2).^2).^3); 名 计算 电场 x 分 量 

dydt=-1xY(2)./(sqrt((Y(1) +1.5).^2+Y(2).^2).^3) +1 *ү(2). /(вчг®((Ү(1)-1.5).^2+ 
Y(2).^2).^3); 名 计算 电场 分 量 

dY = [dxdt;dydt]; 名 返回 函数 值 


主 程序 中 绘制 电力 线 的 主要 代码 如 下 。 为 简单 描述 ,例子 中 仍旧 只 给 出 了 绘制 一 条 电 
力 线 的 过 程 , 且 初 始点 坐标 如 前 面 程序 所 述 ,其 他 电力 线 可 以 如 法 炮制 。 


[T,Y] = ode45('dcxfun',[0:0.01:5], [xp, yp]); ”名 求 解 电力 线 方程 ,结果 放 在 Y 中 
plot(Y(:,1),Y(:,2),'b'); 名 绘制 电力 线 


需要 说 明 的 是 , 式 (2-23) 的 方法 还 可 以 扩展 到 三 维 情 形 和 其 他 坐标 系 , 从 而 得 到 类 似 的 
电力 线 参数 方程 。 


2.2 真 宝 中 静电 场 的 性 质 


2.2.1 Ej = 
通过 任 一 曲面 S н J 2698, PR 3 1# ün) ЕН, 5 9 БЕЗИ tok E O, BI 
p = fe -dS = | Ecos0ds (2-24) 
式 中 ,0 是 面 元 矢量 ds 与 穿 过 该 面 元 的 场 强 E 之 间 的 夹 角 ,dS 的 方向 是 它 的 法 线 方向 。 
对 于 包围 有 限 体积 的 封闭 曲面 S, 则 穿 出 该 闭合 面 的 E 通 量 为 
ф= фе -dS = $ Есозда5 (2-25) 
其 中 , 面 元 矢量 dS 的 正方 向 是 其 外 法 线 方 向 。 因 此 , 必 二 0 表示 电力 线 由 闭合 面 面 内 向 面 
外 穿 出 ; 2 <0 则 表示 电力 线 从 外 部 进入 闭合 面 内 ; y. =0 表示 无 电力 线 从 闭合 面 面 内 向 面 
外 穿 出 ,或 进入 与 穿 出 闭合 面 的 电力 线 相等 。 
2.2.2 高 斯 定理 
前 面 章 节 已 经 提 到 ,库仑 定律 和 场 的 释 加 原理 是 静电 场 的 基础 部 分 , 场 的 性 质 都 可 以 以 
此 推导 出 来 。 
静电 场 的 高 斯 定理 就 可 由 库仑 定律 导出 。 若 空间 有 一 个 点 电荷 和 一 个 闭合 曲面 , 则 穿 
出 闭合 面 的 电场 强度 EE 通 量 为 


4. 中 Е - 45 Q dScos0 Q 
s 


4reojJs R? ARE) 5 


式 中 ,dQ 一 49 是 而 元 dS 对 Q 点 所 张 的 立体 角 元 。 它 是 面 元 dS 折合 到 与 ex 垂直 的 平 


面 上 的 部 分 与 半径 的 平方 之 比 。 
车 点 电荷 Q 位 于 闭合 面 外 , 则 因 闭 合 面对面 外 一 点 所 张 的 立体 角 为 零 ,因此 五 穿 出 闭 


о 通常 电 通 量 是 指 电位 移 矢量 的 通 量 ( 即 刀 通 量 ) ,与 这 里 用 у. 表示 的 已 通 量 不 同 。 
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合 面 的 净 通 量 为 零 。 若 点 电荷 Q 位 于 闭合 面 内 ,因为 闭合 面对面 内 一 点 所 张 的 立体 角 为 
4r, 于 是 


фк-в-= 
Ж {ЖОЮ ЇЙ ЖЕЛПИ КЕЛН. Ж УА B r Er. ЖЕЙ] ТГ {ШЕ Y Rohi N 个 点 电荷 , 则 有 
je.as- 1 o (2-26) 
如 果 闭 合 面 内 有 连续 的 电荷 分 布 , 其 密度 为 p, 则 可 以 化 整 为 零 ,将 其 离散 化 ,然后 用 积分 代 
蔡 上 式 中 的 求 和 , 即 
фк - 45 = 8 = ШЕТ (2-27) 


Fe н Е 穿 出 任 一 封闭 曲面 的 总 通 量 等 于 该 闭合 面 所 包围 的 总 电荷 量 Q( 代 
数 和 , 且 必 须 在 封闭 曲面 内 部 ,外 部 的 电荷 对 通 量 无 贡献 ) 除 以 ee 。 这 就 是 高 斯 定理 。 它 表 
明了 静电 场 的 一 个 基本 性 质 。 当 闭合 面 内 为 正 电 答 时 ,E 通 量 从 闭合 面 内 穿 出 来 ; 若 闭 合 
面 内 为 负电 荷 时 , 则 E 通 量 进入 闭合 面 内 ; 而 当 电荷 Q 在 闭合 面 外 或 闭合 面 内 的 总 电荷 为 
零 时 , 则 进入 和 穿 出 闭合 面 的 下 通 量 相等 , 故 五 穿 出 闭合 面 的 净 通 量 为 零 。 

显而易见 ,高 斯 定理 在 宏观 上 表示 出 了 场 与 源 之 间 的 关系 , 它 是 联系 场 与 源 的 桥梁 和 纽 
带 。 虽 然 在 一 般 的 电荷 分 布下 ,由 于 矢量 积分 的 困难 而 不 能 应 用 高 斯 定理 求 得 电场 强度 ,但 
对 于 简单 的 电荷 分 布 , 例 如 电荷 为 对 称 分 布 ( 轴 对 称 、 球 对 称 或 平面 对 称 ) 时 , 若 能 选择 一 个 
假想 的 闭合 面 (高 斯 面 ) ,使 面 上 各 点 EE 的 值 相 同 且 其 方向 与 面 垂直 或 与 一 部 分 表面 平行 ， 
则 可 以 利用 高 斯 定理 的 积分 形式 简便 地 计算 出 电场 强度 Е. 

例 2.3 真空 中 有 一 半径 为 a, 电 荷 密度 为 p 的 均匀 带电 球 , 球 内 存在 一 个 半径 为 5 的 
球形 空 腔 , 两 球 心 相 距 为 d, 且 d=<a 一 6。 试 分 别 求 带 电 球 内 外 及 
球形 空 腔 内 的 场 强 , 并 讨论 4—0 的 情形 。 

解 题目 可 以 看 成 是 包括 空 腔 在 内 的 整个 带电 球 的 电荷 密 
BEJ o 和 球形 空 腔 内 填 满 密度 为 一 p 的 电荷 时 ,这 两 种 情形 的 到 
加 。 此 不 对 称 问 题 通过 秋 加 原理 可 变 为 对 称 问题 。 采 用 球 坐标 
系 , 取 带电 球 的 球 心 O 为 原点 ,并 使 球形 空 腔 的 球 心 O 在 极 轴 
上 。 将 球形 空 腔 内 填 满 密度 为 p 的 电荷 ,由 于 对 称 性 ,问题 与 方 
位 角 p 无关, 即 问题 是 具有 轴 对 称 的 二 维 场 , 故 取 场 点 了 的 坐标 
为 (r,9)。 将 场 点 P 置 于 待 求 区 域 中 ,分 别 以 过 P 点 的 + 或 7 为 
半径 作 以 O 或 O 为 球 心 的 球面 S, 即 高 斯 面 ' 如 图 2-10 所 示 。 图 2-10 计算 有 球形 空 腔 


将 场 点 尸 置 于 带电 球 内 , 按 高 斯 定理 可 得 的 带电 球 的 场 
, — | , 
фе. ds = tfew 
则 1r E= ° Larp, Bp == 


故 这 时 带电 球 内 了 点 的 场 为 


| Bn: 
' З=, 
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同 理 , 当 球形 空 腔 内 以 密度 一 p 填 满 电荷 时 ,在场 点 P 处 单独 产生 的 场 强 为 
pb? ЖОЕ ГА 


3eor 3e r 
由 场 的 县 加 原理 可 得 球 内 带电 区 域 中 的 场 强 为 
人 
E, = E+ E; = (r Fod ) 


E0 
计算 结果 要 用 同一 坐标 系 中 的 坐标 变量 和 基本 单位 矢量 及 有 关 常数 表 达 。 由 圆柱 坐标 系 与 
球 坐标 系 的 基 矢 之 间 的 转换 关系 e: 二 cosbe, 一 sin9eo, 则 有 
г! r—d = ғ — ае. re, — а(соѕде, — їпбе») (r — dcos0)e, + аѕіпдев 


, 


r || |r—d|= (P + d 2rd cos0) 

因此 ,在 球 坐标 系 内 , E, 可 表示 为 

b° [Cr — dcos0)e, + 4зїпбе, ] 
(r? + d° — 2rd cosb)” | 


E; Р | 
3eo 


Ë ҮҮ 0 (т — dcos0) P b dsin0 2 
| [ оа = 2лй cos? | (+ d — 2rd сод)" ) 


用 相同 的 方法 可 以 求 得 球 外 的 场 强 E. MERJE # JE рУ Їй E, 分 别 为 


Е, о (= “= p а b° [Cr — асоѕ0)е, + dsin0e, ] 
“Зым К AR G? + d° — 2rd сод)" | 
p (а? b? (т — dcos0) А b° dsin0 ë 
Зе, Í [= (2 +4 —– 2л соз" | "2 + d: — 2тйсоз@)?? ) 


Е, Р (к= г) Р а ві (соѕбе, — ѕіпдев) 
Зєо Зєо 3eo 


可 见 ,球形 空 腔 内 的 场 是 均匀 电场 ,各 点 场 强 的 值 相等 ,其 方向 均 沿 极 轴 。 
"4 d=0 时 ,~ 一 r, 则 有 
Е, о (r “| рб? — b°) u == pla? = 


—е,, 
Зе, r 3eor? 3eor? 


Е, = 0 


难点 点 拨 : 如 果 有 两 个 电荷 密度 分 为 p 和 一 p 的 均匀 带电 球 , 且 它 们 处 于 相 离 的 位 置 , 则 
题目 很 容易 计算 : 可 以 利用 高 斯 定理 得 到 每 个 带电 球 的 场 , 然 后 使 用 登 加 原理 进行 矢量 
求 和 即 可 。 大 家 可 以 把 本 题目 看 做 两 个 相 离 的 带电 球 逐 步 靠 近 直至 融合 在 一 起 的 情况 。 
就 可 以 理解 求解 的 过 程 ! 基于 这 个 道理 ,类 似 “ 挖 洞 ”" 的 题目 ,都 可 以 参考 本 题目 求解 。 


高 斯 定理 的 积分 形式 只 给 出 了 在 场 域 的 大 范围 内 场 与 源 之 间 的 关系 。 但 对 场 的 研究 还 
需要 知道 在 空间 每 一 点 上 的 场 分 布 与 源 分 布 之 间 的 关系 ,以 便 知 道场 沿 空间 坐标 的 变化 规 
律 。 为 此 ,对 式 (2-27) 左 端 应 用 高 斯 散 度 定理 , 即 


фк.ав= |, у. EdV (2-28) 
若 闭 合 面 S 包围 的 体积 为 w ,于 是 由 式 (2-27) 可 得 

1 р) , 

|, V. EdV’ = tfew 
由 于 上 式 对 任 一 体积 V' 都 成 立 , 故 有 
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v. E= 2. (2-29) 


eo 
这 就 是 高 斯 定理 的 微分 形式 。 它 表征 出 电荷 激发 电场 的 局 部 区 域 的 性 质 , 即 空间 任 一 点 上 
场 强 的 散 度 只 与 该 点 的 电荷 密度 有 关 , 而 与 其 他 点 的 电荷 密度 无 关 。 式 (2-29) 表 明 静 电场 
是 有 源 场 (电荷 即 散 度 源 ) ,电荷 就 是 电场 的 源 一 正 电 荷 所 处 的 位 置 一 定 会 有 电力 线 发 出 ; 
负电 荷 所 处 的 位 置 一 定 汇 人 人 电力线。 在 没有 电荷 分 布 的 点 上 ,po 一 0, 因 而 在 该 点 有 VY Е= 
0, 这 表示 在 该 点 既 无 电力 线 发 出 又 无 电力 线 终止 ,但 可 以 有 电力 线 通 过 。 高 斯 定理 的 微分 
形式 和 积分 形式 是 静电 场 的 基本 方程 之 一 。 


2.2.3 静电 场 的 无 旋 性 
与 静电 场 的 高 斯 定理 类 似 ,可 以 通过 库仑 定律 和 场 的 释 加 原理 ,得 到 静电 场 的 无 旋 性 方 
程 。 考虑 一 个 点 电荷 及 任意 一 个 闭合 回路 。 由 于 矢量 的 环流 即 环 量 为 由 E + al, 如 


图 2-11 所 示 ,dl 是 点 电荷 的 场 中 某 一 闭合 回路 上 上 的 线 元 矢量 ,又 因 er • dl 二 dicos0 二 dR， 
故 由 点 电荷 的 场 强 公 式 (2-5) 可 得 
_ Q f es di оак Q 1 И 
фе ш 4reoJ 1 R 4ле): R? dxeo ($) 9 <2-30) 
Е аа Г ИЕ у Ж. АГЕН lek АЕ П Е Г rti s ARA П) 8 ЈА. H b Ж 
强度 的 环流 仍 为 零 。 因 此 , 式 (2-30) 对 任意 电荷 分 布 的 静电 场 都 成 立 ,这 表明 静电 场 是 保 


守 场 。 应 用 斯 拭 克 斯 定理 中 PF ss [ох Е). dS, 式 (2-30) 则 为 


$E -a= f xE) as =0 (2-31) 
由 于 式 (2-31) 对 场 域内 的 任 一 曲面 S 都 成 立 , 故 有 
УхЕ=0 (2-32) 


这 表明 静电 场 是 无 旋 场 ,电力 线 不 会 呈 闭 合 曲 线 , 否 则 沿 电力 线 作 的 线 积分 不 可 能 为 零 。 
静电 场 的 无 旋 性 (或 称 为 环 路 定理 ) 是 静电 场 的 又 一 基本 性 质 。 

在 静电 场 中 任意 选择 两 点 A 和 B。 连 接 АВ 的 曲线 应 该 有 无 数 条 ,从 中 任意 选择 两 条 ， 
如 图 2-12 所 示 。 则 根据 上 述 性 质 , 有 


$eE-a=| 已 -di 二 | Е · 4 = 0 
1 L1:A—B 12.В-А 


12 
Ll 


A 
图 2-11 计算 点 电荷 的 环流 图 2-12 连接 A、B 的 任意 两 条 曲线 


第 2 章 静电 场 |P 37 


于 是 : Í Е.й=—| E - a — { E < df = С 
Ll:A—B 12.В-+-А 12.А-+В 


可 见 , 电 场 强度 沿 任意 闭合 环 路 的 积分 值 为 零 , 说 明 电 场 强 度 沿 开放 曲线 的 积分 与 路 径 
无 关 , 而 只 与 积分 的 起 点 和 终点 有 关 。 因 此 ,可 以 在 电场 中 选择 一 个 固定 点 做 参考 , 则 对 场 
中 的 任意 一 点 ,都 可 以 定义 一 个 函数 值 ,其 数值 就 是 这 两 点 之 间 的 曲线 积分 值 。 这 个 标量 函 
数 (的 相反 数 ) ,就 是 后 面 要 讲 到 的 势 函数 。 这 也 说 明 静 电场 是 保守 场 、 有 势 场 。 


重点 点 拨 : 环 路 积分 为 零 . 积 分 与 路 径 无 关 、 势 函数 存在 ,这 几 个 概念 是 等 价 的 ; 而 无 旋 
场 、 保 守 场 有 势 场 ,也 是 等 价 的 几 个 概念 。 它 们 之 间 的 关联 ,大 家 注意 把 握 。 


2.2.4 真空 中 静电 场 的 基本 方程 


静电 场 的 两 个 基本 性 质 是 高 斯 定理 和 静电 场 的 无 旋 性 。 表 述 这 两 个 基本 性 质 的 基本 方 
程 为 
积分 形式 微分 形式 
фк si ypt 
g Eo Eo 
I (2-33) 
PE.d=0 УхЕ=0 


静电 场 的 基本 方程 给 出 了 场 量 与 场 源 之 间 的 关系 。 它 表明 静电 场 是 有 源 ( 通 量 源 ) 无 旋 
场 , 故 它 只 能 由 静止 电荷 所 产生 ; 电力 线 由 正 电 荷 发 出 而 终止 于 负电 荷 , 且 不 会 呈 闭 合 
回 线 。 

微分 形式 和 积分 形式 的 方程 ,在 本 质 上 是 等 价 的 ,它们 之 间 可 以 通过 高 斯 散 度 定理 和 斯 
托 克 斯 定理 联系 起 来 。 实 际 中 根据 具体 情况 ,选择 最 方便 的 一 种 形式 。 


23 静电 势 


2.3.1 静电 势 的 基本 概念 


用 库仑 场 强 公式 计算 电场 强度 . 因 其 是 矢量 积分 ,计算 较 困难 。 而 高 斯 定理 仅 适用 具有 
对 称 性 的 问题 。 因 此 ,需要 寻求 一 种 计算 场 强 的 简便 方法 。 

由 矢量 分 析 的 知识 可 知 , 任 一 标量 函数 的 梯度 的 旋 度 必 为 零 。 由 于 静电 场 是 无 旋 场 , 故 
电场 强度 E 可 用 一 个 标量 函数 的 梯度 来 表示 + II 

E =— V$ (2-34) 

式 中 ,标量 函数 $(>.y.z) PRA B A G O kE {у , уф 是 电势 梯度 。 

电势 $ 也 是 静电 场 中 的 一 个 重要 物理 量 。 它 是 空间 点 的 坐标 的 函数 。 通 常 ,电场 强度 
矢量 玉 是 指向 电势 下 降 的 方向 , 故 式 (2-34) 中 有 一 负 号 。 上 式 表 明 , 场 强 E 的 方向 是 电势 
减 小 率 最 大 的 方向 , 场 强 的 大 小 则 是 电势 随 距 离 的 最 大 变化 率 。 引 入 电势 后 ,可 把 场 的 矢量 
计算 问题 化 为 一 个 标量 问题 ,从 而 使 场 的 计算 得 以 简化 。 

电势 的 计算 可 以 采用 下 面 的 方式 。 由 式 (2-31) 可 知 ,电场 积分 与 路 径 无 关 , 而 只 与 起 
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点 和 终点 的 位 置 有 关 。 因 此 在 电场 中 选择 Q 点 为 参考 点 (电位 零点 ), 则 电场 中 任意 一 点 
卫 , 可 以 定义 如 下 积分 : 


$ = [к -dl (2-35) 
该 积分 值 只 与 P 点 的 位 置 有 关 , 它 就 是 PP 点 的 势 函数 。 因 此 ,电场 中 任意 两 点 间 的 电势 


差 为 : 


ra Q Q P; Р; 
$r, — $r, | 五 。d1 Í E- dl Ѓе-а+[ в-а = [ 五 .dl (2-36) 
P, Р, P, Q P, 


可 见 ,电场 中 任意 两 点 间 的 电势 差 ( 即 电压 ) 与 参考 点 的 选择 无 关 。 
在 实践 上 , 常 取 大 地 表面 作为 电势 的 参考 点 ; 而 在 理论 研究 上 ,只 要 电荷 分 布 在 有 限 
域内 , 选 定 无 穷 远 处 作为 电势 参考 点 是 很 方便 的 ,这 时 场 点 已 处 的 电势 可 表示 为 


如 = Ге га (2-37) 
Р 


2.3.2 计算 电场 的 电势 法 


当 取 无 限 远 处 作为 电势 参考 点 时 ,将 点 电荷 的 场 强 公 式 (2-5) 代 入 式 (2-37), 可 得 真空 
中 点 电荷 Q 在 场 点 P 的 电势 为 
$lx, yz) 


> 


(2-38) 


Ae R Ате, | гг | 
如 果 空 间 有 N А EB faj С Ha, faj ВРО. ИЖЕ: ЕРА H 2 ht Л ТЕ Q 在 
场 点 的 电势 为 
Paya = fe а= [Èr ‚а= > Ге, .dl = Уж (2-39) 
可 见 , 电 势 也 满足 场 的 释 加 原理 (标量 释 加 )。 于 是 ,有 
соу хо 11у ` O; _ 
多 (zyyyz) жег? R тет УШ тты, (2-40) 
对 于 连续 的 电荷 分 布 , 也 与 计算 场 强 一 样 ,可 以 采用 化 整 为 零 的 做 法 : 先 由 式 (2-38) 得 
出 电荷 元 dQ 所 产生 的 电势 元 一 9 积分 后 便 得 到 电荷 连续 分 布 时 场 点 的 电势 , 即 


Б 1 [dQ _ 1 dQ ' 
сун) = т) R 二 | (2-41) 
式 中 ,电荷 元 dQ 在 连续 的 电荷 作 体 分 布 、 面 分 布 或 线 分 布 时 ,可 分 别 表示 成 dQ = рау". 


dQ 二 psdS' 或 4Q—pd/ ,于 是 场 点 的 电势 分 别 为 


体 分 布 
由 | (2-42) 
4reoJv R 
面 分 布 
(z # En 
фору] 222255 зе лш (2-43) 
ATE s R 
线 分 布 
б/у Жы; 
$022) | “=н, (2-44) 


ATE) г Ë 
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对 于 连续 的 电荷 分 布 , 同 计算 电场 一 样 , 选 定 坐标 系 后 , 先 从 电荷 元 dQ 得 出 其 电势 元 ， 
积分 后 便 得 到 场 点 的 电势 ,再 按 式 (2-34) 计 算 其 梯度 便 
得 到 电场 强度 。 这 要 比 直 接 用 矢量 积分 求 场 强 简便 
得 多 。 

例 2.4 真空 中 有 一 长 为 工 的 均匀 带电 线 , 其 电荷 
线 密度 为  。 试 求 线 外 任 一 点 的 电势 和 电场 强度 。 

解 在 圆柱 坐标 系 中 , 令 带 电 直线 与 = 轴 重 合 , 中 点 
为 原点 。 显 然 , 带 电 直 线 的 场 与 坐标 无关 , 故 观 察 点 P 
的 坐标 取 为 (r,0,z), 如 图 2-13 所 示 。 在 带电 直线 上 任 
取 一 线 电荷 元 dQ 二 pd! = рах", Е 9] 904 Р 的 距离 为 
R= /(xz'—z=)° +r , J 图 2-13 计算 带电 直线 的 势 与 场 


a |? dz’ _ M А L 
үн i VT Ae 人 + Vz — х) + r° )]= 


_ M | а 1. L: 
lel = 十 可 Ё т) + r} | Ë ki (=+ z] zj 
É 1. 
ЖКО =; 
В: А 2 z) (2-45) 
ey 下 +L e] 
а +z) + 
EE ы 负 梯 度 , 即 可 得 到 空间 任意 一 点 的 电场 强度 表达 
式 ,为 


1 
В т z (2-46) 
z |=) +? J+) +r k 


题目 求 得 之 后 ,还 可 做 进一步 的 探讨 : ШЖ L 趋 于 无 穷 大 , 那 会 是 什么 情况 ? 由 式 (2-45) 


可 得 
Кага 2) +”) 
„Бы н) 
4neo 1? 

4 Lr tj H FIORE P = mq А 


dneo 12 2ле r 
对 无 限 长 线 电荷 此 结果 为 无 穷 大 ! 为 什么 会 出 现 这 种 情况 呢 ? 这 是 因为 无 限 长 线 电荷 
不 是 分 布 在 有 限 区 域内 ,而 是 分 布 在 无 限 区 域 ,但 计算 时 默认 将 电势 参考 点 选 在 无 穷 远 处 的 
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缘故 。 因 此 ,必须 将 电势 参考 点 选 在 有 限 远 处 , 则 有 


$= L L +C 
2ле r 
其 中 ,C' 是 与 电势 参考 点 有 关 的 一 个 常数 。 如 令 r=a 时 ,$ 二 0, 得 
£” == j E 
2те а 


Ф O j S 或 $ E pasa 
2reo 


2ле r 
式 中 ,C( 或 a) 是 与 电势 参考 点 有 关 的 男 一 常数 。 
如 果 对 式 (2-46) 求 工 一 c 的 极限 , 则 得 
Е= 02 
2пєуғ 
这 个 与 无 限 长 带电 直 导 线 直接 利用 高 斯 定理 求解 的 结果 完全 一 致 。 
当然 也 可 以 利用 上 述 简 化 后 的 电势 表达 式 进 行 求解 ,由 此 可 以 求 得 场 点 已 处 的 电场 强 
度 为 
E =— V$ = m= 
这 几 个 结论 是 自 洽 的 ,证 明 此 题 的 求解 过 程 完 全 正确 。 
上 述 无 限 长 直线 电荷 的 场 非常 具有 代表 性 。 由 此 例 可 见 ,有 限 场 源 的 电势 参考 点 选 在 
无 限 远 处 是 方便 的 ,而 无 限 场 源 的 电势 参考 点 需要 选 在 有 限 远 处 。 另 外 ,此 例题 还 得 出 了 无 
限 长 均匀 直线 电荷 在 线 外 任 一 点 的 电势 , 即 


$ 一 一 -和 _lnr 十 C (2-47) 
2reo 


2.3.3 SAE 


由 于 电势 是 空间 位 置 的 函数 , 故 将 各 等 电势 点 连接 起 来 可 构成 电势 相等 的 面 , 称 为 等 势 
面 。 因 为 电荷 在 等 势 面 上 移动 不 需 做 功 ,所 以 电力 线 和 等 势 面 必定 互相 垂直 (或 这 样 理解 
电场 强度 是 电势 的 负 梯 度 ,梯度 的 方向 必定 垂直 于 等 值 面 ) 。 

于 是 可 得 等 势 面 方程 为 

$(z.y.z) = C( 常 数 ) (2-48) 

式 中 ,C 取 不 同 的 数值 ,可 以 得 到 不 同 的 等 势 面 。 在 二 维 情况 下 ,等 势 面 退化 为 等 势 线 。 图 
2-14 是 利用 MATLAB 软件 绘制 的 两 个 等 量 异 号 电荷 的 电力 线 和 等 势 线 。 其 中 ,围绕 两 个 
点 电荷 的 封闭 曲线 表示 的 是 等 势 线 ,与 其 正 交 的 是 电力 线 。 

在 MATLAB 环境 下 ,可 以 使 用 contour 绘制 二 维 的 等 势 线 。 方 法 大 致 如 下 : 


x=-3:0.01:3;y = x; 名 定义 x\y 的 变化 范围 
[X,Y] = meshgrid(x, y); 多 生成 直角 网 格格 点 数据 

В1 = sqrt((X+1).^2+Y.^2); 名 离 ( 一 1,0) 处 正 电荷 的 距离 
R2=sqrt((X-1).%2+Y."2); 名 离 (1,0) 处 负电 荷 的 距离 
U=1./R1-1./R2; 名 计算 电势 ,忽略 电势 系数 


сопіошг(Х,Ү,0, — 3:0.5:3, 'LineWidth', 2); sg 电势 相同 的 点 , 连 成 等 势 线 
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图 2-14 两 个 等 量 异 号 电荷 的 电力 线 和 等 势 线 


2.3.4 电势 的 微分 方程 


静电 场 的 基本 问题 是 求解 给 定 电荷 分 布下 的 电场 分 布 。 静 电势 的 引入 给 求解 静电 场 带 
来 很 大 的 方便 。 这 可 使 求解 场 矢量 的 微分 方程 化 为 求解 标量 电势 的 微分 方程 ,从 而 使 求解 
场 的 问题 得 到 简化 。 将 式 (2-34) 代 入 式 (2-29) ,得 


уф = Р. (2-49) 


Eo 
这 是 用 电势 表述 的 静电 场 的 基本 方程 , 称 为 电势 的 泊 松 方程 。 在 无 电荷 的 区 域 ,p 二 0, 则 
式 (2-49) 变 为 
vg 一 0 (2-50) 

上 式 称 为 电势 的 拉 普 拉 斯 方程 。 它 是 电势 的 泊 松 方程 所 对 应 的 二 阶 齐 次 微分 方程 。 这 样 ， 
对 于 给 定 电荷 分 布 求解 电场 的 问题 可 归结 为 求解 电势 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 。 求 解 这 两 
个 微分 方程 的 普遍 方法 将 在 第 4 章 中 介绍 。 应 该 指出 ,不 同 电荷 分 布 时 的 电势 表达 式 (2-38)、 
式 (2-40)、 式 (2-42) 一 式 (2-44) 是 相应 电荷 分 布下 电势 的 泊 松 方程 的 特 解 。 

以 点 电荷 的 表达 式 (2-38) 为 例 ,该 电势 分 布 一 定 满足 泊 松 方程 式 (2-49)。 考 虑 到 点 电 
荷 的 密度 函数 表达 式 , 有 


v$ = w 9 =— Qarr) (2-51) 
化 简 , 有 
t ЖЕ А 
Vi = 4900) (2-52) 


对 其 他 电荷 分 布 ,也 有 类 似 的 结论 。 


重点 提醒 : 初学 者 容 易 将 式 (2-49) 右 侧 的 密度 函数 直接 写成 Q, 这 个 是 不 正确 的 。 点 电 
荷 的 密度 是 空间 位 置 的 函数 ,而 直接 写成 О 表示 是 常数 函数 , 指 空间 任何 位 置 都 有 电荷 
量 Q 存 在 ,显然 与 实际 不 符 。 大 家 应 结合 前 面 的 章节 仔细 体会 其 中 的 差别 。 
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2.4 电 偶 极 子 


2.4.1 电 偶 极 子 的 电场 

两 个 等 值 异 号 的 电荷 ,其 间距 / 远 小 于 它们 到 场 点 的 距离 ,这 样 的 电荷 系统 称 为 电 偶 极 
子 , 简 称 偶 极 子 ,如 图 2-15 所 示 。 在 球 坐标 系 中 , 设 电 偶 极 子 的 
中 心 到 远 处 任 一 点 的 距离 为 >, 则 电 偶 极 子 的 两 异 号 电荷 在 场 
点 卫 处 的 电势 即 电 偶 极 势 为 


š Q G 1 ) Q r-—r+ 
Anea (r+ r- dneo r4 r- 


2 4 2 } 
式 中 ,r+ [> L ( ; ) rtcos0] "=, [+ 在 ! cos0] r- = 


图 2-15 BARET 


[еч (5 ) | rleos0] = ры. 
由 于 1&r, 应 用 牛顿 二 项 式 定理 , 即 当 |z|<<1 时 , Har) ~l Har, ЖЖЖ Ж ЭИ 


小 项 ,得 r+ sr 一 Ж oira Асов, r-r? ,r_ 一 r+ #=lcos0, T R: 


2 
$ = cos (2-53) 
dneor 
男 一 方面 ,也 可 以 从 图 形 上 来 计算 。 以 PP 为 圆心 ,以 PQ 的 长 度 为 半径 画 弧 , 交 OP 于 
Q. BAF P 点 距离 原点 非常 远 ,因此 等 腰 三 角形 的 顶 角 QPQ' 非 常 小 ,几乎 为 零 ,而 其 两 个 


底 角 近 似 为 直角 。 于 是 , 易 得 н т соз 同 理 , 可 以 得 到 一 ~rt L cosh, 同样 ,可 得 
到 式 (2-53) 的 结论 。 


答疑 解 惑 : 读者 可 能 会 对 采用 上 述 近 似 计算 感到 头疼 : 明明 可 以 得 到 精确 的 结果 ,为 什 
么 非 要 进行 近似 计算 呢 ? 确实 ,完全 可 以 将 r, г 的 精确 表达 式 代入 ,从 而 得 到 电势 的 
严格 表达 形式 。 但 如 果 再 深入 一 步 , 利 用 这 个 精确 的 表达 式 计 算 电场 强度 就 会 发 现 , 电 
场 强 度 的 表达 式 相当 烦 融 , 从 中 几乎 看 不 出 任何 物理 规律 。 换 句 话 说 ,这 个 精确 的 结果 ， 
对 于 分 析 、 理 解 问题 几乎 是 没有 帮助 的 ! 因此 ,为 了 得 到 物理 图 像 更 加 清晰 的 表达 式 , 对 
上 述 公式 进行 近似 分 析 是 必要 的 ; 事实 上 ,由 于 场 点 也 到 电 偶 极 子 中 心 的 距离 远 远 大 于 
其 长 度 ,近似 分 析 有 严格 的 数学 基础 ,理论 上 也 是 可 行 的 ; 再 进一步 ,完全 精确 的 结果 ， 
对 于 实际 应 用 未 必 更 好 ,由 于 测量 设备 的 误差 等 因素 ,严格 精确 的 结果 也 是 不 存在 的 。 
因此 ,在 实际 生活 中 ,尤其 是 在 工程 应 用 中 ,进行 近似 计算 具有 重要 的 作用 ! 读者 在 后 续 
章节 还 会 看 到 类 似 的 处 理 手 法 。 


可 见 , 电 偶 极 势 与 单个 电荷 的 电势 不 同 , 它 与 乘积 QI 成 正比 ,而 与 距离 的 平方 (x?) 成 反 

比 , 且 与 极 角 0 有关 。 因 此 ,引入 一 个 矢量 
р = О! (2-54) 
FA на. (B ИО B ЖН. ,简称 电 偶 极 矩 或 偶 极 和 矩 。 式 中 ,1 是 由 一 Q 指向 十 Q 的 两 电荷 间 的 距 
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离 矢 量 。 于 是 式 (2-53) 可 写 为 
рсоѕӣ p'e, per x 
$ dAneor’ dneor’ dneor’ (2-55) 
因此 , 电 偶 极 子 在 场 点 的 电场 强度 可 表示 为 


9 


9 


E w к I 0 әй 
= _——Ё__(2созбе, 十 sinbeo) (2-56) 
Aner? 


可 见 电 偶 极 子 在 远 处 的 场 强 正比 于 其 偶 极 矩 ,反比 于 距离 (~) 的 立方 , 且 与 极 角 0 有 关 , 而 与 
У Ф ER. 


当 电 偶 极 子 位 于 空间 任意 一 点 而 非 原 点 时 ,仿照 式 (2-55) ,可 以 得 到 
= рК Е 
$= Ina R: (2-57) 


读者 可 以 结合 距离 矢量 的 定义 理解 上 述 表 达 式 。 类 似 地 ,也 可 以 得 到 电场 强度 的 表达 
式 。 图 2-16 示 出 了 电 偶 极 子 的 电力 线 ( 实 线 ) 与 等 势 线 ( 虚 线 ) ,其 电场 是 轴 对 称 场 , 将 此 图 
绕 电 偶 极 子 的 轴线 旋转 , 便 得 到 电 偶 极 子 在 整个 空间 的 场 图 。 


2.4.2 均匀 外 电场 对 电 偶 极 子 的 作用 


处 于 均匀 外 电场 中 的 电 偶 极 子 , 由 于 组 成 它 的 两 个 电荷 等 值 异 号 , 故 它 们 所 受 的 电场 力 
等 值 而 反 向 。 但 两 力 不 在 同一 条 直线 上 ,如 图 2-17 所 示 。 因 此 , 电 偶 极 子 将 受到 一 个 力矩 
( 转 矩 ) 的 作用 而 转动 ,此 力矩 为 
1 
2 


пу, JM ТЖЕ B 488 Y ПУН р 转向 外 电场 EE 的 方向 。 


F хв [ z Jx F- О1ХЕ=рхЕ (2-58) 


图 2-16 电 偶 极 子 的 电力 线 与 等 势 线 图 2-17 外 电场 对 电 偶 极 子 的 作用 力矩 


2.5 电介质 的 极 化 和 电位 移 矢 量 


前 面 章节 在 处 理 静 电场 的 问题 时 ,都 是 在 真空 中 进行 的 ,未 免 有 点 理想 化 。 因 为 实际 环 
境 中 一 定 会 有 材料 存在 。 那 么 ,它们 在 静电 场 的 作用 下 ,会 有 什么 特殊 的 情况 出 现 呢 ? 介质 
中 的 电场 性 质 与 真空 中 又 有 什么 差别 呢 ? 本 节 将 会 说 明 这 个 问题 。 
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2.5.1 电介质 的 极 化 和 电极 化 强度 


电介质 简称 介质 ,又 叫绝 缘 体 。 因 为 组 成 介质 分 子 中 的 原子 核 和 其 周围 的 电子 云 之 间 
有 很 强 的 作用 力 , 因 而 所 有 电子 都 是 被 束缚 的 , 故 介质 内 部 没有 自由 电荷 。 在 外 电场 的 作用 
下 ,介质 中 的 正 、 负 电荷 朝 相 反 的 方向 发 生 微小 的 位 移 ,从 而 产生 偶 极 矩 ,这 种 现象 称 为 介质 
的 极 化 。 

介质 的 极 化 有 三 种 不 同 的 情形 。 第 一 种 是 介质 中 的 原子 核 和 其 周围 的 电子 云 在 外 电场 
的 作用 下 朝 相 反 的 方向 移动 ,而 使 原子 核 偏离 电子 云 的 中 心 , 从 而 产生 偶 极 矩 ,这 称 为 电子 
极 化 (或 感 生 极 化 ) 。 第 二 种 是 某 些 介 质 的 分 子 具 有 固有 偶 极 矩 , 正 常情 况 下 ,由 于 它们 在 各 
个 方向 都 有 排列 而 使 宏观 的 电 偶 极 矩 为 零 。 在 外 电场 的 作用 下 ,由 于 受到 力矩 的 作用 ,分 子 
固有 偶 极 矩 转 向 外 电场 的 方向 ,而 分 子 的 无 规则 热 运动 则 又 破坏 偶 极 矩 的 这 种 取向 ,从 而 建 
立 一 种 极 化 的 平衡 ,于 是 得 到 一 个 平均 的 净 取 向 作用 ,这 称 为 取向 极 化 。 第 三 种 是 介质 的 分 
子 由 带 相 反 电荷 的 离子 组 成 ,在 外 电场 的 作用 下 , 正 、 负 离子 从 其 平 衔 位 置 发 生 位 移 , 这 称 为 
离子 极 化 。 

介质 的 分 子 按 有 无 固有 偶 极 矩 可 分 为 有 极 分 子 和 无 极 分 子 两 类 。 对 由 单 原 子 构成 分 子 
的 电介质 只 有 电子 极 化 。 所 有 化 合 物 (包括 有 极 分 子 和 无 极 分 子 ) 都 存在 离子 极 化 和 电子 极 
化 ,其 中 由 有 极 分 子 组 成 的 化 合 物 同时 存在 三 种 极 化 现象 。 

电介质 极 化 的 程度 用 电极 化 强度 矢量 己 来 表征 ,其 值 是 单位 体积 的 电 偶 极 矩 。 它 是 一 
个 宏观 量 , 即 电 撼 体 密 度 ,简称 极 化 强度 。 如 果 设 n 是 单位 体积 的 分 子 数 ,而 p 是 每 个 分 子 
的 平均 偶 极 矩 , 若 体积 元 AV 中 的 分 子 数 即 偶 极 矩 的 个 数 为 N , 则 电极 化 强度 为 


пр (2-59) 


对 于 绝 大 多 数 电介质 ,在 外 加 电场 较 小 的 情况 下 ,理论 和 实验 表明 , 极 化 强度 和 介质 中 

的 总 电场 之 间 存 在 着 线性 关系 ,可 表示 为 

P = ХЕ (2-60) 
式 中 ,X. 称 为 介质 的 电极 化 率 。 对 于 均匀 线性、 各 向 同性 的 介质 , 它 是 一 个 与 位 置 (坐标 )、 
场 强 大 小 及 其 方向 无 关 的 常数 , 即 忆 与 已 同方 向 且 成 正比 关系 。 若 六 与 位 置 有 关 , 则 介质 
为 非 均匀 的 ; # X. 与 电场 强度 有 关 , 则 介质 为 非 线性 ; 若 X. 与 空间 方向 有 关 , 则 P 与 E 一 
般 不 同方 向 ,这 类 介质 称 为 各 向 异性 介质 。 

在 很 强 的 电场 下 ,介质 分 子 中 的 束缚 电子 可 能 被 从 原子 中 拉 出 而 成 为 自由 电子 ,于 是 电 
介质 变 成 导电 材料 ,其 绝缘 性 能 被 破坏 ,这 种 现象 称 为 电介质 的 击 穿 。 电 介质 所 能 承受 的 不 
被 击 穿 的 最 大 电场 强度 , 称 为 电介质 的 击 穿 强度 ,也 称 为 电介质 强度 。 一 般 固 体 电 介质 强度 
300. 052. 4) X108V/m。 空 气 的 击 穿 强 度 为 E... =3>x 105 V/m. 

介质 极 化 后 ,去 掉 外 电场 仍 具 有 剩余 极 化 的 介质 称 为 永 电 体 , 即 长 久 地 驻 留 着 极 化 的 电 
介 体 ,习惯 上 称 为 驻 极 体 。 用 加 热 . 光 照 `X 射线 或 y 射线 辐射 .电子 万 击 ` 放 电 、 加 磁场 等 方 
法 可 将 某 些 介质 制 成 驻 极 体 。 它 具有 静电 、 压 电 \ 热 电 三 种 效应 ,可 用 于 传声器 、 拾 音 器 、 扬 
声 器 .静电 复印 .静电 记录 (传真 ) .空气 过 滤器 .小 型 发 动机 、 机 电 或 压 电 换 能 器 和 热电 检测 
器 等 。 
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2.5.2 束缚 电荷 


正常 情况 下 ,介质 是 电 中 人 性 的 ,介质 的 各 个 部 分 都 不 带 净 电 荷 。 介 质 极 化 后 ,介质 分 子 
中 的 正 、 负 电荷 分 离 ,微观 上 出 现 了 很 多 电 偶 极 子 。 于 是 在 介质 内 部 及 其 表面 上 的 电 中 性 被 
打破 ,局 部 出 现 了 净 电 荷 。 这 些 电 和 荷 不 能 够 自由 移 
动 , 因 此 称 为 束缚 电荷 。 为 了 计算 束缚 电荷 的 分 布 ， 
考虑 电子 极 化 的 简单 情况 ,在 介质 中 取 一 个 体积 元 
dV 二 I，dS'( 见 图 2-18) ,其 中 了 是 正 负电 荷 间 的 相 
对 位 移 矢 量 , 并 设 单位 体积 的 分 子 数 为 2。 为 计算 方 
便 , 假 设 负 电荷 固定 ,在 外 加 电场 的 作用 下 , 正 电 荷 定 ”图 2-18 计算 穿 出 面 元 的 束缚 电荷 
向 移动 了 的 距离 。 则 介质 极 化 后 穿 出 面 元 dS 的 电荷 
її dQ 就 正好 是 该 体积 元 dV“ 内 的 正 电荷 量 , 即 

dQ = nQ,dV” = nQ,! + dS’ = np • dS' = P + 15' 

其 中 ,Q 是 每 个 分 子 的 正 电荷 量 。 如 果 面 元 矢量 dS' 二 ndS' 是 在 介质 的 表面 上 ,n 是 表面 外 
法 线 方向 上 的 单位 矢量 , 则 这 些 电 荷 就 聚集 在 一 个 厚度 (1。 n) 和 分 子 大 小 相近 的 薄 层 中 ， 
无 法 从 介质 表面 逃脱 出 去 ,它们 可 当 作 束缚 面 电荷 分 布 ,密度 为 


рь = #8 = Р.п (2-61) 
Mm E ЛАРА А — SAA ha 57 HARKER У'. MUJ EIB ZD S 的 束缚 
电荷 为 P 。，dS', 而 遗留 在 V' 内 的 束缚 电荷 必定 是 -$ P .4dS'。 若 以 m KIRIP R 
缚 电荷 密度 , 则 有 
-$ р 48' = | ear 
应 用 高 斯 散 度 定理 可 得 
-| у. Pav’ = f aav 
H FERRIN rB AE EE V ЖЫЙ y ИЧ 
a=- Р (2-62) 


式 (2-61) 与 式 (2-62) 分 别 表 示 出 了 束缚 电荷 面 密度 pos、 束缚 电荷 密度 m 与 电极 化 强 
度 书 之 间 的 关系 ,它们 和 式 (2-60) 表 明了 介质 的 极 化 规律 。 


2.5.3 电位 移 矢 量 和 介质 中 的 高 斯 定理 


介质 极 化 后 产生 束缚 电荷 ,而 束缚 电荷 又 激发 自己 的 电场 ,和 琶 加 在 外 电场 上 ,并 改变 外 
加 电场 的 分 布 。 最 终 总 电场 应 该 是 这 两 个 场 的 琶 加 。 因 此 ,一 般 情 况 下 ,产生 电场 的 电荷 密 
度 应 包括 自由 电荷 密度 p 和 束缚 电荷 密度 ps, 于 是 高 斯 定理 的 微分 形式 应 写 为 


pto 


v. E = Ë (2-63) 


Eo 
将 式 (2-62) 代 入 式 (2-63) ,得 
У: (6Е+Р) = p (2-64) 
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这 表明 矢量 (eoE 十 P) 的 散 度 仅 决定 于 自由 电荷 密度 p。 为 避免 计算 P 的 麻烦 ,可 引入 一 个 
辅助 矢量 D, 称 为 电位 移 矢 量 或 电 通 密度 矢量 .定义 为 


0 =е6Е+Р (2-65) 
于 是 , 式 (2-64) 可 写 为 
V-D=p (2-66) 
这 就 是 介质 中 高 斯 定理 的 微分 形式 。 利 用 高 斯 散 度 定理 ,可 得 其 对 应 的 积分 形式 为 
$p.as=Q (2-67) 


式 中 ,Q 是 闭合 面 S 所 包围 的 总 自由 电荷 量 ( 代 数 和 )。 介 质 中 的 高 斯 定理 表明 ,从 任 一 闭 
合 面 穿 出 的 电位 移 通 量 ( 即 电 通 量 ) 等 于 该 面 内 的 自由 电荷 量 。 自 由 电荷 是 电位 移 矢量 也 
的 源 。 这 样 ,在 介质 中 用 电位 移 矢 量 D 进行 计算 ,可 不 再 考虑 束缚 电荷 和 极 化 强度 ,从 而 简 


化 了 计算 。 
对 于 均匀 线性、 各 向 同性 的 电介质 ,由 式 (2-60) 和 式 (2-65), 电 位移 矢量 可 表示 为 
D = єЕ (2-68) 
式 中 ， 
E = єє, = Eo (1 + X.) (2-69) 
称 为 介质 的 介 电 常 数 (电容 率 ) 。 而 
«= = 1+2, (2-70) 


KAMERAN ERA. АХ 0.6, = 1, WF CX У0 е, L ЕДА 
є,2>1, 2002-60) 52002-68) п] {9 


Р = (e—e)E =p =—1 Co- 
将 上 式 两 边 取 散 度 ,考虑 到 式 (2-66) ,得 
v p= 6 v. p= ep 
考虑 到 式 (2-62), 则 有 
— lp (2-72) 


Er 
可 见 , 束 缚 电荷 密度 o, 与 自由 电荷 密度 o 符号 相反 且 同 时 存在 。 由 式 (2-62) 可 知 ,在 
均匀 极 化 时 ,ps 一 0。 不 难 理解 ,在 介质 和 导体 的 分 界面 处 ,介质 中 的 束缚 电荷 面 密度 os 与 
导体 表面 的 自由 电荷 面 密度 ps 之 间 也 有 类 似 关 系 。 
例 2.5 有 两 块 面积 很 大 的 平行 导体 板 , 板 间距 离 为 [4 
did 远 小 于 平板 的 长 和 宽 ) , 接 于 电压 为 U 的 直流 电源 上 


Ps 
充电 后 再 断 开 电源 ,然后 在 两 极 板 间 放 和 一块 与 极 板 面积 == — 
相同 且 厚 度 为 d、 介 电 常 数 为 。 的 均匀 介质 板 ,如 图 2-19 а F 1%, 
-Ps 


(1) 放 入 介质 板 前 后 平行 板 间 的 电场 强度 及 自由 电 
荷 与 束缚 电荷 的 面 密度 ; 
(2) 若 电源 不 断 开 ,对 放 和 介质 板 后 的 情况 重新 进 图 2-19 平行 板 电容 器 
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行 计算 ,并 讨论 平行 板 电容 器 的 电容 。 
解 (1) 未 放 和 人 介质 板 前 ,两 极 板 间 的 介质 为 空气 ,ss*eo ,两 极 板 间 的 电场 强度 为 匀 强 


H.E, = | E, | =, 自 上 而 下 ,而 电容 器 外 部 电场 为 零 。 跨 过 极 板 做 一 个 底面 为 
S, 的 圆柱 形 高 斯 面 , 由 高 斯 定理 可 得 

фе + dS = Е,5, = Q 

5 €o 


其 中 ,Q, ЭШ S, 上 的 自由 电荷 。 由 上 式 可 以 求 得 极 板 上 的 自由 电荷 面 密度 为 
Q. 


ps = È = aE = e D 
° 


а 
放 和 介质 板 后 ,电容 器 中 匀 强 电场 的 性 质 没 有 改变 ,外 部 电场 依然 为 零 。 因 充电 后 已 断 开 电 
源 , 所 以 极 板 上 的 自由 电荷 面 密度 ps 保持 不 变 。 对 于 均匀 极 化 的 情况 ,mw 一 0, 故 在 上 述 高 
斯 面 上 应 用 介质 中 的 高 斯 定理 得 


$D -aS = 05, =Q 


于 是 њ=Ф=р 
因此 ,介质 中 的 电场 强度 为 


D ps € Eo Eo 或 E= U 
G є E Er ed 

Е, 的 方向 仍 是 自 上 而 下 ,但 其 值 为 未 放 入 介质 板 前 的 场 强 Eo 的 1/s:。 这 是 由 于 在 介 
质 板 两 表面 上 出 现 了 与 自由 面 电荷 异 号 的 束缚 面 电荷 ,因此 ,介质 中 的 电场 被 削弱 了 。 介 质 
板 的 上 表面 处 的 束缚 电荷 面 密度 为 

рь = P * n F Х,є Ea (е, — 1)eo B = bs 

这 里 需要 注意 : HRR A {РГ ЕП ,法 线 方向 是 从 介质 内 向 外 看 的 外 法 线 方向 , 竖 直 向 
上 ; 其 正好 与 电场 强度 的 方向 相反 ( 竖 直 向 下 , 且 与 极 化 强度 方向 一 致 ) , 故 上 式 中 有 一 负 号 
出 现 。 或 可 写 为 


E, 


Ж g є—& U 
Psb Ра eo E d 
可 见 ,束缚 电荷 面 密 度 os 与 自由 电荷 面 密度 ps 之 间 也 有 与 式 (2-72) 的 类 似 关系 。 
(2) 如 果 电 源 不 断 开 , 则 放 和 介质 板 后 的 场 强 为 


二 
E= 4 Eo 
介质 板 的 上 表面 上 的 束缚 电荷 面 密度 为 
о P'en P” Х.Е, (е, — 1) E (e 一 so) 


上 极 板 上 的 自由 电荷 面 密度 则 为 


, ж.о. eë U ë 
ps B= r q rs 


可 见 , 在 电压 U 一 定时 ,电介质 能 够 使 极 板 上 的 自由 电荷 增加 ,因而 增 大 了 电容 , 即 
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U U а 
其 中 ,S 是 极 板 的 面积 。 因 此 ,电介质 使 平行 板 的 电容 增加 了 е, 倍 。 测 量 电 容器 有 无 电 介 
质 时 的 电容 ,可 获得 介质 相对 介 电 常数 e, 的 值 。 

例 2.6 已 知 无 限 长 同 轴线 的 内 外 导体 间 充 满 介 电 常 数 为 s 的 介质 ,内 导体 的 半径 为 
,外 导体 的 内 半径 为 о ,二 者 之 间 的 电压 为 U, 并 设 外 导体 接 
地 ,如 图 2-20 所 示 。 试 求 同 轴线 内 的 电场 强度 。 

解 ” 同 轴线 可 视 为 圆柱 电容 器 ,内 外 导体 分 别 带 等 值 而 
异 号 的 电荷 , 且 均 匀 地 分 布 在 内 导体 的 外 表面 和 外 导体 的 内 
表面 上 。 采 用 圆柱 坐标 系 ,并 使 x 轴 与 同 轴线 的 轴 相 合 。 由 
于 对 称 的 缘故 , 同 轴线 介质 中 的 电场 Eu 只 与 坐标 + 有关 。 设 
同 轴线 内 导体 单位 长 度 上 的 电量 为 Qu ,在 介质 中 作 一 个 以 > 
MAMA 为 半径 的 单位 长 闭合 圆柱 面 ,根据 高斯 定理 可 得 yg。 计算 同 轴线 的 电场 

$p + dS = D。2rr = 2rrsEd = Qo 


_ 


= е 
2rer 


С 


故 E, 


r 


зи = |", -dr = 9 f" 9 Qen, Q, = 20, 
п 1 


2те) r 


E, = U e, 


Ж 
rln 2 
n 


在 内 导体 与 外 导体 金属 内 部 或 外 导体 以 外 的 区 域 ,由 于 闭合 圆柱 面 所 包围 的 总 电荷 为 
零 , 因 而 没有 场 。 因 此 , 同 轴线 中 的 场 只 分 布 于 内 外 导体 间 的 介质 中 。 


2.5.4 介质 中 静电 场 的 基本 方程 


由 于 束缚 电荷 的 电场 也 是 无 旋 的 , 故 介质 中 的 静电 场 仍 是 无 旋 场 , 即 为 势 场 。 因 此 , 表 
述 介质 中 的 高 斯 定理 和 静电 场 的 无 旋 性 的 两 个 方程 再 加 上 辅助 方程 D=eE , 便 构 成 介质 中 
静电 场 的 基本 方程 , 即 


积分 形式 微分 形式 
фра = У. р = р 


фе -а=0 УХЕ = 0 (2-73) 
i 


D = Е D =E 
介质 中 的 静电 场 也 是 由 自由 电荷 引起 的 ,但 考虑 到 介质 极 化 时 所 产生 的 束缚 电荷 的 附 
加 作用 ,同样 多 的 自由 电荷 在 介质 中 所 产生 的 场 强 比 真空 中 要 小 。 和 真空 中 的 情形 一 样 , 介 
质 中 的 静电 场 也 是 有 源 无 旋 场 。 
同样 引入 电势 $, 介 质 中 的 电场 强度 可 表示 为 
E =— V$ (2-74) 
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将 上 式 代 入 式 (2-66) ,可 得 在 无 界 ,均匀 、 线 性 、 各 向 同性 的 介质 中 电势 的 泊 松 方程 , 即 
үф = 2. (2-75) 
Е 
在 无 自由 电荷 分 布 的 区 域 ,p= 二 0, 电 势 仍 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
V$=0 (2-76) 


在 无 界 、 均 匀 、 线 性 与 各 向 同性 的 介质 中 ,点 电荷 、 电 蓓 群 以 及 连续 分 布 的 电荷 在 场 内 任 一 点 
的 电势 分 别 为 


E = 2 Ea Ы 
Ф(2,у2) = TR (2-77) 
N N 
| 1 9, 1 Q: Т 
多 (zyyz) 02 R reo ET] (2-78) 
= | 1 
$(z,y,z) = 21Р (2-79) 


式 中 ,dQ 在 连续 的 电荷 作 体 分 布 ТАТ 2 ЖИЫ], 2} ЖУ рау” ,osdS' 或 ord/; 相应 地 ， 
积分 是 在 空间 体积 ` 空 间 曲 面 或 曲线 上 进行 。 

同样 地 ,介质 中 的 库仑 定律 和 电场 强度 公式 ,只 要 将 真空 中 相应 公式 中 的 介 电 常 数 eo 
换 为 s 即 可 ,这 实际 上 是 考虑 了 介质 中 束缚 电荷 的 附加 作用 。 反 之 ,将 介质 中 场 和 势 的 公式 
中 的 s 换 为 seo, 各 公式 又 退化 为 真空 中 的 相应 公式 。 


"2.5.5 极 化 相 消 的 隐形 机 理 


由 前 面 章 节 的 论述 过 程 可 知 , 当 介质 放 和 外 加 电场 中 的 时 候 ,介质 会 被 外 加 电场 极 化 ， 
产生 束缚 电荷 。 这 些 束 缚 电荷 也 会 产生 二 次 电场 ,从 而 对 初始 场 产 生 扰 动 ,改变 初始 电场 的 
分 布 。 最 终 ,总 的 电场 是 由 外 加 电场 和 二 次 电场 释 加 确定 的 。 介 质 极 化 时 , 极 化 的 强 弱 由 电 
极 化 强度 P 所 表征 。 正 常情 况 下 ,P 与 同方 向 ,如 图 2-21(a) 所 示 。 如 果 在 物体 外 围 包 
庄 一 层 新 型 材料 ,这 种 材料 在 电场 中 也 会 被 极 化 ,但 是 极 化 强度 方向 与 外 加 电场 相反 ,如 
图 2-21(b) 所 示 。 那 么 ,将 此 复合 结构 放 入 外 加 电场 中 时 ,结构 整体 的 电极 化 强度 有 可 能 因 
为 物体 和 包 层 的 不 同 特性 而 抵消 。 换 句 话 说 ,此 结构 对 外 加 电场 无 扰动 或 者 扰动 很 小 ,从 而 
在 外 部 无 法 探测 出 物体 的 存在 , 即 物体 被 “隐形 ”了 。 这 就 是 极 化 相 消 的 隐形 机 理 。 


е | 
(а) 材料 被 外 加 电场 极 化 (b) 极 化 相 消 
2-21 极 化 相 消 的 隐形 机 理 


仔细 考虑 一 下 ,由 于 P 一 so XE 二 eo le: 一 1)E, 因 此 ,上 述 极 化 相 消 要 求 包 层 材料 的 介 电 
常数 要 小 于 真空 ,甚至 为 负 值 ,在 静态 电场 的 情况 下 是 不 存在 的 。 对 于 静 磁 场 ,可 以 使 用 超 
导 材 料 加 以 实现 (此 时 对 应 的 是 磁 导 率 )。 在 时 变 的 情况 下 ,这 个 要 求 可 以 用 新 型 人 工 电 磁 
材料 得 以 满足 ; 此 外 ,在 光波 段 , 大 多 数 金属 也 具有 负 的 介 电 常数 。 因 此 ,利用 极 化 相 消 实 
现 电 磁 隐形 ,也 是 科学 家 们 努力 研究 的 一 个 重要 课题 ! 
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2.6 静电 场 的 边界 条 件 


前 面 已 经 分 析 了 真空 中 的 场 、 介 质 中 的 场 , 本 节 研 究 两 种 媒质 分 界面 上 的 场 的 性 质 。 在 
两 种 媒质 内 部 ,各 自满 足 静 电场 基本 方程 的 微分 形式 ; 但 在 分 界面 上 ,因为 兼 具 二 者 的 特 
性 ,所 以 必须 单独 进行 分 析 , 建 立 起 场 量 之 间 的 联系 ,这 就 是 所 谓 的 边界 条 件 , 有 时 候 也 称 为 
衔接 条 件 。 所 以 ,静电 场 的 边界 条 件 ,实质 上 就 是 静电 场 的 方程 在 媒质 分 界面 上 的 体现 。 可 
以 通过 场 的 积分 方程 来 进行 推导 求证 。 首 先 推导 最 一 般 情况 下 的 边界 条 件 , 然 后 通过 演绎 
的 方法 ,将 媒质 特殊 化 ,得 到 特定 情况 下 的 边界 条 件 。 


2.6.1 两 种 媒质 间 静 电场 的 边界 条 件 


在 两 种 不 同 媒质 的 分 界面 上 , 取 一 横 跨 分 界面 的 无 限 薄 的 扁平 小 圆柱 闭合 面 ,其 上 下 两 
底面 分 别 位 于 分 界面 两 侧 且 与 分 界面 平行 , 柱 高 h 为 无 穷 小 量 ,如 图 2-22 所 示 。 设 分 界面 
的 正法 线 方向 是 由 媒质 2 指向 媒质 1。 若 底面 积 AS 很 小 ,可 认为 底面 上 的 场 量 是 均匀 的 。 
应 用 高 斯 定理 于 该 圆柱 闭合 面 ,考虑 到 其 侧面 积 为 无 穷 小 , 且 其 体积 ЛУ =лА5->0, AV 
内 的 电荷 pAV 一 0。 如 果 在 分 界面 上 存在 自由 电荷 面 密 度 os , 则 有 

Pp.ds= Das— Dan AS = psAS 


Din = Dan = Ps 
| (2-80) 


п, (D, — D: )= ps 
式 中 ,n 是 分 界面 的 正法 线 方向 上 的 单位 矢量 ,从 媒质 2 指向 媒质 1。 由 此 可 见 ,在 任 一 带电 
的 分 界面 两 侧 , 电 位 移 矢 量 的 法 向 分 量 不 连续 ,其 突变 量 为 os 。 


图 2-22 求 边界 面 上 р, 的 边界 条 件 


将 式 (2-68) 和 式 (2-74) 代 入 上 式 , 则 式 (2-80) 可 用 电势 表示 为 


二 (2-81) 


дп дп 
其 中 ,n 是 边界 面 法 向 上 的 坐标 变量 。 
如 果 在 两 种 不 同 媒质 的 分 界面 上 取 一 无 限 窜 的 小 矩形 闭合 回路 ,其 两 长 边 AL 分 别 位 于 
分 界面 两 侧 且 与 分 界面 平行 ,另外 两 窗 边 的 长 度 d 为 无 穷 小 量 , 如 图 2-23 所 示 。 由 于 静电 
场 沿 任 一 闭合 回路 的 线 积 分 为 零 , 上 且 AL 很 小 ,可 认为 场 量 在 其 范围 内 近似 不 变 , 并 考虑 到 
d~0, 故 有 


фе * dl = Е.А — ЕМ = 0 
1 
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En = En 
| (2-82) 


n X E, = n X E; 


n} 
E, 


Е 2-23 求 边界 面 上 E, 的 边界 条 件 


这 表明 在 分 界面 两 侧 ,电场 强度 的 切 向 分 量 总 是 连续 的 。 应 用 式 (2-74), 则 式 (2-82) 可 用 
电势 表示 为 

# = ф (2-83) 

因此 ,在 两 种 不 同 媒质 的 分 界面 两 侧 电 势必 须 是 连续 的 ,和 否则 场 强 将 为 无 穷 大 ,显然 这 
是 不 可 能 的 。 


重点 提醒 : 边界 条 件 的 表示 方法 ,有 上 述 三 种 ,在 具体 使 用 的 时 候 ,根据 情况 灵活 掌握 。 
如 果 是 通过 求解 电势 再 得 到 电场 分 布 ,如 本 书 中 第 4 章 所 讲 部 分 , 则 用 电势 的 表述 方法 
最 为 方便 ; 如 果 直 接 求 解 电场 强度 或 电位 移 矢量 , 则 用 前 面 两 种 比较 方便 。 采 用 矢量 表 
述 的 优点 是 能 够 同时 考虑 大 小 和 方向 ,可 以 有 效 避 免 一 些 错 误 , 如 计算 所 得 的 电荷 面 密 
度 差 一 个 负 号 等 。 此 外 ,在 实际 应 用 中 ,一 般 总 是 选择 合适 的 坐标 系 , 使 得 某 个 坐标 平面 
与 媒质 分 界面 重合 ,因此 ,在 确定 了 坐标 系 之 后 ,表达 式 中 的 法 向 和 切 向 和 失 量 一 般 是 确 
定 的 。 


2.6.2 两 种 介质 间 静 电场 的 边界 条 件 


在 两 种 不 同 介质 的 分 界面 上 ,通常 没有 自由 面 电荷 , 即 cs 二 0, 由 式 (2-80) 一 式 (2-83)， 
则 有 


Di = Da 

m= (Di =D:)=0 (2-84) 
дф __ дф 

bm “ай 

E, = Ex. 

n X E, = n X E, (2-85) 

Ф = Ф 


可 见 ,在 分 界面 两 侧 电位 移 的 法 向 分 量 和 电场 强度 的 切 向 分 量 都 是 连续 的 。 但 场 强 的 
法 向 分 量 、 电 位 移 矢量 的 切 向 分 量 却 不 连续 。 
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2.6.3 介质 与 导体 间 静 电场 的 边界 条 件 


在 介质 和 导体 的 分 界面 上 ,考虑 介质 为 材料 1 ,导体 为 材料 2, 由 于 静电 平衡 而 使 导体 内 
部 的 电荷 及 电场 均 为 零 , 故 由 式 (2-80) 一 式 (2-83) 可 得 导体 表面 上 的 边界 条 件 ; 


О, = р 或 n+D=p 或 е5 = р (2-86) 


Е, =0  пхЕ=0 或 #Ф=С (2-87) 
式 中 ,$ 二 C( 常 数 ) 表 明 导 体 表面 是 等 势 面 。 通 常 称 导 体 表 面 为 电 壁 。 由 上 面 两 式 可 知 , 介 
质 中 紧邻 导体 表面 处 的 电场 强度 EE 总 是 与 导体 表面 垂直 的 , 即 


Е = Ln (2-88) 
Е 


其 中 ,n 是 导体 表面 外 法 线 方向 上 的 单位 矢量 。 此 外 ,由 于 导体 中 的 场 量 为 零 , 所 以 上 述 场 
量 并 没有 标注 1 或 者 2( 介 质 或 导体 ) 。 

应 该 指出 , 场 的 边界 条 件 实际 上 是 积分 形式 的 场 方程 在 媒质 分 界面 上 的 等 效 表 示 。 它 
对 于 求解 具有 分 界面 的 实际 电磁 问题 是 很 重要 的 。 

例 2.7 已 知 球形 电容 器 的 内 外 导体 间 充 满 介 电 常 数 为 s 的 介质 ,内 导体 的 半径 为 i， 
外 导体 的 内 半径 为 7,, 二 者 之 间 的 电压 为 口 ,并 设 外 导体 接 
地 ,如 图 2-24 所 示 。 试 求 球形 电容 器 内 介质 中 的 电势 和 电场 
强度 及 球形 电容 器 的 电容 ,并 计算 两 个 导体 极 板 上 的 电荷 
分 布 。 

解 ”采用 球 坐 标 系 , 原 点 与 球形 导体 的 球 心 重合 ,由 于 对 
称 ,球形 电容 器 内 介质 中 的 电势 $ RB ЕНӘ ЛЯ Ж. 
而 与 坐标 90.$ 无 关 。 假 设 内 导体 带 有 的 电荷 总 量 为 Q, 则 外 导 
体 带 有 的 电荷 量 为 一 Q, 且 电力 线 从 内 导体 放射 状 发 出 ,终止 图 2-24 计算 球形 电容 器 内 的 
于 外 导体 内 表面 ,等 势 面 与 其 处 处 正 交 ,为 同心 的 球面 。 采 用 电势 和 场 强 及 其 电容 
介质 中 的 高 斯 定理 , 取 半 径 为 r 的 球面 为 高 斯 面 . 则 有 

4rrzeFE = О 


z。 考 虑 到 电场 强度 的 方向 为 径 向 , 则 有 
Q 


= а. 
4тєг? 


于 是 ,内 外 两 个 导体 之 间 的 电势 差 , 即 电场 强度 沿 任意 一 条 半径 方向 积分 得 
а БЫ”, wW °. Q (1 1 Qr — ғ) 
U [iea f 29е, dre) Í ах ( )= Ба 


Q 


Aner 


ЖИЙ E 


n Алег? 4лє\л r: Aneri r 
由 此 可 以 得 到 电荷 量 与 电势 差 之 间 的 关系 为 
_ 4rerlirzTJ 
== 
所 以 ,电场 强度 的 表达 式 用 两 极 板 之 间 的 电势 差 可 以 表示 为 
Е rrU 
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电容 器 中 任意 一 点 的 电势 函数 ,仍旧 用 电场 强度 沿 半径 方向 的 积分 可 以 表示 为 


š f'e .dl re г пец. яе, - (ауе, ‚ЗЕ ; Ë к. nU (r, —r) 
r P О = rir = 


因此 ,球形 电容 器 的 电容 为 


在 内 导体 表面 =r 处 ,由 边界 条 件 得 


= =р. = 是。 ze u 
Ра = Da ln = D < e, |, = sË * e, | = š nn 


此 处 需要 注意 : 在 内 导体 表面 ,法 线 方向 为 e, ,从 导体 指向 介质 。 而 在 外 导体 内 表面 r= 
处 ,法 线 方向 为 一 e, ,同样 由 边界 条 件 得 
riU 


ps = D, |,-,, = D * C—e,) |,-,, = EE • (— e,) |„ Баната 
如 果 考 虑 内 外 导体 上 的 总 电量 , 则 还 可 以 用 下 面 的 方法 计算 得 到 电荷 密度 分 布 ; 
-Q _ raU _—Q _ r U 
pa 4тгї K (rs —гу)гу” ре Anri (ra —ri)rz 


可 见 , 这 两 者 是 一 致 的 。 


难点 点 拨 : 在 本 题目 中 ,由 于 采用 了 球 坐 标 系 ,因此 导体 和 介质 的 分 界面 可 以 用 7 二 ri 和 
r=r 这 两 个 坐标 平面 来 表示 ; 对 应 的 分 界面 的 法 向 矢量 就 可 以 用 er 表示 , 切 向 矢量 就 
是 球 坐 标 系 下 的 eo 和 e。。 题 目 中 容易 出 错 的 是 外 导体 内 表面 的 电荷 面 密度 经 常 漏 掉 一 
个 负 号 ,这 是 由 于 没有 分 清楚 法 线 的 正方 向 造成 的 。 此 外 ,边界 条 件 中 使 用 的 是 边界 处 
的 场 量 ,因此 一 定 要 注意 把 表达 式 中 的 变量 rr 用 7 二 nn 或 7 二 rs 代替 ,这 个 也 是 初学 者 容 
易 忽 略 的 地 方 。 


2.7 电容 


2.7.1 静电 场 中 的 导体 


导体 通常 是 指导 电 体 , 它 是 具有 自由 电荷 的 物体 ,其 导电 的 性 能 用 电导 率 来 表征 。 理 
想 导 体 或 称 完 纯 导 体 的 电导 率 为 一 ce 。 因 为 金属 内 部 具有 大 量 自由 电子 ,所 以 大 多 数 金 
属 都 是 良 导 体 ,其 电导 率 都 很 大 ,例如 紫铜 的 电导 率 c 一 5.8X107S/m', 铁 的 电导 率 о=1Х 
10S/m。 把 一 般 金 属 当 作 理 想 导 体 不 会 带 来 显著 误差 。 酸 、 碱 . 盐 浴 液 `, 水 \ 水 银 等 液体 中 
有 很 多 带电 离子 ,也 具有 导电 性 。 某 些 气 体 也 导电 ,例如 水 银 蒸气 水 汽 等 。 

假设 有 一 电 中 人 性 的 孤立 导体 ,将 其 放 和 人 静电 场 中 。 由 于 电场 的 存在 ,导体 中 的 自由 电荷 
会 受到 库仑 力 的 作用 而 发 生 运动 : 正 电荷 沿 电场 方向 负电 荷 着 电场 方向 往 导 体 表面 运动 ， 
最 终 由 于 表面 的 束缚 而 积聚 在 导体 表面 。 这 些 电荷 称 为 感应 电荷 ,其 作用 是 在 导体 内 部 产 
生 一 个 与 外 电场 大 小 相等 而 方向 相反 的 电场 ,抵消 外 加 电场 的 作用 。 当 达到 稳定 时 ,导体 内 
部 的 合成 电场 为 零 。 此 时 导体 内 电荷 的 宏观 运动 也 就 停止 了 。 导 体内 部 没有 净 电 荷 分 布 ， 
故 电荷 密度 o=0。 电 荷 都 稳定 地 分 布 在 导体 的 表面 上 , 即 具 有 电荷 面 密度 ps 分 布 。 这 就 是 
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静电 平衡 状态 。 

因为 导体 内 部 的 电场 处 处 为 零 , 故 导 体 中 的 电势 处 处 相等 。 因 此 ,导体 在 静电 场 中 是 一 
个 等 势 体 ,导体 表面 是 等 势 面 ,导体 内 既 无 电荷 密度 也 无 电场 强度 。 

与 此 类 似 , 当 导体 带电 时 ,在 静电 平衡 状态 ,电荷 也 只 能 分 布 在 表面 上 ,导体 内 部 的 电场 
强度 为 零 ,导体 依旧 是 一 个 等 势 体 ,表面 是 等 势 面 , 且 电 场 强度 垂直 于 导体 表面 。 


2.7.2 孤立 导体 和 双 导 体 的 电容 


假如 有 一 个 孤立 导体 ,其 带电 量 为 Q。 这 些 电荷 分 布 在 导体 表面 ,并 在 周围 激发 电场 ， 
因此 ,相对 于 无 穷 远 处 ,该 导体 有 一 个 唯一 固定 的 电势 $( 导 体 是 一 个 等 势 体 )。 如 果 其 电量 
加 倍 , 则 导体 表面 电荷 面 密度 也 加 倍 , 根 据 库仑 定律 ,空间 任意 一 点 电场 强度 的 大 小 也 加 倍 ， 
因此 导体 自身 的 电势 也 加 倍 。 或 者 说 ,导体 的 电势 与 其 带电 量 成 正比 。 空 间 一 个 孤立 导体 
的 电容 是 指 它 与 无 穷 远 处 另 一 假想 导体 之 间 的 电容 ,其 值 为 该 导体 所 带 的 电量 Q 与 其 电势 
多 之 比 , 即 


Q 
c== (2-89) 
$ 


一 个 半径 为 a йй. а 8 #=-©—. д. КЕПШЕ ОУ C— Area, ШЖ 


Anea 
将 地 球 视 为 导体 球 ,平均 半径 为 6371. 11km, 则 其 电容 为 700pF。 

如 果 空 间 有 两 个 导体 ,可 考虑 这 两 个 导体 各 自 带 有 等 量 异 号 的 电荷 Q(Q>0) 和 一 Q( 实 
际 应 用 中 ,这 两 个 导体 就 是 电容 器 的 两 个 极 板 。 因 为 与 电源 的 正 负 极 连接 ,所 以 必定 是 等 量 
异 号 ) 。 与 孤立 导体 的 分 析 一 样 , 当 电量 Q 加 倍 时 (一 Q 也 同时 加 倍 ) ,两 者 之 间 的 电场 强度 
分 布 , 电 势 差 等 ,也 相应 地 加 倍 。 即 : 两 导体 间 的 电势 差 与 电量 Q 成 正比 。 定 义 双 导体 之 间 
的 电容 是 一 个 导体 的 电量 Q(Q>0) 与 两 导体 间 的 电压 U— $ — $ 之 比 , 即 


„_ Q Ж 
С= ту (2-90) 


此 比值 总 是 使 得 电容 为 正 值 。 电 容 C 是 仅 决定 于 两 导体 本 身 的 几何 尺寸 与 形状 ,它们 之 间 
的 相互 位 置 及 周围 介质 分 布 的 一 个 常数 ,而 与 两 导体 上 的 电荷 和 它们 之 间 的 电压 差 无 关 。 
例 2.8 设 双 根 传输 线 轴线 间 的 距离 D 远大 于 其 半径 a。 试 求 两 线 间 单位 长 度 的 
电容 。 
解 ” 由 于 D>a, 故 传输 线 表面 上 轴 对 称 的 电 茶 分 布 不 受 相 邻 导线 的 影响 ,认为 线 电荷 
集中 在 其 轴线 上 。 设 传输 线 单位 长 的 带电 量 ( 即 电荷 线 密度 ) 为 w ,采用 如 图 2-25 所 示 的 圆 


柱 坐 标 系 , 则 可 得 双 根 传输 线 轴线 间 的 电场 强度 为 в 
Е= P Ly I е е Р. ег 
pa E D=] 7 1600 
由 此 可 以 求 得 两 线 间 的 电压 为 D 
й=[ u q a = 38 17 11 Jar 2-25 计算 双 根 传输 线 
2 单位 长 的 电容 
= [Inr—In(D —r)]? Piin Daa 
2reo Neo Е 
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故 双 根 传输 线 单位 长 度 的 电容 为 
ë = б _ L< A _ 60 


U 2—4 ge 


对 于 两 导体 间 电 容 的 计算 ,可 有 几 种 方法 : @ 设 电荷 法 , 即 假设 电荷 , 求 两 导体 问 电场 
强度 ,再 计算 电压 U = [E dl: © 设 电 奈 法, 即 设 两 导体 间 的 电压 ,再 求 导体 上 的 带电 量 


Q =f psds’ = | :esas'， @ 此 外 ,还 有 第 2.8 节 中 介绍 的 利用 电容 器 中 储 能 的 场 能 法 等 。 
但 是 不 管 采 用 哪 种 方法 ,电容 的 计算 实际 上 都 是 电场 的 求解 问题 。 

顺便 指出 ,实际 使 用 电容 器 时 ,除了 要 注意 其 电容 量 外 ,还 应 注意 避免 介质 击 穿 的 额定 
工作 电压 ( 耐 压 值 ) 及 减 小 其 中 介质 的 损耗 。 

例 2.9 在 图 2-26 所 示 的 双 层 介质 平行 板 电容 器 中 , 设 极 板 的 面积 为 $, 介 电 常 数 为 6 
tj e 的 两 层 介质 的 厚度 分 别 为 di 与 d, ,电容 器 两 极 板 间 的 电压 为 U。 试 求 两 介质 中 的 电 
场 强度 .电容 器 的 电容 及 介质 表面 上 的 束缚 面 电荷 分 布 。 


图 2-26 ” 双 层 介质 平行 板 电容 器 


解 、 在 直角 坐标 系 中 ,由 于 UU = [в d1 十 | Es di 一 Edi 十 Ead:， 又 因 在 界面 C 上 
有 Din =Da B e, E, =e; E, ,由 此 解 得 


U 
= sU — _ E 
B = agd tad: di d 
€ E2 
u 
s aU "a E2 
Ps а а Ф 
El E2 
上 式 很 容易 推广 到 具有 N 层 介质 的 情况 ,例如 第 i 层 介质 中 的 电场 强度 则 为 


о U 


e Е; 


N 
di р posyp ipung Sa 
ЕЛ E2 E; EN 


在 界面 A 上 ,电位 移 矢 量 的 值 为 D=a E 一 了 二 一 ps ,因此 ,该 系统 的 电容 为 
二 十 二 


El ë 
e= 9 — PS _ 5 
U U 五 + 到 
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由 此 可 以 得 到 熟知 的 双 层 介质 平行 板 电容 器 电容 的 公式 , 即 
П ТЕГ _ Йй лї 
С aS 169 G G 
ETO 35 Ca =E SA ESETI Оо НО e EF 对 于 具有 
N АЗ Л ЖЕЛЕ ЙЫ. И 
їо 07.00 $ 1 Ri 
c= + Жош с с; > ë 
式 中 ,Ci 二 eiS/d; 是 任 一 层 的 电容 。 由 此 可 见 , 当 各 层 介质 县 放 时 ,电容 器 的 总 电容 是 各 层 
电容 的 串联 , 即 总 电容 的 倒数 是 各 层 电容 的 倒数 之 和 。 不 难看 出 , 当 电 容器 中 的 各 介质 并 列 
放置 时 , 因 其 各 介质 两 极 板 间 的 电压 相同 ,而 极 板 上 的 总 电荷 是 各 介质 对 应 极 板 上 的 电荷 之 
和 , 故 电容 器 的 总 电容 是 各 介质 对 应 电容 的 并 联 , 即 总 电容 是 各 介质 对 应 电容 之 和 ,为 


N 
C = O, + G; + + Ci; + + Ca УС 
束缚 电荷 分 布 在 介质 表面 上 。 在 介质 表面 A、.B、C 上 分 别 有 
Psa = P, en Р, (єз — є )Е, Е 2р 二 一 1р 


PsbB P, - п! Р, (є: — Eo )E: s —D == 1р 
2 2 


pac = Р, п+ P +n = P, — P, = (1 =—1)Ь (2 L)p 
rl 


Er 2 En 
容易 验证 COsbA 十 oste 十 ostc 王 0, 即 介 质 系 统 是 电 中 性 的 ,也 可 以 验证 每 一 种 介质 也 是 电 中 
性 的 。 


“2.7.3 电容 器 的 并 联 和 串联 与 等 效 材料 


近年 来 ,对 于 新 型 人 工 电磁 材料 的 研究 是 一 个 热点 。 这 些 材料 具有 非常 奇异 的 电磁 特 
性 ,可 以 实现 对 电磁 场 的 超常 规 控制 ,比如 实现 电磁 隐形 、 负 折射 、 完 美 吸收 等 。 因 此 ,如 何 
实现 这 些 材料 具有 重要 的 理论 价值 和 实际 应 用 意义 。 在 诸多 方法 中 ,有 一 种 方法 就 是 利用 
现 有 的 材料 通过 * 措 配 * 的 方式 来 实现 新 的 材料 , 它 的 实现 原理 可 以 通过 电容 器 的 申 联 和 并 
联 来 理解 。 
图 2-27 展示 了 利用 两 种 材料 搭配 实现 的 一 种 “新 型 "电磁 材料 。 图 2-27 中 ,由 于 各 层 
МЕНЕ «у 方向 的 排 布 相同 ,所 以 这 两 个 方向 上 材料 的 
电磁 特性 应 该 是 相同 的 ; 但 在 = 轴 方 向 ,材料 排 布 不 同 ， 
因此 其 电磁 特性 显然 不 同 。 这 实际 上 是 一 种 “各 向 异性 ” 
的 材料 。 
假想 在 图 2-27 中 工 方向 设置 两 个 面积 为 、 间 距 为 ， 
аттан на иш. нола Vp: 
图 2-27 利用 分 层 各 向 同性 材料 
c= раё 组 合 各 向 异性 人 工 
电磁 材料 示意 图 


的 并 联 来 实现 , 即 
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其 中 ,S, 和 S, 是 两 种 材料 所 对 应 的 面积 ,上 且 Si 十 S$, 二 S$。 从 等 效 的 角度 看 ,也 可 以 认为 这 
个 电容 器 内 部 填充 的 是 一 种 新 的 “ 勾 质 ”的 材料 ,其 介 电 常 数 不 妨 设 为 6, , 则 有 


= =S 
c= d 
令 两 式 相等 , 则 有 
65, | sS; eS 
d + а а 


Т.е, fu fre. HEP, f. fo 是 两 种 材料 的 体积 占 比 (与 面积 占 比 一 致 ), fi = 51/5, 
fz 二 Si:/S, 且 1 十 f; 二 1。 同 理 ,如 果 考虑 y 方向, 则 


Ey = є, = ђе foes (2-91) 
假设 在 = 方向 放置 金属 电极 板 构建 电容 器 , 则 根据 电容 器 串联 理论 易 得 
Laf (2-92) 
Ez Е! Е: 


式 (2-91) 和 式 (2-92) 就 是 利用 两 种 各 向 同性 材料 构造 各 向 异性 新 型 人 工 电磁 材料 的 
公式 。 这 种 方法 在 科研 领域 得 到 了 非常 广泛 的 应 用 ,是 实现 新 型 人 工 电 磁 材 料 的 有 效 方法 。 


2.8 静电 场 的 能 量 


2.8.1 带电 体系 统 的 电场 能 量 


任意 给 定 一 个 带电 体系 统 , 则 这 个 系统 具有 电场 能 量 。 大 家 可 以 通过 “装配 ”这 个 带电 
体系 统 来 理解 此 道理 。 假 设 初始 时 刻 , 所 有 的 带电 体 相距 无 穷 远 ,表示 能 量 最 小 的 一 种 状 
态 。 现 在 ,要 把 各 个 带电 体 从 无 穷 远 处 搬运 到 特定 的 位 置 ,这 显然 不 是 一 件 容易 的 事情 。 当 
搬运 第 一 个 带电 体 的 时 候 , 应 该 会 比较 轻松 ; 可 是 当 搬运 第 二 个 带电 体 时 ,由 于 它 处 于 第 一 
个 带电 体 的 电场 中 ,受到 电场 力 的 作用 ,必须 克服 这 个 电场 力 做 功 才 可 以 把 它 搬运 到 合适 的 
位 置 ; 同样 的 道理 ,搬运 其 余 带 电 体 亦 是 如 此 。 因 此 ,装配 ?一 个 带电 体系 统 不 是 轻而易举 
的 事情 ,需要 外 源 做 功 。 这 些 * 消 耗 ” 的 能 量 被 存储 在 系统 中 ,以 电场 能 量 的 形式 存在 。 上 述 
过 程 , 仅 仅 考虑 了 各 个 带电 体 之 间 的 相互 作用 ,对 应 的 能 量 称 之 为 相互 作用 能 。 事 实 上 ,对 
于 单个 带电 体 而 言 ,将 电荷 从 无 穷 远 处 搬运 过 来 ,组 装 成 该 带电 体 ,同样 需要 能 量 ,这 一 部 分 
能 量 称 之 为 固有 能 。 带 电 体 系统 总 的 静电 场 能 量 应 等 于 各 带电 体 之 间 的 相互 作用 能 和 每 个 
带电 体 的 固有 能 之 总 和 。 

由 于 带电 体系 统 的 电场 总 能 量 仅 与 电荷 最 后 的 分 布 状 态 有 关 , 而 与 它 如 何 达到 这 一 分 
布 的 过 程 无 关 。 因 此 ,可 以 设想 使 各 带电 体 的 电荷 密度 从 零 开 始 按 照 同一 比例 逐渐 增加 到 
其 最 终 值 。 令 此 统一 递增 比值 为 &, 并 满足 0 二 <1。 若 带电 体 最 终 值 的 电 蓓 密度 分 布 为 o, 
电荷 面 密 度 分 布 为 ps 、 电 势 分 布 为 $, 则 在 达到 这 一 分 布 过 程 中 的 任 一 中 间 时 刻 , 系 统 的 电 
荷 密度 .电荷 面 密度 和 电势 分 别 为 &p „ёр 和 25。 这 时 ,车 使 系统 的 某 一 体积 元 dV 内 的 电 
荷 密度 与 面 元 dS' 上 的 电荷 面 密 度 分 别 增加 d( 多 ) 与 d(sps); 则 外 源 所 需 做 的 功 ( 即 电 场 能 
量 的 增加 量 ) 为 

dW. = #$d(£o)dV” +é$d(éps)dS’ = é$pdédV’ + é$psdédS’ 


в | 电磁 场 与 电磁 波 


将 上 式 进行 积分 , 便 得 到 系统 的 电场 总 能 量 , 即 


w.= |386 spav’ + ae] osas’ 


1 , 
Е Lf spav +1 а, (2-93) 
当 系 统 中 只 有 体 分 布 的 带电 体 时 ,其 电场 能 量 则 为 
W. = Lf арау" (2-94) 
当 系统 中 只 有 带电 导体 时 ,其 电场 能 量 则 为 
W. = 1 аа (2-95) 


式 中 ,积分 面积 S" 应 为 全 部 导体 的 表面 。 由 于 每 一 导体 表面 都 是 等 势 面 , 故 对 第 i 个 导体 
表面 ,有 


Wa = Laf — = Т0, 
因此 ,N 个 导体 系统 的 电场 总 能 量 为 
W. = 15ra (2-96) 
式 中 ,是 系统 中 所 有 电荷 在 Q 处 产生 的 电 执 。 
当 系统 为 孤立 导体 时 ,考虑 孤立 导体 的 电容 C= 多 ,由 式 (2-96) 可 得 


= los = Lo =- Q z 
У. = 79% = 76 2С (2-97) 
同样 地 ,对 于 双 导 体 电 容器 而 言 , 储 存 的 电场 能 量 为 
1 1 1 1 уре @ 
W. 79% 79% zU = +CU* = çG (2-98) 


对 于 由 六 个 点 电荷 组 成 的 系统 ,其 电场 能 量 的 表达 式 仍 为 式 (2-96), 但 其 含义 不 同 。 这 时 
式 (2-96) 中 是 除去 Q; 以 外 的 其 他 所 有 电荷 在 Qi 处 产生 的 电势 , 即 Ф: = ы > 2 Ce 
则 电势 为 无 穷 大 ) 。 于 是 


1 QQ 
W. = 一 а (2-99) 


上 式 忽略 了 i 二 j 的 项 ,这 是 因为 R; = |r,—r; | 一 0 一 六 对 应 的 点 电荷 群 的 固有 能 为 无 穷 
大 。 如 果 上 略 去 固有 能 , 式 (2-99) 就 只 给 出 N 个 点 电荷 系统 中 各 点 电荷 之 间 的 相互 作用 能 。 
因此 ,两 个 点 电荷 系统 的 场 能 ( 即 其 互 能 ) 为 


_1 1 уу чу ӨӨ, 1/QQ ,QQ QQ 
шасы ыш — 2), R; sl Кы Ra ) 1лєЁ з 


应 该 指出 , 当 带 电 体 移动 时 ,如 果 每 个 带电 体 的 电荷 分 布 和 形状 不 变 , 则 其 固有 能 不 变 ， 
这 时 系统 的 电场 能 量 的 变化 仅 是 其 相互 作用 能 的 变化 。 
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2.8.2 电场 的 能 量 密度 


从 表面 上 看 , 式 (2-93) 一 式 (2-99) 容 易 给 人 一 种 误解 , 即 电场 的 能 量 仅 存 在 于 有 电荷 
的 位 置 , 没 有 电荷 的 地 方 , 电 场 能 量 为 零 。 这 个 是 不 对 的 ! 因为 带电 体系 统 的 电场 总 能 量 存 
在 于 整个 电场 所 处 的 空间 中 。 上 述 公 式 仅仅 是 从 数值 上 计算 出 了 电场 的 总 能 量 , 且 与 电荷 
密度 分 布 密切 相关 。 为 了 更 加 精确 地 表示 电场 的 能 量 分 布 情况 ,可 以 引入 能 量 密度 的 概念 ， 
即 空间 特定 位 置 处 单位 体积 内 的 电场 能 量 。 

为 了 简化 推演 ,考虑 式 (2-93) 的 一 个 特殊 情况 , 即 带电 系统 中 不 包含 面 电荷 密度 的 情 
况 。 带 电 系统 有 面 电 荷 分 布 时 ,证 明 情况 类 似 。 

这 种 情况 下 ,带电 系统 的 能 量 为 


W. = Lf spav” 
其 中 ,V' 表 示 的 是 所 有 电荷 分 布 的 地 方 ,如 图 2-28 所 示 。 显 
然 , 可 以 将 其 扩展 到 全 部 空间 ,因为 没有 电荷 分 布 的 地 方 , 积 
MENE. TE 
w. = +| pav 
由 于 V. D=p j E= — Уф, PE HLK MAE ER: 
У. ($D )= D + V$ +$ V+ D 


图 2-28 电场 能 量 计 算 示 意图 
因此 ， 


$o = $ V. D = У. ($D)—D » V$ = У. ($D)+D -E 
将 上 式 代入 能 量 表达 式 , 有 
w. = 4f, v- (#р)уду +-41],р. кау = +} р. ав+-| р. вау 
上 式 应 用 了 高 斯 散 度 定理 。 其 中 涉及 的 体积 及 其 闭合 曲面 如 图 2-28 所 示 。 对 于 式 中 第 一 
项 面积 分 ,由 于 多 随 表 而 变 ,D 随 志 而 变 ,面积 微 元 随 R° 而 变 ,整个 面积 分 则 随 寺 而 变 , 故 


当 球 面 S 的 半径 Ro 时 ,在 无 限 大 球面 S$ 上 的 面积 分 为 堆 。 因 此 ,可 得 由 场 量 计算 电场 能 
量 的 表达 式 为 


у. = |р. gav 
2Jv 


式 中 ,被 积 函数 表示 电场 中 每 一 点 单位 体积 的 能 量 , 称 为 电场 的 能 量 密度 , 即 


а. _ 1 7 
=. = у= >D: E (2-100) 


因此 ,可 得 由 场 量 计算 电场 能 量 的 表达 式 为 
W. = Lf wav = lfp - EdV (2-101) 
在 均匀 、 线 性 和 各 向 同性 的 介质 中 ,上 式 可 写 为 
Р? 


= Терк P ы 
ш. = ¿=E (2-102) 


60 l| 电磁 场 与 电磁 波 


由 任意 两 个 互相 绝缘 的 导体 所 组 成 的 电容 器 ,其 电容 可 以 由 式 (2-98) 通 过 它 所 储存 的 
电场 能 量 来 计算 , 即 计算 电容 的 场 能 法 的 表达 式 为 


w ; 
c= е = т ЕЗУ (2-103) 
Q Q 
e= ©” = (2-104) 
2W. | sear 
式 中 ,积分 区 域 V 是 遍及 有 电场 的 全 部 区 域 。 从 上 述 表 达 式 可 以 看 出 ,计算 电场 的 分 布 , 依 
旧 是 问题 的 核心 。 


例 2.10 如 图 2-29 所 示 , 已 知 同 轴线 内 外 导体 的 半径 分 别 为 和 xr, 其 间 填 充 介 电 常 
数 分 别 为 s 和 es 的 两 种 介质 , 且 两 介质 的 分 界面 成 a 的 二 面 角 ; 
同 轴线 内 外 导体 间 的 电压 为 U。 试 求 单位 长 同 轴线 中 储存 的 电 
场 能 量 和 电容 。 

解 采用 圆柱 坐标 系 , 设 同 轴线 内 外 导体 单位 长 的 带电 量 分 
别 为 十 Qs 和 一 Qu 。 如 果 同 轴线 内 为 同一 种 介质 , 则 电力 线 沿 径 
向 呈 轮 辐 状 分 布 。 当 内 部 填充 有 两 种 介质 时 ,假设 电力 线 分 布 不 
变 , 依 然 呈 轮 辐 状 。 作 以 7 为 半径 、 单 位 长 且 与 同 轴线 同 轴 的 高 


图 229 求 填充 两 种 介质 


斯 圆柱 面 , 由 场 强 切 向 分 量 连续 的 边界 条 件 , 两 种 介质 中 的 场 强 同 轴线 的 场 能 
必然 相等 , 即 Е = Е. 二 EE。 再 由 高 斯 定理 可 得 和 电容 
є Ear +eE(2x—a)r = Q, 
Qo 
则 к=к Гаа; (27 а) 17" 
同 轴线 内 外 导体 间 的 电压 为 
" Q r2 
Б [iea ar n 
所 以 , 同 轴线 内 导体 单位 长 的 带电 量 为 ©, =. 029—976 于是, 同 轴 线 两 介质 中 的 电 
һе, 
М Е=Е,=Е,=—С—е,, 
гїп 2 
单位 长 同 轴线 所 储存 的 电场 能 量 为 
„= f LeEardr+ |" eE? (2 а) 


з п dr в dr 

ые, = + е, (27 of | 
т 

因此 ,采用 场 能 法 可 得 同 轴线 单位 长 的 电容 为 


2Wo _ acı +(2r—a)e: 
U? 


2 
С [ea +6 (2—0) ] 
21а 一 


т 


Co 


n 
ln 二 
mn 


> a= 0 #Ё a= 2x 时 , 即 为 同 轴线 内 填充 同一 种 介质 时 的 电容 。 


第 2 章 静电 场 |P 61 


“2.9 科技 前 沿 : 静电 隐形 家 


古今 中 外 ,关于 隐形 的 话题 一 直 被 人 们 不 断 的 演绎 ; 无 论 是 古 希 腊 ( 理 想 国 ) 中 牧羊 人 
的 隐形 戒指 ,还 是 中 国 成 语 故 事 中 楚 人 的 “ 蝉 顽 叶 ”; 无 论 是 流传 悠久 的 古典 名 著 《 西 游记 》 
中 孙悟空 的 千变万化 ,还 是 风靡 全 球 的 国外 大 片 ( 哈 利 * 波 特 ) 中 主人 公 的 隐形 斗篷 。 隐 形 ， 
这 件 貌 似 不 可 思议 的 事情 ,总 是 随 着 文学 作品 的 流传 不 断 进 入 人 们 视野 ,成 为 大 家 茶余饭后 
津津 乐 道 的 谈资 。 

科学 上 ,关于 电磁 隐形 衣 的 研究 也 一 直 是 科研 领域 的 热点 问题 。2006 年 ,英国 物理 学 
家 J. В. Pendry 在 美国 (科学 杂志 上 发 表 论 文 ,提出 了 基于 变换 光学 理论 控制 电磁 波 的 思 
想 , 并 基于 此 给 出 了 一 个 极为 优雅 的 隐形 衣 设计 ,再 一 次 激发 了 人 们 对 这 一 领域 的 向 往 。 同 
年 ,美国 杜 克 大 学 D. R. Smith 小 组 首次 在 实验 上 验证 了 上 述 电 磁 隐形 衣 , 并 将 成 果 发 表 在 
《科学 ?杂志 上 。 此 项 研究 成 果 被 该 杂志 评 为 2006 年 的 全 球 十 大 科技 成 果 之 一 。 此 后 ,关于 
电磁 隐形 衣 的 研究 在 全 球 范围 内 如 火 如 茶 地 开展 起 来 。 就 目前 为 止 ,电磁 隐形 衣 的 研究 ,已 
经 从 最 初 的 微波 波段 ,逐步 向 远 红外 、 红 外 、 近 红外 、 可 见 光 等 频段 扩展 ,并 且 延 伸 到 表面 等 
离 激 元 、 表 面 波 、 声 学 ,物质 波 、 力 学 热力 学 等 领域 。 而 关于 时 间 域 的 电磁 隐形 衣 , 也 已 经 完 
成 了 实验 上 的 验证 。 

作为 时 变 电 磁 场 的 特例 ,静电 隐形 衣 的 研究 也 具有 重要 的 理论 价值 和 实际 意义 。 众 所 
周知 , 当 在 均匀 静电 场 中 放置 物体 时 ,无 论 是 导体 还 是 介质 ,都 会 对 原始 场 有 干扰 的 作用 。 
前 者 是 由 于 感应 电荷 引起 的 ,后 者 是 由 于 介质 极 化 出 现 的 束缚 电荷 导致 的 。 因 此 , 当 使 用 探 
测 设备 对 静电 场 进 行 探测 时 ,静电 场 中 是 否 有 物体 ,对 比 是 很 明显 的 ,或 者 说 ,物体 是 “可 见 
的 ”。 假 设 我 们 可 以 设计 一 种 静电 隐形 装置 ,将 其 覆盖 在 目标 物体 表面 ,然后 将 这 个 复合 机 
构 放置 在 静电 场 中 ,如 果 静 电场 的 分 布 与 没有 物体 时 的 情况 完全 一 致 。 那 么 ,站 在 探测 器 的 
角度 来 看 ,物体 就 是 “隐形 ”的 了 。 图 2-30 展示 了 这 种 隐形 机 理 的 示意 图 。 


— ОЕ 
一 全 
Sea == i 
——Ñ 
(а) 匀 强 电场 (b) 静电 场 中 有 物体 ， 场 被 扰动 (c) 物体 被 隐形 的 情况 


图 2-30 静电 隐形 衣 原 理 示意 图 


目前 科学 家 们 广泛 关注 的 电磁 隐形 装置 ,大 致 有 两 种 机 理 : 变换 光学 原理 ,本 书 会 在 
第 3 章 中 的 稳 恒 电流 的 场 第 5 章 中 的 时 变 电 磁 场 这 两 个 章节 ,给 大 家 做 简单 的 介绍 ; @ H 
消 原 理 ( 极 化 、 磁 化 相 消 等 ) ,本 书 将 在 第 4 章 结 合 分 离 变 量 的 求解 过 程 ,对 此 进行 深入 探讨 。 

需要 提醒 读者 的 是 ,无 论 是 刚刚 学 过 的 静电 场 ,还 是 将 要 学 习 的 静 磁场 , 亦 或 是 导电 媒 
质 中 稳 恒 电流 的 场 ,甚至 是 空间 的 稳 恒 温度 分 布 场 ,这 些 貌 似 差异 很 大 的 物理 现象 背后 , 蕴 
含 的 数学 方程 是 一 致 的 , 即 它 们 都 满足 数学 中 的 拉 普 拉 斯 方程 ! 所 以 ,采用 类 比 的 方法 ,可 
以 将 静电 隐形 衣 的 概念 移植 到 静 磁场 或 温度 场 等 等 , 且 不 费 吹 灰 之 力 ! 这 个 内 容 读者 会 在 
第 4 章 有 更 深刻 的 认识 。 
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本 章 小 结 


1. 本 章 知识 结构 框架 


理论 基础 : 库仑 定律 、 场 的 又 加 原理 


— 基本 规律 : 基本 计算 : 
а) щй. E а) 静电 场 的 无 旋 性 | | п) 电场 强度 ， 
_ ° 库仑 定律 ; 
2) 电 通 量 : y, = [E.d S Е-41=0 
© шаш. и, = | { 用 高 斯 定理 ; 
ухЕ=0 电势 法 (积分 ) ; 
3) 0, $= [Edi 
© ep: 9= [ О) 高 斯 定理 : 电势 微分 方程 求解 泊 松 方 
程 或 拉 普 拉 斯 方程 。 
| D.ds- 
(4) 极 化 强度 : p- $ 2 或 0) 电容 : 
шр V:D=p e HEAR 
(5) 电 偶 极 子 : p= ОГ o ші. 
Q 
6) 电容 : C = 三 
(6) 电容 U 


l 
D 电场 能 量 : w. = — D. E 


2. 库仑 定律 .电场 强度 和 电势 
根据 均匀 、 各 向 同性 的 线性 介质 中 的 库仑 定律 和 场 的 释 加 原理 ,可 以 推导 出 场 强 和 电势 
在 不 同 电 荷 分 布 时 分 别 为 


电荷 分 布 。 电场 强度 电势 
点 电荷 ЕСг.у.=) =. Әев ay) = 
ШИ ECz,y,z) = 2 86 bayz) = 去 > 
连续 电荷 Eyd = 1. Rer REE ар 


式 中 ,dQ 在 电荷 作 体 分布 、 面 分 布 或 线 分 布 时 ,分 别 为 p(x ,y ,= )dVW sps (x >y ,x )dS' 或 
pilasy ,x JAU ,相应 的 积分 分 别 在 体 、 面 或 线 上 进行 。 

3. 电 偶 极 子 与 电介质 的 极 化 

电 偶 极 子 的 偶 极 矩 为 p= QI , 它 在 远 处 所 产生 的 电 偶 极 势 和 电场 强度 分 别 为 
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=< Ë i 
E= F (2cos0e, + sinĝes ) 


电 偶 极 子 在 均匀 外 电场 中 所 受到 的 力矩 为 
Т=рхЕ 
电介质 极 化 后 ,在 其 内 部 出 现 东 缚 电荷 密度 o, (均匀 极 化 时 m =0) ,在 其 表面 上 出 现 东 
缚 电荷 面 密度 os ,它们 和 极 化 强度 P 及 自由 电荷 密度 p( 或 os) 的 关系 为 


т аР Lp 
= Е | = 
pa = P ° n =— є, Ps 
ШЇ P=np =£% p= (є—є,)Е=Ю—,Е s 一 1D 
这 就 是 电介质 的 极 化 规律 。 在 介质 中 利用 电位 移 矢 量 刀 一 so 下 十 P 一 e 瑟 进行 计算 ,可 使 
问题 简化 。 
4. 静电 场 的 基本 方程 和 边界 条 件 及 电场 强度 的 计算 方法 
静电 场 的 基本 方程 为 


积分 形式 微分 形式 
hp.as=Q ўр 
PE .d=0 УХЕ = 0 
D = Е D = Е 
电势 的 泊 松 方程 wy 一 一 人 和 拉 普 拉 斯 方程 YW$ 二 0 是 用 电势 表述 电场 的 基本 方程 ,其 
解 必须 满足 给 定 分 界面 上 的 边界 条 件 (衔接 条 件 ) 。 
边界 条 件 是 场 方程 在 媒质 分 界面 上 的 具体 体现 ,也 称 为 衔接 条 件 , 如 下 : 
两 种 不 同 媒质 的 分 界面 两 种 不 同 介质 的 分 界面 介质 与 导体 的 分 界面 


边 Du 一 Da 一 os Du 一 Dz D, =ps 
界 | 、 Әф, дф „ әй_ 3 ~ 9$ 

Ж 或 二 a дп 十 ez дп 0% 或 a ðn Әп 或 EIn Ps 
件 


二 Ez 或 办 = 二 加 Е. =Е.9 ф=ф FE. 二 0 或 $= 二 C 
静电 场 的 基本 问题 是 给 定 电荷 分 布 求解 电场 的 分 布 (分 布 
型 正 向 问题 )。 本 章 介绍 了 四 种 由 简单 电荷 分 布 计算 电场 强度 
的 方法 : 四 直接 利用 电场 强度 的 公式 计算 (库仑 场 强 法 ); 
加 用 电势 公式 先 算出 %, 再 计算 E= — Vó (th З); @ 利 用 高 
斯 定理 (积分 形式 ); 国 求解 电势 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 ， 
根据 边界 条 件 确定 积分 常数 , 求 得 乡 后 再 计算 Е. 
静电 场 的 场 量 与 场 源 之 间 的 关系 如 图 2-31 所 示 。 
5. 电容 和 静电 场 的 能 量 
Q 图 2-31 静电 场 的 场 量 与 


电容 器 是 储存 电场 能 量 的 元 件 ,其 电容 为 C =Q, E ыш зыш 


64 || 电磁 场 与 电磁 波 
存 的 电场 能 量 是 
一 
W. = +QU = 5007 = ©, 
电荷 连续 分 布 的 带电 体系 统 的 电场 能 量 为 


= ї В Р 
w. = 1] a+ | gosds 


六 个 导体 或 点 电荷 系统 的 电场 能 量 为 
1 < 
W. = 5 2:04, 
电场 能 量 分 布 的 能 量 密度 ,在 各 向 同性 的 线性 介质 中 为 
dW. _ 1 L ы. D: 
ww t ыа ыла: 


电容 器 的 电容 可 以 通过 电压 U = је. 由 或 电荷 Q = | «Еа 或 场 能 


(C= == зу; 来 计算 ,但 无 论 采用 哪 种 方法 总 要 先 求 出 其 中 的 场 强 , 故 电容 的 计算 问题 


仍 是 求解 电场 的 问题 。 

6. 解 题 方法 指导 

电磁 问题 计算 的 难点 在 于 物理 图 像 与 数学 工具 的 结合 。 为 便于 分 析 计 算 , 根 据 问题 的 
性 质 和 物理 图 像 , 忽 略 其 次 要 方面 (如 边缘 效应 ) , 抓 住 其 主要 矛盾 ,从 而 建立 理想 化 的 物理 
模型 。 分 析 计 算 时 ,注意 掌握 解决 问题 的 “三 先 一 找 ” 原 则 , 即 : 先 选 择 一 个 合适 的 坐标 系 ; 
先 定性 分 析 后 定量 计算 ; 先 从 小 电荷 元 入手 ,对 其 所 产生 的 场 强 元 进行 矢量 分 解 ,对 场 强 元 
的 分 量 积 分 后 再 进行 矢量 合成 ,从 而 计算 出 整个 大 的 场 强 ; 最 后 ,要 善于 从 题目 中 发 现 和 找 
出 规律 ,并 灵活 应 用 。 


习题 


2.1 半径 为 a 的 带电 薄 圆 盘 , 其 电荷 面 密度 为 ps 二 pso7? ,其 中 os 为 常数 。 试 求 圆 盘 轴 
线 上 任 一 点 的 电场 强度 。 

2.2 真空 中 有 两 个 质量 均 为 m 的 带电 小 球 , 分 别 被 连接 于 
长 度 为 2 的 绝缘 细 线 的 端 部 ( 见 题 2. 2 图 )。 两 球 上 的 电荷 使 它们 
分 开 一 距离 4。 已 知 小 球 A 的 带电 量 为 Qu , 试 求 小 球 B 所 带 的 


电量 Q。 
2.3 设 处 于 基态 的 氢 原 子 中 电子 的 电荷 密度 为 p (7) = 

一 -5e ,其 中 心 是 玻 尔 原子 半径 ,e 是 电子 电量 。 若 将 质子 电荷 题 2. 2 图 
та 


视 为 集中 于 原点 , 试 求 氧 原 子 中 的 电场 强度 。 
2.4 一 个 面 电荷 密度 为 ps FEH a 的 圆 形 导体 片 , 置 于 Oxy 平面 上 , 求 < 轴 上 任意 
一 点 的 电场 强度 。 
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2.5 在 P(a,0,0) 点 有 一 点 电荷 Q, ,如 果 要 使 通过 zx 一 0 平面 上 的 圆 面 y 十 >? 三 5 的 
Ей нє No ,试问 需要 在 P 点 放 一 个 多 大 的 电荷 ? 

2.6 在 半径 为 a 的 无 限 长 带电 直 圆 柱 中 ,电荷 密度 o= oe“ ,其 中 pa 均 为 常数 。 试 
求 圆柱 内 外 的 电场 强度 。 


2.7 ЕЕ га 的 区 域 中 ,电场 强度 矢量 在 球 坐 标 系 内 的 各 分 量 分 别 为 E, =A, 


三 一 人 9 与 E, 一 0, 其 中 А 为 常数 。 试 求 此 区 域 中 的 电荷 密度 。 


2.8 一 个 边 长 为 a 的 正三 角形 带电 线圈 ,电荷 线 密度 为 mw , 求 垂 直 于 线圈 平面 中 心 轴 
线 上 任意 一 点 的 电势 值 。 
2.9 一 个 边 长 为 a 的 正方 形 带电 线圈 ,电荷 线 密度 为 p,, 求 其 垂直 于 线圈 平面 中 心 轴 
线 上 任意 一 点 的 电势 值 。 
2.10 电场 中 有 一 半径 为 a 的 圆 球 导 体 ,已 知 球 内 外 的 电势 分 别 为 
# = 0, r<a 


ф = E(r= 5 Joss, r>a 
АЖ: (1) 圆 球 内 、 外 的 电场 强度 ; (2) 球 体 表面 的 面 电 荷 密度 。 
2.11 已 知 空间 的 电势 分 布 为 g= pie ,其 中 poa 均 为 常数 。 试 求 电 荷 密度 分 布 


及 半径 为 a 的 球 所 包围 的 总 电量 ,并 讨论 当 асоту Е. 

2.12 若 将 两 个 半径 为 a 的 雨滴 当 作 导 体 球 , 当 它们 带电 后 ,电势 均 为 加 (以 无 穷 远 为 
电势 参考 点 ,上 且 不 计 其 相互 影响 )。 当 此 两 雨滴 合并 在 一 起 ( 仍 为 球形 ) 后 , 试 求 其 电势 。 

2.13 ”半径 为 a 的 细 圆 环 由 两 个 绝缘 的 半 环 组 成 ,分 别 带 均匀 而 异 号 的 电荷 十 Q 和 一 Q。 
试 求 其 轴线 上 的 电势 和 电场 强度 。 

2.14 空气 中 有 一 无 限 长 半径 为 a 的 直 圆 柱 体 ,单位 长 的 带电 量 为 Q,。 试 分 别 求 下 列 
两 种 情况 下 柱 体内 外 的 电势 和 电场 强度 : 

(1) 电荷 均匀 地 分 布 于 柱 体内 ; 

(2) 电荷 均匀 地 分 布 于 柱 面 上 。 

2.15 空气 中 有 一 半径 为 a 的 均匀 带电 球 ,电荷 密度 为 p。 试 求 球 内 外 的 电势 和 电场 
强度 。 它 们 的 最 大 值 各 在 何 处 ? 

2.16 ” 试 求 下 列 电荷 分 布 在 远 处 的 电势 和 电场 强度 : 

(1) 沿 z 轴 排 列 的 点 电荷 十 Q、 一 2Q、 一 Q, 点 电荷 的 间距 均 为 d( 线 四 极 子 ); 

(2) 四 个 等 值 的 点 电荷 分 别 位 于 边 长 为 a 的 正方 形 的 四 个 顶点 上 ,一 对 角 线 的 两 端 各 
为 十 Q, 另 一 对 角 线 的 两 端 各 为 一 Q( 面 四 极 子 ) 。 

2.17 一 半径 为 a 的 导体 球 ,要 使 它 在 空气 中 带电 且 不 放电 , 试 求 它 所 带 的 最 大 电荷 量 
及 表面 电势 各 是 多 少 ? 已 知 空气 中 最 大 不 放电 的 电场 强度 ( 即 击 穿 强度 ) 为 En = 3 х 
10° V/m, 
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2.18 一 个 半径 为 a 的 均匀 极 化 的 介质 球 , 极 化 强度 为 P= Pue-。 求 束缚 电荷 在 球 心 
处 所 产生 的 电场 强度 是 多 少 ? (假设 束缚 电荷 位 于 真空 中 。) 


2.19 空气 中 有 一 半径 为 的 极 化 介质 球 ,其 介 电 常数 为 s, 极 化 强度 为 р=2%,,р, 为 


常数 。 试 求 介 质 球 内 外 的 电势 与 电场 强度 及 球体 内 和 球面 上 的 束缚 电荷 分 布 及 总 的 束缚 
电荷 。 

2.20 空气 中 有 一 半径 为 <\ 带 电荷 为 Q 的 导体 球 。 球 外 套 有 同 
心 的 介质 球 过 ,其 内 外 半径 分 别 为 a 和 0, 介 电 常数 为 e( 见 题 2. 20 
图 )。 试 求 空间 任 一 点 的 电场 强度 、 介 质 壳 内 和 表面 上 的 束缚 电荷 
密度 以 及 总 的 束缚 电荷 。 

2.21 空气 中 有 一 内 外 半径 分 别 为 ni 与 x Wi BAERT. 


介 电 常数 为 s, 其 中 的 电荷 密度 为 p= 总 ,a 为 常数 。 试 求 总 电荷 各 


区 域 中 的 电势 和 电场 强度 ,并 讨论 当 疡 一 六 时 的 情形 。 

2.22 半径 为 a 的 导体 球 外 套 一 同心 的 导体 球 壳 , 球 这 的 内 外 半径 分 别 为 5 与 c Ca < 
5 二 c)。 导 体 球 带 电荷 Qi , 球 壳 带电 荷 Q, ,二 者 之 间 填 满 介 电 常数 为 e 的 介质 。 试 求 各 区 域 
中 的 电势 与 电场 强度 。 

2.23 无 限 长 同 轴线 中 内 外 导体 的 半径 分 别 为 c 和 46, 两 导体 间 的 电压 为 U, 且 填 满 介 
电 常 数 为 6 的 介质 。 若 固定 5, 试 求 a 为 何 值 时 , 它 表 面 的 电场 强度 最 小 。 

2.24 ”球形 电容 器 的 内 外 半径 分 别 为 a 与 5, 其 间 由 内 至 外 填充 两 层 介 电 常 数 分 别 为 


sl 与 es 的 介质 ,分 界面 半径 为 r= (ab) , 设 两 球 壳 接地 时 ,两 介质 分 界面 上 的 一 点 电荷 


Q 在 内 外 球 壳 上 感应 出 等 量 的 电荷 , 试 求 忆 的 值 。 (提示 : 想象 在 分 界面 上 有 无 穷 多 个 点 电 


荷 均匀 排 布 ,在 内 外 两 个 球 党 上 ,每 个 都 感应 出 等 量 的 电荷 ,所 以 最 终 内 外 球 过 的 电量 相同 。 
如 果 把 分 界面 看 成 两 个 重 倒 的 极 板 , 则 它 与 内 外 球 壳 构成 两 个 并 联 的 电容 器 , 且 这 两 个 电容 
器 的 电容 相同 。) 

2.25 若 平行 板 电容 器 的 极 板 与 x 轴 垂 直 , 其 中 介质 的 介 电 常 数 为 e 二 k(x 十 1),k 为 
常数 。z=0 处 和 z=d 处 为 两 个 极 板 。 试 求 该 电容 器 单位 面积 的 电容 。( 提 示 : 将 电容 器 
看 成 无 数 电容 微 元 的 串联 ,它们 的 倒数 之 和 为 总 电容 的 倒数 。) 

2.26 ”空气 中 有 两 个 半径 分 别 为 ai 与 a, 的 导体 球 ,两 球 心 的 间距 为 4, 且 d 比 两 球 的 
半径 大 得 多 。 若 球 1 带电 荷 Q, 然 后 用 细 导 线 将 两 球 相连 , 试 求 由 球 1 流入 球 2 的 电量 及 该 
导体 系统 的 最 终 电势 。 

2.27 球形 电容 器 内 外 极 板 的 半径 分 别 为 r, 和 产 : 若 两 极 板 间 部 分 填充 介 电 常 数 为 s 
的 介质 , 且 介 质 对 球 心 的 立体 角 为 2, 试 求 此 电容 器 的 电容 。 

2.28 在 面积 为 SEW d 的 空气 平行 板 电容 器 中 ,搬入 一 厚度 为 ! 的 介质 板 , 其 面 
与 极 板 面 的 夹 角 为 ,但 不 与 极 板 接触 , 且 介 质 板 的 边缘 与 极 板 的 边缘 都 在 同一 柱 面 上 。 试 
求 此 时 两 平行 板 间 的 电容 。 
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2.29 有 一 平行 板 空气 电容 器 , 极 板 的 长 、 宽 分 别 
为 a 和, 极 板 间 的 距离 为 4(d 远 小 于 长 和 宽 ) 且 电压 P е8 
为 U( 见 题 2. 29 图 )。 在 两 极 板 间 平 行 地 部 分 插入 厚 Z 
Z: <>” 
Ју оса) ,长 和 宽 分 别 为 x(z<a) 与 65 的 介质 板 ,其 ES 
介 电 常数 为 s, 忽 略 电容 器 的 边缘 效应 , 试 求 介质 板 内 与 Е 
空气 阶 中 的 电场 强度 及 介质 表面 上 的 东 缚 电荷 面 密度 。 | 
2.30 无限 长 同 轴线 中 内 外 导体 的 半径 分 别 为 s 2.298 
与 m {ЕРКЕ ЖИЛЕ ht y ЖЫ БО 与 一 Q, 两 


导体 间 填 满 介质 ,其 介 电 常数 为 es= 对 ,a 为 常数 。 试 求 同 轴线 介质 中 的 电场 强度 .束缚 电荷 


Р 

密度 与 介质 表面 上 的 束缚 电荷 面 密度 及 单位 长 度 上 总 的 束缚 电荷 。 

2.31 空气 中 有 一 半径 为 a、 长 为 /人 介 电 常数 为 的 极 化 介质 圆柱 沿 z 轴 放 置 , 其 中 极 
化 强度 P= 二 kzxe,,k 为 常数 。 试 求 : 

СТ) 圆柱 内 的 电场 强度 ， 

(2) 介质 柱 内 的 束缚 电荷 密度 和 圆柱 表面 上 的 束缚 电荷 面 密度 及 总 的 束缚 电荷 。 

2.32 无 限 长 同 轴线 中 内 外 导体 的 半径 分 别 为 六 与 天 ,内 
外 导体 间 填 充 双 层 介质 以 提高 工作 电压 。 这 两 种 介质 的 介 电 党 
数 分 别 为 & 与 e ,其 击 穿 强 度 分 别 为 Em 和 Eus( 见 题 2.32 图 ) 。 
试问 两 种 介质 的 分 界面 半径 ra 为 多 大 时 才能 使 工作 电压 最 高 。 

2.33 试 证 明 : 当 两 种 介质 的 分 界面 上 有 密度 为 ps 的 面 电 
荷 时 , 则 有 


Э) 


О? 


tan0, _ ef МР ps ) 


їапб, € є, E,cos0, 
其 中 ,0 与 0, 分 别 是 介 电 常 数 为 &1 t e, 的 两 种 介质 中 的 电场 强 
度 ( 或 电位 移 ) 矢 量 与 分 界面 法 线 之 间 的 夹 角 。 

2.34 ”空气 中 有 一 无 限 长 圆柱 形 电 容器 ,内 外 极 板 的 半径 分 别 为 六 和 x; ,其 间 填 充 介 
电 常 数 为 s 的 介质 。 外 极 板 接地 ,内 极 板 的 电势 为 U。 试 求 介质 中 的 电势 和 电场 强度 及 分 
界面 上 自由 电荷 与 束缚 电荷 的 分 布 。 

2.35 ”有 一 电容 为 C 的 空气 电容 器 , 试 分 别 计算 下 列 几 种 情况 下 电容 器 所 储存 的 电场 
能 量 : 

(1) 将 电压 为 U 的 电源 接 至 电容 器 上 ; 

(2) 在 (1) 的 情况 下 ,用 介 电 常数 为 s 的 油 蔡 换 电容 器 极 板 间 的 空气 ; 

СЗ) 断 开 电源 ,将 油 抽 出 。 

2.36 ”半径 为 a 的 导体 球 外 套 一 同心 的 导体 球 壳 , 球 壳 的 内 外 半径 分 别 为 5 与 c(a=5 一 
c)。 导 体 球 带电 荷 Qi , 球 壳 带 电荷 Q, ,两 者 之 间 填 满 介 电 常数 为 的 介质 。 求 该 导体 系统 
的 电场 能 量 密度 与 总 的 储 能 。 若 将 导体 球 与 球 壳 用 细 导 线 连接 起 来 ,结果 又 如 何 ? 

2.37 空气 中 有 一 半径 为 ,带电 荷 为 Q 的 孤立 球体 。 试 分 别 求 下 列 两 种 情况 下 带电 
球 的 电场 能 量 与 电容 : 

(1) 电荷 均匀 分 布 于 球面 上 ; 


题 2. 32 图 
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(2) 电荷 均匀 分 布 于 球体 内 。 

2.38 ”空气 中 有 一 半径 为 a、 带 电荷 为 Q 的 导体 球 。 球 外 套 有 同心 的 介质 球 壳 ,其 内 外 
半径 分 别 为 a 和 5, 介 电 常 数 为 ,如题 2. 20 图 所 示 。 求 系统 
总 的 电场 能 量 。 

2.39 ”有 一 半径 为 a、 带 电量 为 Q 的 导体 球 ,其 球 心 位 于 
两 种 介质 的 分 界面 上 ,此 两 种 介质 的 介 电 常数 分 别 为 e 和 
sz ,分 界面 可 视 为 无 限 大 平面 ( 见 题 2.39 Р). К: 

(1) 导体 球 的 电容 ; 题 2. 39 图 

(2) 总 的 静电 场 能 量 。 


第 3 章 稳 恒 电 场 与 磁场 


CHAPTER 3 


本 章 导读 : 静电 场 是 由 静止 电荷 所 产生 的 电场 ,其 分 布 不 随时 间 变 化 。 在 导体 回路 中 ， 
由 稳 恒 电源 提供 的 电场 为 稳 恒 电场 ,处 于 稳 恒 电场 中 定向 运动 的 电荷 产生 稳 恒 电流 。 稳 恒 
电流 产生 的 磁场 不 随时 间 而 变 , 故 称 为 稳 恒 磁场 ,也 称 为 静 磁场 。 

本 章 的 主要 内 容 包 括 稳 恒 电流 分 布 与 稳 恒 电流 的 电场 、 稳 恒 电 流 与 磁场 分 布 之 间 的 关 
系 ; 稳 恒 电场 和 磁场 的 基本 性 质 、 基 本 方程 和 边界 条 件 ; 磁 和 失势 和 磁 标 势 的 引入 及 方程 ; 磁 
场 能 量 等 。 要 求 重点 掌握 两 种 场 的 基本 性 质 、 基 本 方程 及 求解 磁场 的 主要 方法 。 电 和 磁 是 
电磁 场 理论 的 “左手 ”和 "右手 ”, 利 用 对 照 的 方法 学 习 是 非常 重要 的 。 在 学 习 中 注重 区 别 与 
静电 场 本 质 的 不 同 ,以 及 体会 分 析 方 法 的 相似 之 处 。 


3.1 电流 密度 和 电荷 守恒 定律 


3.1.1 电流 与 电流 密度 


电流 是 电荷 在 电场 的 作用 下 定向 运动 而 形成 的 。 定 量 描述 电流 大 小 的 物理 量 是 电流 强 
BE T, 其 定义 为 单位 时 间 内 通过 导体 中 任 一 横 截 面 的 电量 , 即 


— lim àQ — 40 - 
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电流 可 根据 其 值 是 否 随时 间 变 化 分 为 稳 恒 电流 和 时 变 电 流 。 稳 恒 电流 是 电流 的 大 小 及 
其 正 负 都 不 随时 间 变 化 的 电流 , 即 直 流 电流 ; 时 变 电 流 是 指 随时 间 而 变化 的 电流 。 时 变 电 
流 又 包括 脉动 电流 一 般 交 变 电 流 、 瞬 态 电流 、 时 谐 电 流 ( 交 流 电 ) 等 ,如 图 3-1 所 示 。 其 中 ， 
电流 1 是 直流 电流 ; 电流 2 是 脉动 直流 ,其 大 小 随时 间 变 化 ,但 其 符号 不 随时 间 而 变 ,如 整 
流 器 整流 出 的 电流 ; 电流 3 是 一 般 随 时 间 变化 的 交 变 电流 ,其 大 小 及 其 符号 均 随时 间 而 变 ， 
如 交 变 的 三 角形 电流 ; 电流 4 是 常用 的 随时 间 按 正弦 规律 变化 的 交 变 电流 即时 谐 电 流 或 正 
蓄 电 流 ,如 发 电机 和 振荡 器 产生 的 电流 等 。 本 章 只 讨论 电流 1 的 情形 。 

电流 强度 不 能 精确 描述 导电 媒质 内 不 同位 置 的 电流 分 布 情况 ,为 此 需 引 入 一 个 矢量 场 
( 即 电 流 场 ) 来 描述 ,该 矢量 场 不 仅 规定 了 空间 各 点 流动 的 强度 ,而 且 规定 了 它 的 方向 。 与 流 
体力 学 中 相似 ,可 以 设想 一 根 水 管 中 的 水 流 由 无 穷 多 根 细 的 流 线 组 成 。 在 某 一 横 截 面 上 ,不 
同位 置 的 流速 一 般 不 同 , 中 间 区 域 的 水 流 快 一 些 , 而 边缘 区 域 会 慢 一 些 , 它 们 在 各 处 的 方向 
都 与 流 线 相 切 ,于 是 可 用 流速 场 描述 各 点 的 流动 情况 。 在 导电 媒质 内 选取 与 电流 线 正 交 的 
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图 3-1 随时 间 变 化 的 各 种 电流 
某 一 横 截 面 AS' , 若 通过 该 截面 的 电流 强度 为 AT, 则 定义 该 点 处 的 电流 密度 为 


= Аро 4 с 
J= Шт 457° = as" е 


电流 密度 ( 即 体 电流 面 密度 ) 用 矢量 J 表示 ,其 方向 沿 着 通过 该 点 的 电流 线 , 大 小 则 等 
于 通过 该 点 附近 单位 横 截 面积 的 电流 ,J" 为 单位 矢量 ,如 图 3-2 所 示 。 于 是 ,通过 任 一 面积 
S “的 电流 则 等 于 电流 密度 J 穿 过 该 面 的 通 量 , 即 

I= [1 cossas = fa “ds (3-3) 
式 中 ,0 是 电流 密度 J 与 面 元 矢量 dS' 之 间 的 夹 角 。 

电流 密度 J 属于 矢量 ,反映 的 是 导体 内 某 一 点 邻 域 的 电流 分 布 和 方向 ,是 一 个 微观 量 ; 
而 电流 强度 工 则 属于 标量 ,反映 的 是 导体 内 某 一 横 截 面 上 总 的 电流 ,是 一 个 宏观 量 。 

若 电流 只 分 布 于 导电 媒质 的 厚度 趋 近 于 零 的 薄 层 内 (例如 频率 为 100MHz 的 交流 电 通 
过 铜 导线 时 ,由 于 趋 肤 效应 ,电流 只 分 布 在 外 壁 附近 ,厚度 约 6. Gum) ,这 时 电流 穿 过 的 横 截 
面 趋 近 于 一 条 曲线 ,于 是 可 以 用 通过 单位 长 度 横 截 线 的 电流 来 描述 电流 的 分 布 , 其 方向 仍 为 
电流 线 的 方向 , 称 之 为 面 电流 密度 Js( 即 面 电 流 线 密度 ): 


= dl jo £ 
Ј5 = a! (3-4) 
如 图 3-3 所 示 ,通过 导电 媒质 表面 上 任 一 线段 二 的 电流 为 
I=| ls x di | (3-5) 
其 中 ,0 是 Js 与 线 元 矢量 а 之 间 的 夹 角 。 
了 
ds' 
ГД 
图 3-2 通过 面 S' 的 体 电流 图 3-3 通过 线 /的 面 电 流 


3.1.2 电流 元 
如 果 电 流 以 体 密度 了 分 布 在 体积 V' 中 , 称 JdV' 为 V' 内 的 体 电流 元 ; 电流 以 面 密度 Js 
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分 布 在 面积 S 中 , 称 JsdS "为 S 内 的 面 电流 元 ; 电流 工分 布 在 细 线 二 中 , 称 ТА 为 内 的 线 
电流 元 。 电 流 元 是 研究 磁场 问题 中 场 源 或 场 作 用 对 象 的 基本 单元 ,其 地 位 等 同 于 静电 场 中 
的 电荷 元 。 


3.1.3 传导 电流 与 运 流 电流 


根据 电流 所 处 媒介 的 不 同 , 可 将 电流 分 为 两 类 : 传导 电流 和 运 流 电流 。 

传导 电流 是 指导 电 媒 质 中 的 电流 ,其 电流 密度 用 Л. 来 表示 。 实 验 表明 : 它 服 从 欧姆 定 
律 的 微分 形式 , 即 

J. = сЕ (3-6) 

式 中 ,o 是 导电 媒质 的 电导 率 ,E 是 导电 媒质 中 的 电场 。 当 温度 一 定时 ,对 于 一 定 的 材料 , 它 
是 与 电场 强度 无 关 的 一 个 常数 。 因 此 ,导电 媒质 中 传导 电流 的 电流 密度 与 电场 强度 成 正比 ， 
且 方 向 相同 。 

对 于 一 段 长 为 工 、 横 截面 积 为 5S、 电导 率 为 o 的 导体 , 若 两 端的 电压 为 U, 据 电压 公式 可 
得 到 欧姆 定律 的 积分 形式 为 


U [s.a = | za IL — IR (3-7) 
L L o L oS oS 


式 中 ,R= 司 是 导体 的 电阻 ,了 是 其 中 的 电流 。 


运 流 电 流 是 指 真空 或 气体 中 的 自由 电荷 在 电场 的 作用 下 形成 的 电流 (例如 电子 管 离 子 
管 或 粒子 加 速 器 中 的 电流 )。 和 传导 电流 不 同 , 式 (3-7) 不 适用 于 运 流 电流 。 


在 运 流 电流 中 取 一 个 体积 元 dV’ = 45а OLR 3-4) , 假 
设 其 中 的 电荷 密度 为 o, 自 由 电荷 的 运动 速度 为 w。 设 在 d, 时 
间 内 体积 元 内 的 电荷 dQ=podV “全 部 从 截面 dS 穿 出 ,因而 形 


成 的 运 流 电流 元 为 
dQ _ еду” d ý 
dI ЕР ® Дет, dS pvdS 


Ju. = 。 因 此 , 运 流 电流 的 电流 密度 为 


ы [一 
U 
dI А 


= = - dl 
J.= ду = (3-8) 


即 = 元 
Jsu (3-9) 图 3-4 和 运 流 电流 中 的 体积 元 
传导 电流 和 运 流 电流 统称 为 自由 电流 。 在 后 面 的 章节 中 ,传导 电流 或 运 流 电流 往往 不 


加 下 标 ,读者 可 根据 上 下 文理 解 为 其 中 的 一 种 或 兼 而 有 之 。 


3.1.4 电动 势 


导体 中 要 维持 一 定 的 电流 就 必须 有 电源 ,正如 一 个 自来水 管 中 要 维持 其 内 源源 不 断 的 
水 流 需 要 水 泵 不 断 给 水 塔 供水 一 样 。 而 要 维持 导体 中 的 稳 恒 电流 就 必须 使 电路 与 直流 电源 
相 接 ,如 图 3-5 所 示 。 在 外 部 电路 ,导体 中 的 正 电荷 在 稳 恒 电场 强度 E( 库 仑 场 ) 的 作用 下 从 
电源 正极 通过 外 电路 到 达 负 极 ,形成 稳 恒 电 流 。 在 电源 内 部 ,有 两 部 分 电场 : ECAR E A 


72 l| 电磁 场 与 电磁 波 


及 一 种 与 EE 方向 相反 的 局 外 场 强 E。。 局 外 场 的 作用 是 将 这 
些 自由 电荷 在 它 的 作用 下 从 电源 负极 B 搬 到 正极 A ,使 电源 
两 极 上 的 电荷 维持 恒定 ,从 而 保持 导体 中 的 电场 恒定 。 不 难 
理解 ,为 维持 电路 中 持续 的 稳 恒 电流 ,电源 内 部 的 局 外 场 强 
应 大 于 实际 导体 中 的 库仑 场 强 ; 仅 当 电源 开路 时 ,二 者 相等 ， 
处 于 平衡 状态 。 

导体 中 的 稳 恒 电场 或 称 电 流 场 的 性 质 和 静电 场 具 有 相 
似 性 , 它 是 由 聚集 在 电源 两 极 的 电荷 来 决定 的 ,由 于 电荷 总 图 3-5 稳 恒 电流 回路 
量 不 变 , 故 为 一 种 动态 平衡 。 将 单位 正 电 荷 沿 着 电源 正极 板 出 发 通过 导体 回路 到 达 负极 板 ， 
再 由 电源 内 部 负极 回 到 正极 ,电场 力 所 做 的 功 等 于 零 , 即 


PE .d=0 (3-10) 
或 
УхЕ=0 (3-11) 
可 见 ,恒定 电场 也 是 势 场 (保守 场 ) ,同样 可 引入 标量 电势 $, 即 
E =— V$ (3-12) 


而 电源 内 部 的 局 外 场 强 E。 是 克服 静电 场 对 单位 正 电荷 的 作用 所 提供 的 一 种 非 静 电场 , 故 它 
是 非 保 守 场 。 电 源 内 部 的 合成 场 强 为 E, 二 E. 十 E。 它 沿 闭 合 电流 回路 的 线 积分 为 


$z. . a= $e. . Шр "dl =фк. -dl 


= [к.а = (3-13) 
定义 6 为 电源 的 电动 势 , 它 是 局 外 电场 力 将 单位 正 电 荷 由 负极 В 送 至 正极 A 所 做 的 功 。 
如 果 电 源 内 部 是 理想 导体 (也 称 完 纯 导 体 ,c=cc), 即 其 内 阻 为 零 , 则 据 欧 姆 定律 J = 
oF,, 由 于 电源 内 部 的 J 为 有 限 值 ,所 以 必 有 EE. 二 0. 故 E. 二 一 E, 于 是 
é f'e. a [к.ш [к.ш Оль (3-14) 
в в А 
这 表明 当 电源 内 阻 为 零 时 ,电源 的 电动 势 等 于 其 端 电压 Uas 另 一 种 情况 , 当 电流 回路 开 
路 其 中 电流 为 零 , 即 1=0 或 J=0 h}, E, =0,6=U 4s , 则 电源 的 电动 势 也 等 于 其 开路 电压 。 
当 考 虑 电源 内 部 的 内 阻 为 时, 则 Е, 520. Е, =Е. РЕ. Ре, 
fz. а = fetm “dl Г. -dl [Гк “di 一 6 一 Un = Ir 
B B B A 


HJ 
6 = Ол + 15 (3-15) 
这 表明 当 电 源 内 阻 不 为 零 时 ,电源 的 电动 势 等 于 其 端 电压 U as 与 降落 在 电源 内 阻 上 的 
电压 之 和 ,这 与 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 第 二 定律 结果 相同 。 


3.1.5 电荷 守恒 定律 一 一 电流 连续 性 方程 


电荷 守恒 定律 是 自然 界 中 一 条 最 基本 的 普遍 定律 。 实 验证 明 ,电荷 既 不 能 被 产生 ,也 不 
能 被 消灭 ,它们 只 能 从 一 个 物体 转移 到 另 一 个 物体 ,或 者 从 物体 的 一 部 分 转移 到 另 一 部 分 ， 
即 在 任何 物理 过 程 中 ,电荷 的 代数 和 总 是 守恒 的 。 这 个 定律 称 为 电荷 守恒 定律 。 电 荷 守 便 
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定律 不 仅 在 一 切 宏观 物理 的 过 程 中 成 立 , 而 且 在 一 切 微观 物理 过 程 中 也 成 立 。 

电荷 守恒 定律 在 数学 上 可 通过 电流 连续 性 方程 来 表示 。 在 导电 媒质 中 ,考虑 一 个 由 闭 
合 面 S' 所 包围 的 体积 V ,在 时 间 Az 内 穿 出 闭合 面 S 的 净 自 由 电荷 量 必 等 于 在 这 同一 时 间 
里 体积 V' 内 净 电 荷 的 减少 量 。 当 At 一 0 时 ,从 闭合 面 S 流出 的 电流 等 于 单位 时 间 内 体积 
六 中 净 电 荷 的 减少 量 , 即 


$J -as =- Í рдү” (3-16) 
5 у ðt 


式 中 ,J 是 包括 传导 电流 与 运 流 电 流 在 内 的 自由 电流 密度 。 式 (3-16) 就 是 电荷 守恒 定律 ( 即 
电流 连续 性 方程 ) 的 积分 形式 。 应 用 高 斯 散 度 定理 ,将 面积 分 变换 为 体积 分 , 便 得 到 电荷 守 
恒定 律 的 微分 形式 为 


у. J =— 2 (3-17) 


如 果 式 (3-16) 中 的 V' 是 无 限 大 空间 (全 空间 ) ,S' 为 无 穷 大 球面 ,由 于 在 S' 面 上 无 电流 
流 过 , 故 式 (3-16) 左 边 的 面积 分 为 零 ,由 此 可 得 


| арду" = 0 (3-18) 
v дг 


该 式 表 示 全 空间 的 电荷 是 守恒 的 。 
在 稳 恒 电流 的 情况 下 ,导电 媒质 中 的 电场 及 电荷 分 布 
不 随时 间 而 变化 , 即 了 2 一 0, 于 是 有 
V.J=0 (3-19) 
或 
фы <45'=0 (3-20) 
这 表明 流入 任 一 闭合 面 S 的 电流 等 于 流出 S 的 电流 ， 
电流 线 是 连续 的 闭合 曲线 。 这 称 为 电流 的 连续 性 原理 。 对 
于 图 3-6 所 示 的 有 几 个 导体 分 支 的 节点 ,由 式 (3-20) 可 以 得 
到 电路 中 的 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 第 一 定律 , 即 电流 定律 为 
Уу =0 (3-21) 


图 3-6 电流 的 连续 性 


3.2 稳 恒 电流 的 电场 


3.2.1 导电 媒质 中 稳 恒 电 场 的 基本 方程 


根据 3. 1 节 的 内 容 , 可 以 得 出 导电 媒质 中 稳 恒 电场 的 基本 性 质 是 稳 恒 电场 既 无 旋 度 ,也 
无 散 度 。 描 述 这 两 个 基本 性 质 的 方程 再 加 上 欧姆 定律 , 便 构 成 稳 恒 电场 的 基本 方程 , 即 
积分 形式 微分 形式 
PE.d=0 УХЕ = 0 


$J .ds=。 у-у = 0 (3-22) 
5 


U = IR J = oE 
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因此 , 稳 恒 电场 是 无 源 无 旋 场 。 

在 介质 中 ,无 源 分 布 区 域 的 静电 场 , 即 o 一 0 时 ,有 
积分 形式 微分 形式 
фк ed =0 VXE=0 


$p- as=0 vD=0 с) 
s 


D =E D =E 
可 见 , 导 电 媒 质 中 的 稳 恒 电场 和 介质 中 无 源 区 域 的 静电 场 相 类 似 ,J\c 和 了 分 别 与 D 、e 
和 Q 具有 对 偶 关 系 , 即 
稳 恒 电场 “介质 中 的 静电 场 


Jj ө р 
с ә € (3-24) 
I ө Q 
同时 ,这 两 种 电场 的 电势 均 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
МФ=0 (3-25) 


上 式 说 明 两 种 场 的 解 具 有 相同 的 形式 。 
3.2.2 稳 恒 电场 的 边界 条 件 


图 3-7 示 出 了 电导 率 分 别 为 m 和 o 的 两 种 导电 媒质 的 分 界面 。 设 分 界面 的 法 线 正方 
向 由 导电 媒质 2 指向 导电 媒质 1。 在 分 界面 上 取 一 个 无 限 薄 的 扁平 小 圆柱 闭合 面 ,根据 稳 
恒 电流 的 连续 性 方程 (3-20), 则 有 


фл e dS = Ј„А5 —– Jan AS = 0 


3-7 R J ARR 


即 
Jin = Јь (3-26) 
这 表明 恒定 电场 中 电流 密度 的 法 向 分 量具 有 连续 性 。 电 场 强度 的 切 向 分 量 连 续 关系 同 
2. 6 节 式 (2-82) 的 结果 相同 。 即 


En = Ex. (3-27) 
根据 欧姆 定律 J— E 及 EE 二 一 V$, 边 界 条件 也 可 表示 为 
дф __ дф 


(3-28) 


= 0; 
ШЕЛ ? Әп 


第 3 章 ， 稳 恒 电 场 与 磁场 |> 75 


ф = $: (3-29) 
当然 上 述 关 系 也 可 以 根据 介质 中 静电 场 (p 二 0) 的 边界 条 件 Dia = Don I e, Ein ==, Ез) 
和 Ei 二 Ez 及 对 偶 关 系 得 出 。 
在 稳 恒 电流 场 中 ,除了 导电 媒质 中 存在 运动 电荷 外 ,由 于 静电 感应 ,在 导电 媒质 分 界面 
或 表面 上 存在 着 静电 荷 。 动 电荷 在 稳 恒 电场 的 作用 下 定向 运动 形成 电流 ,并 产生 稳 恒 磁场 ， 
静电 荷 则 产生 库仑 场 。 因 此 ,在 导电 媒质 内 总 电场 应 为 库仑 场 和 人 恒定 电场 至 加 之 和 ,总 场 满 
足 高 斯 定理 。 若 电流 通过 两 种 不 同 导电 媒质 ,在 其 分 界面 上 分 布 有 面 电 荷 ,此 面 电荷 是 在 稳 
恒 电 流 建 立 的 过 程 中 聚集 在 分 界面 上 的 ,以 满足 电流 的 边界 条 件 。 由 静电 场 的 边界 条 件 
Di 一 Ds, 二 ps 5 Ј. =0Е 可 得 电荷 面 密度 为 


ps -1.(2-®) (3-30) 


o 0z 


式 中 ,一 Jm 一 Ja。 只 有 当中 一 到 或 几 一 0 时 ,os 一 0,Du 一 Da。 而 当 m 一 0, 即 媒质 1 为 


理想 介质 时 ,电流 只 出 现在 媒质 2 中 ,J 一 0, 故 ps 二 全 二 DD,。 


3.2.3 焦耳 定律 


导电 媒质 中 的 焦耳 定律 可 通过 欧姆 定律 和 电功率 公式 得 到 。 
在 导电 媒质 中 取 一 个 体积 元 ( 见 图 3-8) ,其 两 端的 电压 为 


dU =E» dl 6 
通过 横 截面 的 电流 为 df 三 J， dS ,故此 体积 元 内 损耗 的 功率 为 
dP = dUdI = E • JaV (3-31) 


因此 ,单位 体积 内 损耗 的 焦耳 热 功 率 即 耗 散 的 功率 密度 为 图 3-8 导电 媒质 中 的 


р= 9 =.) = T = E: (3-32) 一 个 体积 元 


这 就 是 焦耳 定律 的 微分 形式 。 若 一 段 导体 的 横 截 面积 为 ,长 为 1, 其 中 的 电流 密度 
一 志 和 体积 V 二 Sl, 将 上 式 积分 可 得 焦耳 定律 的 积分 形式 , 即 
P = UI = ËR (3-33) 


3.2.4 稳 恒 电场 的 静电 比拟 和 电导 


从 前 面 的 分 析 中 可 以 看 到 , 稳 恒 电场 和 静电 场 (无 源 区 域 ) 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 当 两 
种 场 具 有 相同 的 微分 方程 和 边界 条 件 时 ,由 唯一 性 定理 ( 详 见 4. 1 节 ) 可 知 这 两 种 场 解 的 形 
式 必然 相同 。 因 此 ,对 于 这 类 问题 ,可 以 利用 上 面 的 对 偶 关系 直接 得 出 其 解 ,而 不 需要 重新 
求解 拉 普 拉 斯 方程 ,该 方法 被 称 为 静电 比拟 法 。 

下 面 ,用 静电 比拟 法 进行 电导 计算 , 即 由 电容 器 的 电容 可 求 得 其 漏电 导 。 

若 考 虑 电容 器 内 的 介质 是 非 理 想 的 \ 有 耗 的 .具有 电导 率 c。 设 通过 电容 器 两 极 板 间 的 
漏电 流 为 1, 则 其 漏电 导 为 
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(3-34) 
2 2 

u fe- a [к.ш 
1 1 


с= e= a = (3-35) 


将 上 面 两 式 相 除 ,可 得 
一 (3-36) 


因此 ,只 要 求 得 电容 器 的 电容 , 便 可 以 求 出 其 漏电 导 , 或 知道 漏电 导 便 可 求 出 其 电容 器 
的 电容 。 可 见 , 只 需 将 电容 器 的 电容 表示 式 中 的 s 换 成 5 便 得 到 其 漏电 导 , 这 称 为 静电 比 


拟 法 。 
例 3.1 由 第 2 章 可 知 , 同 轴线 单位 长 的 电容 为 C, = n ,用 静电 比拟 法 求 该 同 轴线 
22 
т 
单位 长 的 漏电 导 。 


解 由 式 (3-36) ,可 得 
e = 2с, — _2п0 


ln 22 
nm 
本 题 也 可 以 直接 用 电导 计算 公式 计算 ,用 设 电压 法 或 设 电 流 法 。 以 设 电流 法 为 例 , 设 同 
轴线 内 、 外 导体 间 单 位 长 度 上 的 电流 为 五 , 则 距离 轴线 为 >(m 二 rx) 处 的 电流 密度 为 


1 
J = Эх" 
相应 的 电场 强度 为 
g= J = P; 
в 2ror 
则 内 外 导体 间 的 电压 为 


U [к-к r 10а = Те? 
п п 21 


故 同 轴线 单位 长 度 内 外 导体 间 的 漏电 导 为 
G= Ë = кел (3-37) 
ri 

此 结果 与 静电 比拟 法 相同 。 在 电工 技术 中 式 (3-37) 中 的 G 是 很 重要 的 一 个 电 参 数 。 

例 3.2 已 知 空 气 中 有 一 根 半 径 为 a、 电 导 率 为 o 的 圆 形 直 导 线 ,其 中 通 有 电流 Г, ЖОШ 
均匀 分 布 着 密度 为 ps 的 面 电荷 。 试 求 导线 内 及 导线 表面 处 的 电场 强度 。 

Ж ”采用 圆柱 坐标 系 , 设 导线 中 的 电流 沿 = 轴 (z 轴 与 导线 的 轴 重 合 ) 方 向 流动 , 故 导 线 
中 的 电场 强度 为 
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由 边界 条 件 可 知 , 导 线 表 面 处 场 强 的 法 向 与 切 向 分 量 分 别 为 


E = Di = Ps 


Eo Eo 


与 E, = E; 
因此 ,导线 表面 处 的 电场 强度 为 
E= Ее, Ее, = Že, + 1-е, 
E0 


可 见 , 导 体 表面 处 的 电场 与 导体 表面 不 再 垂直 ,这 与 静电 场 有 本 质 的 区 别 。 

例 3.3 在 电力 系统 中 , 当 接地 器 不 深 埋 时 ,可 近似 地 用 图 3-9 所 示 的 半径 为 a 的 半球 
形 接地 器 代替 。 试 求 半球 形 接地 器 的 接地 电阻 及 跨 步 电压 。 

f 接地 电阻 是 电流 在 大 地 中 所 遇 到 的 电阻 ,实际 上 是 两 
个 相隔 很 远 的 接地 器 之 间 土 壤 的 电阻 , 即 接地 器 (电极 ) 至 无 穷 
远 处 的 大 地 电阻 。 因 为 在 远离 电极 处 ,电流 流 过 的 面积 很 大 ,而 
在 接地 器 附近 电流 流 过 的 面积 很 小 , 故 接 地 电阻 主要 分 布 在 接 
地 器 附近 , 且 此 处 电流 密度 和 电场 也 最 大 。 在 电力 系统 中 ,由 于 
短路 等 原因 导致 有 很 大 的 电流 流入 大 地 中 时 ,接地 器 附近 地 面 
两 点 间 的 电压 会 相当 大 ,从 而 使 人 遭受 电击 。 人 器 一 步 ( 约 
0.8m) 时 两 脚 间 的 电压 称 为 跨 步 电 压 。 

选用 球 坐 标 系 求解 。 半 球 的 接地 电导 为 一 个 完整 的 球 的 接地 电导 的 一 半 , 因 半径 为 a 
的 孤立 导体 球 的 电容 为 C=4rea, 由 静电 比拟 法 可 得 导体 球 的 电导 为 G= Azoa , 故 半球 的 电 
导 为 G4, 二 2xoa。 因 此 ,半球 的 接地 电阻 为 

1 1 


R= = 
其 中 ,o 是 土壤 的 电导 率 。 可 见 , 接 地 电阻 与 土壤 的 电导 率 和 接地 器 半径 成 反比 。 因 此 , 增 
大 接地 器 的 表面 积 和 在 其 附近 的 土壤 中 渗入 电导 率 高 的 物质 ,都 可 以 减 小 接地 电阻 从 而 保 
证 设备 与 大 地 有 良好 的 电 接触 。 

大 地 中 的 电场 可 由 同样 的 方法 求 得 。 一 个 带电 量 为 Q、 半 径 为 a 上 且 处 于 介 电 常数 为 s 


的 介质 中 的 导体 球 的 电场 可 由 高 斯 定理 求 得 为 已 = Lre, , 故 处 于 无 限 大 导电 媒质 中 一 个 


пег? 


图 3-9 半球 形 接地 器 


球形 电极 的 电场 为 E— ze, еа Bt A Е, 51-е, Nt Eš Ej Эу bM 


пот? 
ctb їй А,В 两 点 间 的 电压 为 


bte bte 
U =j Ev dp І dr I ë 
b 


2ro Je r’ 2zo b (b + c) 

若 取 с=0. 8m, 即 得 到 距 接 地 点 5 处 的 跨 步 电 压 。 由 此 可 见 , 距 接 地 点 越 近 (5 越 小 ), 人 
的 步子 越 大 (c RAK) , 跨 步 电压 越 大 ,因而 危险 性 也 就 越 大 。 

几 种 常用 电容 器 的 电容 与 漏电 导 或 漏电 阻 及 其 电场 如 表 3-1 所 示 。 
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表 3-1 几 种 常用 电容 器 的 电容 与 漏电 导 或 漏电 阻 及 其 电场 


物理 量 平行 板 双 根 线 同 轴线 球形 孤立 球 
TE 2лє 
OO e D r: tmnt TEM 
d ln 一 jn 一 norn 
a ri 
2 
G (G) E ш = сыш. Алса 
ы а ln ln 二 т ғу 
т 
Ps = P Q Q 
EQ) та гата пе Япет 6" 
U 
v Е е, mrU аў 
EU) а" па 2. (апу rE 
Г 


由 表 3-1 可 知 ,对 于 整个 球 或 整个 圆柱 的 问题 分 别 有 4x 或 2x 的 因子 , 双 根 线 的 问题 有 
的 因子 ,平行 直板 的 问题 则 无 x 的 因子 。 对 于 部 分 球 或 圆柱 的 问题 ,可 以 应 用 类 比 的 方 
法 ,将 Az 或 2r 的 因子 换 为 立体 角 Q 或 二 面 角 a。 


"3.3 科技 前 沿 : 直流 电 型 隐身 衣 


所 谓 直 流 电 型 隐身 衣 , 是 导电 媒质 中 针对 特定 区 域 的 隐身 装置 。 通 过 将 人 工 制作 的 特 
殊 导 电 材 料 层 覆盖 在 目标 周围 ,能 够 控制 电流 线 ( 电 力 线 ) 绕 过 目标 物体 ,从 而 使 得 该 区 域 不 
被 探测 者 所 发 现 。 

采用 变换 光学 原理 设计 直流 电 型 隐身 衣 非 常 简单 。 在 充满 导电 媒质 的 虚拟 空间 (没有 
隐藏 目标 时 的 背景 空间 称 为 “虚拟 ?空间 ) 中 任 选 一 个 闭合 曲面 及 其 包 庄 的 任意 一 点 ,然后 让 
这 个 点 向 四 周 膨胀 至 另外 一 个 较 小 的 封闭 曲面 ,同时 保持 外 部 曲面 不 变化 。 于 是 得 到 一 个 
压缩 后 形成 的 套 层 及 其 包 庄 的 封闭 区 域 (由 点 膨胀 得 到 )。 该 封闭 区 域 就 是 隐身 区 域 ,相应 
地 ,由 两 个 封闭 曲面 构成 的 套 层 就 是 隐身 衣 。 由 于 在 此 过 程 中 虚拟 空间 部 分 区 域 受到 了 压 
缩 , 套 层 中 的 材料 需要 重新 计算 得 到 , 且 具 有 隐身 的 特性 。 最 终 得 到 的 包含 隐藏 区 域 并 具有 
覆盖 层 的 空间 一 般 称 为 “物理 空间。 

从 虚拟 空间 到 物理 空间 的 变化 ,可 以 用 一 点 PCz,y'z) 到 其 像 点 P'O у ,> ) 的 某 种 对 
应 法 则 X =X (X) 来 表述 ,其 本 质 上 也 就 是 一 个 坐标 变换 。 作 为 麦克 斯 韦 方 程 组 在 稳 恒 情 
况 下 的 特例 , 稳 恒 电场 的 基本 方程 具有 协 变性 , 即 : 其 在 两 个 空间 具有 相同 的 形式 。 在 虚拟 


空间 ,有 
V.J=0 WE=0 /=вс.Е (3-38) 
在 物理 空间 ,对 应 的 形式 为 
У. Ј =0 WE=0 Ј =в'.Е' (3-39) 
式 中 ,o 、J.E,e'、J'\E' 分 别 表示 虚拟 空间 和 物理 空间 的 电导 率 、 电 流 密 度 和 电场 强度 。 
对 照 式 (3-38) 和 式 (3-39) ,可 推 得 (这 当然 不 是 一 件 容易 的 事情 ) 
we (3-40) 


detA 
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其 中 ,A 二 9X /9X 就 是 大 家 所 熟知 的 雅克 比 矩 阵 。 

根据 上 式 可 知 , 直 流 电 型 隐身 衣装 置 需 选 用 各 向 异性 导电 材料 , 它 沿 不 同 的 方向 有 不 同 
的 电导 率 。 其 有 不 同 种 实现 方法 ,如 采用 多 层 结构 进行 媒质 等 效 、 利 用 各 向 异性 电阻 网 络 来 
等 效 等 。 下 面 以 后 者 为 例 进 行 介绍 ,如 图 3-10 所 示 为 一 个 圆柱 形 隐身 衣 示 意图 ,其 核心 问 
题 是 各 向 异性 电阻 单元 的 设计 。 图 3-10 中 , 取 该 环 状 直 流 电 型 隐身 衣 的 部 分 扇形 区 域 , 假 
设 该 扇形 导体 平板 的 内 、 外 半径 分 别 为 Ri R , 夹 角 为 a, 沿 径 向 和 角 向 的 电导 率 为 o 和 av。 
考虑 二 维 的 情况 , 取 平 板 的 厚度 为 h。 用 电阻 网 络 近 似 模拟 这 个 导体 板 的 导电 参数 。 采 用 
极 坐标 系 ,将 该 导电 板 分 成 许多 个 小 扇形 网 格 ,每 个 小 扇形 区 用 一 对 径 向 和 角 向 的 各 向 异性 
电阻 来 模拟 ,如 图 3-10(c) 所 示 。 


隐身 区 域 


(a) 圆柱 形 隐身 衣 (b) 结构 单元 (阴影 部 分 ) (e) 等 效 电阻 
图 3-10 直流 电 型 隐身 衣 等 效 电阻 原理 示意 图 
等 效 阻 值 根据 电阻 的 计算 公式 к= ЖИЙ. 为 电流 方向 上 的 长 度 ,S 为 垂直 于 电流 


方向 的 模 截面 积 ,o 为 对 应 电流 方向 上 的 电导 率 。 则 沿 径 向 e, 的 电阻 和 沿 角 向 es 的 电阻 可 
分 别 近似 表示 为 


=A Š 
"ыт: (3-41) 
„= PAP. (3-42) 

в„Аоһ 


图 3-11 为 基于 上 述 原理 的 圆 盘 形 直流 电 型 隐身 衣 及 其 仿真 结果 。 从 图 3-11(b) 可 以 
看 出 ,点 源 发 出 的 电流 线 ,能 够 绕 过 隐身 区 域 ,之 后 又 恢复 原来 的 传播 方向 。 从 外 部 观察 , 根 
本 觉察 不 到 中 心 导 体 区 域 的 存在 。 图 3-11 中 与 白色 电流 线 垂 直 的 是 等 势 线 。 


(a) 隐身 衣 照 片 (b) 点 源 发 出 的 电流 线 绕 过 隐身 区 域 
图 3-11 直流 电 型 隐身 衣 及 其 仿真 结果 
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3.4 安培 定律 和 磁感应 强度 


稳 恒 电流 产生 的 磁场 为 稳 恒 磁场 ,或 称 为 静 磁场 。 描 述 磁场 的 基本 物理 量 是 磁感应 强 
度 。 本 节 首 先 介绍 静 磁 场 中 的 两 个 基本 实验 定律 , 即 安培 定律 和 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 ,在 此 基 
础 上 给 出 磁感应 强度 的 三 种 定义 式 , 进 而 介绍 稳 恒 磁场 的 基本 计算 方法 ; 本 节 还 推导 出 了 
洛 伦 兹 力 公式 一 一 电磁 场 理论 基础 之 一 。 


3.4.1 安培 定律 


安培 定律 表明 了 真空 中 两 个 电流 回路 之 间 相 互 作用 力 的 规律 ,与 静电 场 中 的 库仑 定律 
地 位 相当 。 它 是 磁场 的 一 个 基本 实验 定律 ,由 安培 最 早 通 1 
过 实验 发 现 。 两 电流 元 间 的 安培 力 如 图 3-12 所 示 , 电 流 
回路 4 中 的 任 一 电流 元 D dl, 对 电流 回路 L, 中 的 任 一 电 
流 元 de 的 作用 力 可 表示 为 


1,1» 
dFz 4nR?, 


式 中 ,常数 jo ERS PHTK, p =4rX10 7 H/m, 
由 式 (3-43) 可 见 ,两 个 电流 元 之 间 的 相互 作用 力 ( 称 
为 安培 力 或 磁场 力 ), 和 静电 场 中 两 个 点 电荷 之 间 的 库仑 ”图 3-12 两 电流 元 之 间 的 安培 力 
力 相似 ,安培 力 的 大 小 与 两 电流 元 的 乘积 成 正比 而 与 它们 
之 间 上 距离 的 平方 成 反比 , 它 的 方向 垂直 于 电流 元 L dl, 。 对 两 个 电流 回路 积分 ,可 得 电流 回 
路 h 对 电流 回路 1, 的 作用 力 , 即 安培 力 为 
o Т.а, X (1,4Һ X er, 
ш лан x 
上 式 所 表示 的 安培 力 是 电流 回路 АГ Н 1; 作 用 力 的 合力 。 由 于 安培 力 中 的 电流 元 
都 是 矢量 , 故 它 的 计算 要 比 库仑 力 复 杂 得 多 。 


3.4.2 ”磁感应 强度 : 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 
根据 法 拉 第 提出 的 场 的 概念 ,电荷 周围 存在 电场 。 电 流 周围 存在 磁场 ,电荷 或 电流 间 的 
相互 作用 是 通过 场 的 作用 而 不 是 直接 的 超 距 作用 。 与 静电 场 中 电场 强度 的 定义 == 去 相 类 


似 ,一 电流 元 作用 于 另 一 电流 元 的 安培 力 ( 即 磁场 力 ) 与 被 作用 的 电流 元 之 比 ,可 定义 为 磁 感 
应 强度 B。 式 (3-43) 可 写 为 


dl, X (dl, X er, ) (3-43) 


(3-44) 


dF,, = І,4, X 21 1 z (dh X er, )= 1,41, X dB, (3-45) 


式 中 ,dB, = Ey (dh Хен, ) 是 电流 元 dh 在 电流 元 Tal, 处 所 产生 的 磁感应 强度 。 同 样 


地 ,电流 元 dl, 在 电流 元 Bal, 处所 产生 的 磁感应 强度 则 为 qp, — 2028 (dl X es, ) ,其 中 
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er, 二 一 ens 。 磁 感应 强度 如 是 表述 磁场 特征 的 基本 物理 量 , 它 与 电场 中 的 电场 强度 E Jl 
对 应 。 
电流 回路 /中 的 任 一 电流 元 ТАГ 在 空间 某 一 场 点 P 处 所 产生 的 磁感应 强度 可 表示 为 


dB = dl’ X er (3-46) 
因此 ,整个 电流 回路 / 即 线 电流 I 在 P 点 所 产生 的 磁感应 强度 为 
_ pf Та X e _ 
„с=т z (3-47) 


如 果 体 电流 密度 J 分布 在 体积 V' 中 ,由 于 电流 元 ТАГ = JaS'a —JaV” ,因此 ,密度 为 了 
的 体 电流 在 P 点 所 产生 的 磁感应 强度 为 


B= ep J Derav’ (3-48) 


对 于 面 电 流 以 密度 Js 分 布 在 空间 曲面 S" 上 的 情形 ,由 于 电流 元 IAI = Jsdidl' = 
JsdS ,密度 为 Js 的 面 电 流 在 P 点 所 产生 的 磁感应 强度 为 


= Талев (3-49) 


上 述 关于 线 电流 、 体 电流 和 面 电 流产 生 磁 场 的 式 (3-47) 一 式 (3-49) 称 为 毕 奥 - 萨 伐 尔 
定律 。 它 也 是 磁场 的 一 个 基本 实验 定律 。 

毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 是 分 析 、 计 算 磁 感应 强度 В 的 最 基本 的 一 种 方法 。 由 于 上 述 积分 是 
矢量 积分 ,一 般 较 难 计算 , 故 只 对 简单 电流 分 布 才 能 计算 。 


解 题 点 拨 : 在 用 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 计算 出 磁感应 强度 BB 时 ,应 先 选 合适 的 坐标 系 并 进行 
定性 分 析 , 再 从 电流 元 入 手 计 算 , 同 时 注意 发 现 和 总 结 规律 , 即 坚持 “三 先 一 找 ” 的 原则 。 


例 3.4 真空 中 有 一 长 为 L 并 通 有 电流 I 的 细 直 导线 。 试 求 它 在 空间 任 一 点 P 处 所 产 
生 的 磁感应 强度 。 

解 采用 圆柱 坐标 系 ,使 直线 电流 与 圆柱 坐标 
系 的 = 轴 重 合 , 并 取 电 流 工 沿 > 轴 为 正 , 如 图 3-13 所 
示 。 由 于 电流 具有 轴 对 称 性 ,可 知 磁场 与 方位 角 ç 
无 关 。 因 为 源 点 与 场 点 的 坐标 之 间 有 如 下 关系 

z = z—rcoth' 
故 电流 元 可 表示 为 
Та = Idz'e, = Ir csc20 dge- 
电流 元 到 场 点 已 处 的 距离 矢量 则 为 
3-13 ”计算 直线 电流 的 磁感应 强度 R = Кек = rcscg (ѕіпб'е, + cosh'e, ) 
由 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 ,可 得 场 点 已 处 的 磁感应 强度 为 


L Id Хек І f% rcscz0dbe- X (sin@'e, + соѕбе. ) 
Ат Jo R: 47 


ГА г?сзс°@” 


= = е sin0 dl = 11 (созӣ — cosh’, ) er 
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Jeru a =——®——угоаЎ, zL, 
т +22 п О. =)? 
"BUR HAERE 0 0.05 = =, T J 43 8] АЕ r йй IJ Ой ЙО — 4" 2 
式 , 即 
в = le (3-50) 


2кг ? 


可 见 ,无 限 长 直线 电流 的 磁场 是 以 直线 上 的 点 为 中 心 的 同心 圆 环 , 其 大 小 与 电流 工 成 正 
比 , 而 与 环 的 半径 -成 反比 ,其 方向 与 电流 的 正方 向 符合 右手 螺旋 关系 。 


解 题 技 巧 : 以 上 计算 中 采用 角度 为 积分 变量 , 比 用 长 度 更 为 简单 。 关 于 这 一 点 ,大 家 可 
以 仔细 体会 。 


例 3.5 空气 中 有 一 通 有 恒定 电流 强度 为 工 的 圆 形 闭合 电 流 线 ， 其 半径 为 a, 求 该 圆 环 
轴线 上 任 一 点 的 磁感应 强度 。 
# ”采用 圆柱 坐标 系 , 取 电流 环 轴线 为 = 轴 , 如 图 3-14 
所 示 。 
在 圆 环 上 任 取 一 电流 元 Td ,由 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 ,可 
得 场 点 尸 处 的 磁感应 强度 元 为 
ав = 2% Та! ѕіп90° 


4к К? 
其 方向 如 图 3-14 所 示 。 在 环 上 关于 原点 О 的 对 称 位 置 取 
男 一 电流 元 1dl ,产生 的 磁感应 强度 元 dB 与 前 者 大 小 相 
等 ,关于 z 轴 对 称 ,合成 总 场 量 只 有 < 方向 分 量 , 即 图 3-14 计算 圆 形 线 电流 的 
dB; = dBcosa, cosa = $ = < — 磁感应 强度 
R aF 


故 可 得 总 磁感应 强度 为 


B = /% |. Та? dg'e; o ma I ¿ 
Ат Јо FANE Za 


既然 在 静电 场 中 能 用 电力 线 (E 线 ) 来 描写 电场 ,那么 在 稳 恒 磁场 中 也 可 以 用 磁感应 线 
(B 线 ) 来 描写 磁场 。 几 种 简单 电流 分 布 的 磁感应 线 如 图 3-15 所 示 , 由 图 3-15 可 知 ,与 电力 
线 不 同 , 磁 感应 线 都 是 闭合 回 线 。 


(a) 直线 电流 (b) 电流 圆 环 (e) 同 轴线 
3-15 几 种 简单 电流 分 布 的 磁感应 线 
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“3.4.3” 磁 单 极 子 


人 们 对 磁 现 象 的 最 早 认识 来 自 于 自然 界 磁铁 的 相互 作用 。 磁 铁 具 有 两 个 极 性 ,分 别称 
之 为 北极 CN 极 ) 和 南极 (S 极 )。 实 验 表明 , 同 极 相 斥 , 异 极 相 吸 。 上 述 现象 与 电荷 之 间 的 作 
用 规律 极为 相似 。 历 史上 库仑 等 人 受 此 启发 ,引入 磁 荷 概念 ,也 称 为 磁 单 极 子 。 

在 静电 场 中 ,电场 线 由 正 电 荷 出 发 ,汇聚 于 负电 荷 ,这 表明 电 单 极 子 是 存在 的 。3. 4. 2 
节 中 ,由 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 计算 了 几 种 稳 恒 电流 分 布 所 产生 的 磁感应 强度 ,其 磁感应 线 均 为 
闭合 曲线 。 理 论 上 可 以 进一步 证 明 任何 情况 下 磁感应 线 都 是 闭合 回 线 ( 详 见 3. 5. 1 节 ) ,这 
一 点 与 静电 场 完 全 不 同 。 大 量 实验 表明 ,磁场 中 的 N 极 和 S 极 总 是 成 对 的 ,至 今 未 观察 到 
单独 存在 的 磁 荷 。 这 表明 , 磁 荷 的 概念 尚 没有 从 实验 上 得 到 证 实 。 

尽管 如 此 ,人 们 在 对 静 磁 场 和 静 磁 相互 作用 的 分 析 中 提出 一 种 基于 磁 荷 概念 的 方法 , 称 
为 磁 荷 法 ,而 把 基于 电流 的 方法 称 为 电流 法 。 而 且 , 在 某 些 情况 下 , 磁 荷 法 比 电 流 法 更 为 简 
便 。 在 不 存在 传导 电流 的 空间 ,两 种 方法 具有 等 效 性 。 

近代 物理 中 ,科学 家 们 做 出 种 种 猜想 ,希望 用 磁 单 极 子 的 概念 理解 和 解释 一 些 物理 现 
象 。 早 在 1931 年 , 狄 拉 克 为 解释 电荷 的 量子 化 现象 ,把 量子 力学 与 宏观 电磁 理论 结合 起 来 
进行 研究 时 发 现 ,由 于 电荷 量子 化 , 在 微观 领域 允许 磁 单 极 子 的 存在 。 若 这 种 磁 单 极 子 的 
磁 荷 量 为 g, 根据 狄 拉克 的 电荷 量子 化 条 件 , 电荷 e 与 磁 荷 g 有 如 下 的 定量 关系 : 


[ie - 
«= (2) (3-51) 


式 中 ,为 任意 整数 ,c 为 真空 中 的 光速 ,h 为 普 朗 克 常 量 。 如 果 磁 单 极 子 存在 ,就 可 以 用 上 
式 解释 电荷 的 量子 化 现象 。1968 E, 吴 大 峻 和 杨振宁 推广 了 狄 拉克 的 理论 , 给 出 了 磁 单 极 
子 矢量 势 更 好 的 描述 方式 ,并 得 到 了 第 一 个 杨 -米尔 斯 场 方 程 的 解 ,这 个 解 描述 了 一 个 点 状 
且 到 处 带 有 1/r 势 的 磁 单 极 子 , 这 种 磁 单 极 子 被 称 为 吴 - 杨 磁 单 极 子 。 随 后 ,许多 物理 学 家 
从 多 个 方面 寻求 磁 单 极 子 。 直 至 最 近 几 年 , 有 些 凝 聚 态 物 理学 家 把 目光 投向 动量 空间 及 凝 
聚 态 物质 (如 自 旋 冰 ) 并 获得 磁 单 极 子 在 凝聚 态 物 质 中 存在 的 证 据 。 这 些 研 究 结果 相继 发 表 
在 (自然 多 科学 ) 等 重要 刊物 上 。 

综 上 所 述 , 磁 单 极 子 的 寻找 之 路 充满 谜团 ,虽然 迄今 末 果 ,但 物理 学 家 并 没有 因此 而 放 
弃 。 磁 单 极 子 到 底 存 不 存在 , 仍 需 拭目以待 。 


3.4.4 洛 伦 兹 力 


由 式 (3-44) 与 式 (3-47) 可 知 ,电流 回路 /在 电流 回路 / 的 磁场 中 所 受到 的 安培 力 ( 即 磁 
场 力 ) 为 


к= флаг хв (3-52) 
由 此 可 见 ,磁场 作用 在 任 一 电流 元 Та” й 9277 0 
dF = Іа X B (3-53) 


如 果 自 由 电荷 在 磁场 中 以 速度 w 运动 , 设 d 时 间 内 电荷 元 dQ 的 位 移 为 df 二 vdi, 由 于 
таг =ar 一 vdQ, 故 运动 电荷 元 dQ 所 受到 的 磁场 力 为 
dF = dQv X B (3-54) 


РЫ 


因此 ,磁场 对 以 速度 v 运动 的 电荷 Q 的 作用 力 
F=QoxB (3-55) 
称 为 洛 伦 兹 力 。 上 式 表 明 ,在 磁场 中 静止 电荷 不 受 洛 伦 兹 力 的 作用 ; 又 因为 洛 伦 效力 的 方 
向 与 速度 垂直 , 故 它 只 改变 速度 的 方向 而 不 改变 其 大 小 ,所 以 洛 伦 兹 力 不 做 功 。 在 显像管 和 
回旋 加 速 器 中 就 是 用 偏转 线圈 产生 的 磁场 改变 电子 的 运动 方向 。 
在 既 有 电场 又 有 磁场 的 空间 ,电荷 同时 受 库 仑 力 和 磁场 力 的 作用 。 以 速度 v 运动 的 点 
电荷 Q 所 受 的 洛 伦 效力 为 
Е= Q(E+ X B) (3-56) 
对 于 连续 的 电荷 分 布 , 由 于 ГА 二 JdV 一 vdQ, 故 vdQ 或 Qu 可 分 别 视 为 运动 的 电荷 元 或 点 
电荷 的 电流 元 ,于 是 运动 的 电荷 元 dQ 二 pdV 在 电磁 场 中 所 受到 的 作用 力 可 写 为 
dF = dQE + dQv X B = (pE +J X B)dV’ 
因此 ,单位 体积 的 运动 电荷 在 电磁 场 中 所 受到 的 力 ( 即 洛 伦 效力 密度 ) 为 
s=% = рЕ+ЈХВ (3-57) 
上 式 既 适用 于 载 流 导体 中 的 传导 电流 ,也 适用 于 运 流 电 流 。 安 培 力 与 洛 伦 效力 是 等 效 的 。 
磁场 中 载 流 导 线 所 受到 的 安培 力 就 是 导线 中 自由 电子 所 受到 的 洛 伦 效力 的 宏观 表现 。 洛 伦 
效力 或 治 伦 效力 密度 反映 了 电磁 场 对 运动 电荷 与 电流 的 作用 规律 ,因此 , 它 是 电磁 理论 的 重 
要 组 成 部 分 。 


3.5 хаў 、 稳 恒 磁 场 的 基本 性 质 

磁场 的 基本 性 质 是 通过 磁感应 强度 的 通 量 和 环 量 来 描述 ,对 应 于 微分 形式 即 为 磁感应 
强度 的 散 度 和 旋 度 。 通 过 引入 矢量 势 来 分 析 和 计算 磁场 .揭示 磁场 的 基本 性 质 极为 方便 。 

3.5.1 磁 通 连续 性 原理 

磁 通 的 定义 和 电场 中 玉 通 量 或 电 通 量 ( 即 D 通 量 ) 的 定义 类 似 。 在 磁场 中 磁感应 强度 
В 穿 过 某 一 曲面 S 的 通 量 , 称 为 磁 通 量 或 磁 通 。 表 示 为 

Yn = [s 。dS = | Bcossas (3-58) 

其 中 ,0 是 磁感应 强度 矢量 В 与 面 元 矢量 dS 之 间 的 夹 角 。 若 取 ds 与 该 处 的 B 同方 向 , 则 有 
44, 二 BdS, 于 是 в=%=, 可 见 B 的 值 是 单位 横 截面 积 中 通过 的 磁 通 量 ,因此 ,B 也 称 为 磁 
通 密 度 ( 即 磁 通 面 密度 ) 。 

如 静电 场 中 由 库仑 定律 推导 出 高 斯 定理 一 样 ,在 稳 便 磁场 中 可 由 安培 定律 或 毕 奥 - 萨 
尔 定律 推导 出 磁 通 连续 性 原理 (也 称 为 磁场 的 高 斯 定理 )。 对 式 (3-48) 取 散 度 ,并 注意 到 V 
是 对 场 点 (x,y,z) 的 微分 算 符 而 与 源 点 无 关 , 则 有 


у. В = | у. J еду 
= R° чу 


利用 如 下 的 矢量 微分 恒等式 


© е 
V- (зх) + (УХ J) (~) 
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Е ух fE = vx ы 


ЖЕ ЖЕ, н © 1 
由 于 J(Cz ,y ,> ) 是 源 点 的 函数 , 故 VXJ=0; 又 由 VE R Е?? R: R 


-vx vk = 0, Nt 


У. В = 0 (3-59) 
这 是 磁场 的 一 个 基本 方程 。 对 上 式 应 用 高 斯 散 度 定理 ,可 得 
Pp.as=0 (3-60) 


这 表明 磁场 是 无 通 量 源 的 场 , 即 B 线 总 是 呈 闭 合 回 线 ,因为 它 不 能 由 任何 闭合 面 内 发 出 
或 终止 , 故 穿 人 与 穿 出 任 一 闭合 面 S 的 磁 通 量 总 相等 。 表 述 磁场 这 个 基本 性 质 的 式 (3-59) 与 
式 (3-60) 称 为 磁 通 连续 性 原理 。 


3.5.2 矢量 势 及 其 微分 方程 


由 于 静电 场 是 无 旋 场 , 故 可 在 静电 场 中 引入 标量 电势 %, 从 而 从 另 一 个 方面 描述 静电 场 
的 基本 性 质 ,可 使 静电 场 问题 的 计算 得 以 简化 。 同 样 在 稳 恒 磁场 中 也 企图 找到 类 似 的 函数 ， 
以 简化 磁场 的 计算 。 因 为 Y. B 二 0, 由 矢量 分 析 可 知 , 任 一 矢量 场 F 的 旋 度 的 散 度 恒 等 于 
零 , 即 V， (VXF) 二 0。 因 此 ,B 可 以 表示 为 
B = VXA (3-61) 
式 中 ,4 称 为 磁场 的 矢量 势 或 矢量 磁 位 ,简称 矢 势 。 


矢量 势 4 的 表达 式 可 由 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 导出 。 由 于 v 站 一 一 站 一 一 盘 , 故 式 (3-48) 可 
改写 成 


B Bf J x vi av’ af vi x Jav’ 
利用 如 下 的 矢量 微分 恒等式 ， 
бк ый 1 
Ух = VE XJ + р XJ 
BN Jy ,x 是 源 点 的 函数 , 则 VXJ 二 0; 考虑 到 上 述 积分 是 对 源 点 进行 的 ,于 是 可 得 
如 Ј Я Ао Jf 
| p -vaf po 


AP, 


— № J(z yz) 
А(х,у,е) se R ` 


可 见 , 矢 势 A 的 方向 与 电流 密度 J 同方 向 , 它 的 每 一 个 分 量 可 以 通过 电流 密度 J 的 相 
应 分 量 来 计算 ,例如 在 直角 坐标 系 中 ,有 


dV’ (3-62) 


А. (х,узх) = Же R 
AA. = še: J 0653 2, , ç 
A,(z,ysz) йез RE dV (3-63) 
Be JA з У 
А.(х,у»х) = Bf dV 
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面 电流 和 线 电流 分 布 的 矢 势 分 别 为 
Al(z,y,z) = als Tsay ag (3-64) 
和 
АО: ы Е (3-65) 


由 此 可 见 , 由 电流 分 布 求 得 矢 势 4, 再 取 其 旋 度 即 得 磁感应 强度 B。 这 要 比 直 接 由 毕 
奥 - 萨 伐 尔 定律 计算 磁感应 强度 简便 得 多 ,因为 矢 势 A 的 每 个 分 量 可 以 通过 一 个 标量 积分 
来 计算 。 同 电场 中 的 场 量 E 与 $ 都 满足 到 加 原理 一 样 ,磁场 中 的 场 量 В 与 4 也 都 和 场 源 具 
有 线性 关系 , 故 它们 也 满足 释 加 原理 。 

无 限 长 直线 电流 的 磁场 与 无 限 长 直线 电荷 的 电场 类 似 , 如 果 电 流 工 沿 轴 流 动 为 正 , 则 
4(r) 只 有 > 分 量 ,建立 如 图 3-13 所 示 的 坐标 系 , 显 然 4(Cr) 与 (%,z) 无 关 , 由 式 (3-65) 可 得 距 
离 无 限 长 直线 电流 工 为 -的 任 一 点 的 矢 势 为 


A. = m a la = = = 1 rC 
最 后 ,得 
A= (61+), (3-66) 
或 
A= hn Sç, (3-67) 


式 中 ,C йа 都 是 与 矢 势 参考 点 有 关 的 常数 。 和 在 例 2. 4 中 求解 无 限 长 直线 电荷 的 电势 一 
样 , 无 限 长 直线 电流 的 矢 势 参考 点 不 能 选 在 无 穷 远 处 ,和 否则 矢 势 为 无 穷 大 。 

将 上 式 取 旋 度 , 便 可 得 到 式 (3-50) 。 

引入 矢 势 4 后 , 磁 通 还 可 以 用 矢 势 A 的 环流 来 计算 。 将 了 =VXA 代入 式 (3-58) ,并 应 
用 斯 托 克 斯 定理 ,得 


ЕКСЕ (3-68) 


其 中 ,! 是 围绕 曲面 S 边缘 的 闭合 路 径 。 

由 矢 势 A 可 以 唯一 地 确定 B, 但 由 B 并 不 能 唯一 地 确定 A ,因为 可 以 在 A 上 附加 任何 旋 
度 为 零 的 矢量 而 并 不 影响 B 的 值 。 由 于 任 一 标量 函数 /的 梯度 的 旋 度 必 等 于 零 , 于 是 A 一 
A' 二 A 十 V/。 这 种 自由 变换 称 为 规范 变换 。 为 确定 A, 需 对 它 加 上 一 个 辅助 的 限制 条 件 。 
下 面 ,对 4 的 散 度 来 进行 限制 。 

因为 J(x ,y,x ) 是 源 点 的 函数 ,而 V 是 对 场 点 的 微分 算 符 ,由 式 (3-62) 有 


ef „Ж ә tf ола 
У. А Ах. gY RV ут aT VF dV 


HF 11 Var (yT GC r У = VE IV BE 2 09 
矢量 微分 算 符 。 应 用 如 下 矢量 微分 恒等式 : 
ПРЕ ОЕ ТРЕ 
Ада тру Ј 
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得 V-A ва р.у 1 Lav’ а У. ау У Jav’ 
4т. 4rJv R 


аф Leds, uf Yav 


式 中 ,S' 是 包围 所 有 电流 分 布 区 域 V' 的 闭合 曲面 ,因而 没有 电流 通过 S', 故 上 式 中 第 一 项 的 
闭合 面积 分 为 零 ; 而 由 稳 恒 电流 的 连续 性 可 知 V。，J= 二 0, 则 上 式 中 的 第 二 项 体积 分 为 零 。 
因此 ,VA 二 0。 如 果 选 择 


У. А = 0 (3-69) 
是 很 方便 的 。 这 种 选择 称 为 库仑 规范 条 件 。 
前 面 已 根据 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 导出 了 磁 通 连续 性 原理 和 矢 势 4 的 表达 式 ,由 此 定律 还 


可 以 导出 矢 势 4 所 满足 的 微分 方程 。 由 于 v 丰 = 一目 一 一 盘 , 并 注意 到 了 是 源 点 的 矢量 函 
数 ,v 是 对 场 点 的 微分 算 符 ,由 式 (3-62) 可 得 
тл = | yvela =ef, А2014 аруа ек ay’ 


HH RZ0 时 ， у. =: RITO, 因此 上 式 只 可 能 在 r=r' 的 点 上 不 为 零 , 可 参考 第 
2 章 6 函数 及 式 (2-52) ,于 是 体积 分 仅 需 对 包围 该 点 的 小 球 积分 ,这 时 JO. y.) = (т, 
yz) 可 提出 积分 号 外 ,并 应 用 高 斯 散 度 定理 , 则 有 


VA њу у. av “р ы ` as' 


=- t dQ =— fe Jax 


即 
МА =— pJ (3-70) 
这 就 是 矢 势 4 的 泊 松 方程 。 式 (3-62)、 式 (3-64) 和 式 (3-65) 是 上 式 在 相应 电流 分 布下 
的 特 解 。 在 直角 坐标 系 中 ,上 式 可 表示 成 三 个 标量 的 微分 方程 , 即 
МА, =— m]: VA, =— p], VA, =— p]: (3-71) 
式 (3-63) 是 式 (3-71) 中 对 应 分 量 的 特 解 。 
在 无 电流 分 布 的 区 域 ,J 二 0, 矢 势 4 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
VA=0 (3-72) 
此 矢量 微分 方程 在 直角 坐标 系 内 同样 可 以 分 解 为 三 个 标量 微分 方程 。 求 解 矢 势 各 分 量 
的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 可 得 到 矢 势 的 各 个 分 量 , 然 后 进行 矢量 合成 便 获得 矢 势 A, 进 而 
求 其 旋 度 即 得 到 磁感应 强度 B。 因 此 ,与 给 定 电荷 分 布 求解 电场 的 问题 一 样 ,对 于 给 定 电流 
分 布 求解 稳 恒 磁场 的 问题 ,仍然 可 以 归结 为 求解 矢 势 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 的 问题 。 


REAR: 用 和 失势 法 求 磁场 的 方法 可 概括 为 : 
Tz ye) uv 
_ AG = 48|, = ду BERK 
方法 1: 由 已 知 J(Js、D > А >B; 


мд = 
方法 2 ера зе а RVA a 
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例 3.6 设 均匀 磁场 的 磁感应 强度 为 Bu ,其 方向 沿 坐标 系 内 的 = 轴 方 向 。 试 求 它 的 矢 
量 势 。 
解 ”利用 磁 矢 势 和 磁感应 强度 的 关系 。 由 于 Bo 二 Bue- 一 VX4, 其 中 B, 为 常数 。 若 采 


用 圆柱 坐标 系 ,考虑 到 问题 的 轴 对 称 性 及 在 = 方向 无 变化 , 即 有 队 一 0 与 给 ==0, 于 是 有 
е. е. 
r е, # 
2 _ е д(тА„) , дА, _ 
= = « |“ жж ак 6 
A, РА, А. 
得 
1 nA дА. _ 
езшш. И аш. 
可 见 A. 为 一 常数 ,可 令 它 为 零 , 即 A. 二 0。 则 有 
rA, = в, [а = Тв +C 
当 r=0 时 ,A 为 有 限 值 ,于 是 式 中 的 常数 C=0。 故 
А, = Br 
即 A=A,e,=+Bre, 
本 题 若 采用 直角 坐标 系 , 据 В, =В,=0,В.=В,.Ж 
er е, е. 
д д 
УХА = | 去 95 
А, А, А, 
得 
дА, ӘА, дА. дА. 
22 ду H ду Шы? 
观察 上 式 , 可 得 出 一 组 解 为 
А, =A.=0, A,=—B,y 


同 理 , 还 可 得 出 另 一 组 解 为 
А. = А. = 0, А, = Вх 

除 此 之 外 ,还 存在 其 他 形式 的 解 。 

不 难 验证 ,虽然 上 述 几 种 解 均 满 足 库仑 规范 Y。 4 一 0, 但 仍 不 能 保证 解 的 唯一 性 。 事 实 
上 ,由 于 VXA 二 VX (А + ур) = 了 ,所 以 在 所 求 的 4 中 增 减 一 项 Ww 都 会 对 应 同一 个 B。 经 典 
电磁 理论 认为 ,4 的 这 种 任意 性 表明 其 本 身 没有 直接 的 物理 意义 ,只 有 A 的 环 量 才 具有 明 
确 的 物理 意义 。 近 代 物 理 研究 发 现 .即使 在 В=0 的 地 方 .A 也 可 以 单独 产生 可 观察 的 物理 
效应 ,这 就 是 著名 的 A-B 效应 。 

需要 指出 的 是 ,在 矢 势 为 零 的 点 上 磁感应 强度 并 不 一 定 为 零 。 
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延伸 思考 : 试 求 一 通 有 恒定 电流 工 的 线 电流 圆 环 轴线 上 任 一 点 的 失势 人 ,能 否 根据 其 值 
计算 出 轴线 上 任 一 点 的 磁感应 强度 ? 


3.5.3 安培 环 路 定律 


磁感应 线 呈 闭合 回 线 , 车 沿 这 些 闭合 回 线 积分 , 则 В 的 闭合 回路 线 积分 不 会 为 零 。 这 
与 静电 场 有 着 本 质 的 不 同 。 利 用 磁感应 强度 的 旋 度 公式 可 导出 其 环 路 所 服从 的 规律 。 
对 B= 二 VXA, 求 旋 度 : 
Ух B = VX VX A = У(У. A)— VA 
利用 矢 势 4 的 泊 松 方程 只 4 三 一 poJ ,并 结合 库仑 规范 条 件 Y. A 二 0, 得 
VX B = pJ (3-73) 
该 式 表 明了 磁场 的 另 一 个 基本 性 质 , 即 磁场 是 有 旋 场 ,其 洲 涡 源 是 该 点 的 电流 密度 ,此 
式 即 为 安培 环 路 定律 的 微分 形式 。 
式 (3-73) 对 应 的 积分 形式 为 
фв «dl = mfa “dS = mI (3-74) 


其 中 ,S 为 以 ! 为 边界 的 任意 曲面 ,此 式 为 安培 环 路 定律 的 积分 形式 。 它 表明 В 沿 任 一 闭合 
回路 (安培 环 路 ?的 环流 等 于 该 闭合 回路 所 包围 的 总 电流 工 乘 以 po o 


特别 提醒 : 闭合 回路 ! 所 包围 的 总 电流 了 是 ! 包围 的 所 有 电流 的 代数 和 , 且 与 闭合 回路 / 
符合 右手 螺旋 关系 的 电流 为 正 , 反 之 为 负 。 


积分 形式 的 安培 环 路 定律 不 仅 表明 了 磁场 的 性 质 ,而 且 在 计算 某 些 电流 分 布 的 磁场 问 
题 中 非常 有 用 。 和 静电 场 中 应 用 高 斯 定理 一 样 , 在 一 般 的 电流 分 布 情形 下 ,由 于 矢量 积分 的 
困难 ,不 能 用 安培 环 路 定律 的 积分 形式 由 电流 分 布 求 得 B。 但 当 电 流 分 布 具 有 简单 的 对 称 
性 时 ,可 作 一 安培 环 路 ,在 积分 路 径 即 安培 环 路 上 各 点 B 的 值 相 同 , 且 其 方向 与 路 径 平行 或 
与 一 部 分 路 径 垂直 ,可 由 安培 环 路 定律 的 积分 形式 求 得 B。 

例 3.7 已 知 同 轴线 的 内 外 导体 中 载 有 等 值 而 异 号 的 电流 
I( 见 图 3-16), 设 导体 内 电流 分 布 均匀 。 试 计算 同 轴线 内 的 磁 
感应 强度 。 

解 ” 在 以 同 轴线 的 轴线 为 轴 的 圆柱 坐标 系 内 , 同 轴线 的 
磁场 具有 轴 对 称 性 。 

当 rn (内 导体 内 ) 时 ,应 用 安培 环 路 定律 ,有 

js. * dl = 2zrB, Birr ы 


1 


图 3-16 计算 同 轴线 的 磁场 


в, = Ír 


Е Pari? 
"á r Krr СИРКЕ ПН], A 
фв, * dl = 2zrB, = 1 
1 


90 411 电磁 场 与 电磁 波 


即 B: =B, 


2rr 
Щл, г<, OFEA, A 
x(r'—ri)1 
фв, + dl = 2xrB; [1 к =) 
ТЕУ ЖУК >r) ЙИ] @ E о EA S rB йе у Ж. BOA 5 ТЖ Эй, ИП 
В, = 0 

0) 3.8 载 有 均匀 面 电流 密度 为 js 的 无 限 大 薄 导 体 平板 , 试 求 空间 任 一 点 的 磁感应 
强度 。 

解 ”用 安培 环 路 定律 。 以 平板 所 在 平面 为 Oy 坐标 面 ,zx 轴 为 该 平面 的 法 线 , 设 电流 
密度 的 方向 为 xz 轴 负 方向 , 则 可 以 根据 定性 分 析 得 出 磁感应 强度 的 方向 沿 y ñH. ETE F fn; 
在 yOz 平面 上 取 一 横 跨 平板 且 关 于 平面 对 称 的 矩形 闭合 回路 为 安培 环 路 , 绕 行 方向 为 顺 时 
针 , 如 图 3-17 所 示 。 


2 _ „2 
则 в, = 20173 =: Я 


. 
2xr i-r 


(а) 电流 分 布 示意 图 (b) 安培 环 路 示意 图 
图 з-17 计算 无 限 大 载 流 平面 周围 的 磁场 
应 用 安培 环 路 定律 ,有 


$s * dl = B, Ay + B, Ay + B, Azcos F + B, Azcos Е = poJsAy 


eys ?之 0 


ese, y<0 


3.5.4 ”真空 中 稳 恒 磁场 的 基本 方程 


稳 恒 磁场 的 两 个 基本 性 质 由 磁 通 连续 性 原理 和 安培 环 路 定律 来 表征 , 即 
积分 形式 微分 形式 


фв.ав—о у-в=0 

Ө (3-75) 
$B -dt = 1 VX B = pJ 

A 


这 表明 稳 恒 磁场 是 无 散 有 旋 场 ,电流 是 磁场 的 洲 涡 源 。 


第 3 章 ， 稳 恒 电 场 与 磁场 |P 91 


稳 恒 磁场 的 基本 方程 也 可 以 通过 矢 势 A 所 满足 的 泊 松 方程 4 一 一 peJ 来 描述 。 前 面 
已 指出 ,对 于 由 电流 分 布 求解 磁场 的 问题 ,可 以 归结 为 求解 满足 给 定 边界 条 件 的 矢 势 4 的 
泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 (无 电流 分 布 的 区 域 只 4 一 0) ,然后 取 矢 势 的 旋 度 便 可 求 得 磁感应 
强度 召 。 该 方法 在 分 析 较 复杂 的 磁场 边 值 问题 中 较为 常用 ,并 且 在 电磁 辐射 问题 中 用 来 求 
解 辐射 场 等 。 


3.6 磁 偶 极 子 及 磁场 对 其 的 作用 


3.6.1 磁 偶 极 子 的 磁场 


磁 偶 极 子 也 是 一 种 理想 模型 。 当 一 个 小 电流 环 的 几何 尺度 远 小 于 距 所 讨论 的 场 点 的 长 
度 时 ,该 电流 环 就 称 之 为 一 个 磁 偶 极 子 。 下 面具 体 计算 磁 偶 极 子 产 生 的 磁感应 强度 B. 

如 图 3-18(a) 所 示 ,P 为 场 点 。 采 用 球 坐标 系 , 使 电流 圆 环 的 轴线 与 轴 重 合 ,并 取 圆 
环 的 中 心 为 原点 , 设 圆 环 的 半径 为 a。 由 于 对 称 ,磁场 与 方位 角 无 关 , 故 取 P 的 坐标 为 
(7,0,0)。 

图 3-18(b) 为 图 3-18(a) 在 Oxy 平面 上 的 投影 , 因 忆 点 取 在 Ozx 坐标 面 内 ,对 圆 环 上 任 
一 电流 元 Il ,总 有 一 个 和 它 关于 Оле 面 对 称 的 电流 元 Гар, ЙО у 分 量 相 加 而 z 分 量 相 
互 抵消 , 故 只 需 计算 场 点 P 处 у 方向 ( 亦 即 方位 角 方 向 ) 的 矢 势 ,对 于 绕 = 轴 的 其 他 半 平 面 
情况 亦 同 В 


, 


A, = 21 ù” (ад )cosg' 
r Ax Јо R 


(a) 计算 电流 元 在 场 点 的 矢 势 元 (b) 矢 势 元 的 合成 


3-18 计算 电流 圆 环 的 磁场 


由 图 3-18(a) 可 得 = = rcos0.u2 = (rsin0)° + a° — 2ағѕіпбсоѕф' , R? =? 4-и? =r +a 一 
2arsinbcosp' ,因为 a<<r, 可 应 用 牛顿 二 项 式 定理 ,并 略 去 高 阶 小 项 ,得 


11 а?а. Р ра ү. , 
R F Ü + “+ sinĝcosg ) == +Í: 972 + = sin0cos$ ) 
г ai , а? а , , 
А, а= cosg (1 27 + = sin0cose |dp 
= ml za. 


42 2 sin0 = eB sing (3-76) 
r пг 
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故 


à= 2215 sinde, (3-77) 
т 


其 中 ,S 二 xa? 是 圆 环 的 面积 。 
在 球 坐 标 系 中 ,由 4 可 求 得 磁感应 强度 B 为 
e, re rsinĝe, 


1 |a 3 a IS . 
0 Эр 1025 (?созбе, + зїпбе,) (3-78) 


0 0 rsingA, 
将 上 式 和 表示 电 偶 极 子 的 电场 强度 的 式 (2-56) 对 比 可 知 ,两 者 形式 相似 。 可 见 ,TS (Е 
为 一 个 整体 决定 着 空间 的 矢 势 。 因 此 ,可 定义 其 磁 偶 极 矩 为 
m = IS (3-79) 
式 中 ,$S 是 电流 回路 所 包围 的 面积 矢量 ,其 方向 与 电流 为 正 的 绕 
行 方向 符合 右手 螺旋 关系 。 磁 偶 极 矩 既 反映 了 其 属性 不 仅 与 分 
布 的 电流 有 关 ,而 且 与 形状 .尺寸 .电流 的 流动 方向 都 有 关 。 
对 于 形状 一 般 的 平面 电流 回路 ( 见 图 3-19), 因 其 面积 


B = VXA 


量 为 
S 一 1 ха’ (3-80) 
故 电流 环 的 磁 偶 极 矩 的 一 般 表 示 式 (3-79) 可 写 为 图 3.19 和 企 二 小 电流 国 路 
т = tfr хта’ (3-81) 的 磁 矩 
对 于 体 电流 和 面 分 布 ,由 于 Ја =JdV'=JsdS' , 故 它们 的 磁 矩 分 别 为 
Б e 2 А 
т = 1%, хЈау (3-82) 
т = и х Ј45' (3-83) 
于 是 ,表示 磁 偶 极 子 的 矢 势 即 磁 偶 极 势 的 式 (3-77) 可 以 写成 更 一 般 的 形式 ,为 
— г тх Е Р 
= ы (3-84) 
磁 偶 极 子 在 远 处 所 产生 的 磁感应 强度 则 为 
руд 0 ру [ТХЕ к, 
B= уха = Ë vx ("= ) (3-85) 


利用 矢量 恒等式 ,可 得 上 式 和 表示 电 偶 极 子 的 电场 强度 的 公式 相对 应 。 若 令 т = те. AA 
式 (3-85) , 便 可 得 到 式 (3-77) , 即 与 式 (2-56) 的 对 应 形式 为 


= Тт (созбе, 十 singe) (3-86) 
л?” 


磁 偶 极 子 的 场 图 与 图 3-15(b) 类 同 。 
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答疑 解 惑 : 可 以 看 到 ,上 述 计算 中 采用 的 近似 计算 方法 与 计算 电 偶 极 子 的 电场 很 相似 。 
在 这 里 , 若 用 精确 的 表达 式 计 算 磁 和 失势 ,过 程 相当 烦琐 ,其 复杂 的 表达 式 甚 至 掩盖 掉 原 本 
较为 清晰 的 物理 图 像 。 所 以 有 的 时 候 ,可 以 “ 抓 大 放 小 ”, 而 不 要 “斤斤计较 ”, 这 样 做 完全 
可 以 满足 工程 问题 的 精度 要 求 ,这 也 是 读者 通过 学 习 电 磁场 理论 需要 培养 的 一 种 应 用 
能 力 ! 


3.6.2 稳 恒 人 磁场 对 磁 偶 极 子 的 作用 


由 安培 定律 和 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 可 知 ,磁场 中 的 任 一 电流 元 将 会 受到 磁场 力 的 作用 。 
图 3-20(a) 所 示 的 小 矩形 电流 回路 ,其 磁 矩 m 的 方向 与 B 的 夹 角 为 0。 磁场 中 的 电流 元 所 
受到 的 力 为 dF 二 Id1XB。 由 于 bc 段 与 da 段 上 的 每 一 对 电流 元 所 受到 的 力 等 值 而 反 向 且 
位 于 同一 直线 上 ,因而 互相 抵消 。ab 段 与 cd 段 上 的 电流 所 受到 的 力 的 大 小 为 Fl 二 Fi= 
I41B, 但 由 于 F, 与 Fi 的 方向 相反 ,上 且 二 力 之 间 的 垂直 距离 为 /sin0( 见 图 3-20) , 故 它们 所 受 
到 的 力矩 为 


T=F, sin) + F а sin0 = IlilsBsing = JSBsing 


其 中 ,S=44 。 上 式 可 以 写成 如 下 的 矢量 形式 : 
T= ISXB=mXB (3-87) 
实际 上 ,电流 回路 的 磁 矩 与 回路 的 形状 无 关 , 故 上 式 也 适用 于 一 般 的 电流 回路 。 由 
式 (3-87) 可 知 ,处 于 稳 恒 磁场 中 的 电流 回路 因 受 到 力矩 的 作用 而 转动 ,使 其 磁 矩 m 与 B 同 
方向 ,这 是 磁 介质 在 外 加 磁场 中 磁化 的 微观 机 理 。 


(а) 各 段 电流 所 受到 的 力 (b) 长 度 关系 
3-20 ”矩形 电流 回路 在 磁场 中 所 受到 的 力矩 


3.7 物质 的 磁化 和 磁场 强度 


3.7.1 物质 的 磁化 与 磁化 强度 


按照 近代 物理 的 理论 ,在 物质 的 原子 结构 中 ,电子 围绕 原子 核 作 轨道 运动 ,同时 还 作 自 
旋 运动 。 原 子 中 各 电子 的 轨道 运动 磁 矩 与 自 旋 磁 矩 的 矢量 和 构成 了 原子 磁 矩 。 在 外 磁场 
中 ,原子 磁 矩 适当 取向 ,于 是 在 宏观 上 出 现 磁 矩 ,该 现象 称 为 物质 的 磁化 。 磁 化 后 的 物质 具 
有 了 磁性。 根据 磁化 的 方式 不 同 , 物 质 的 磁性 可 分 为 抗 磁性 、 顺 磁性 和 铁 磁 性 等 。 

在 抗 磁性 物质 的 原子 中 ,具有 相反 方向 的 轨道 运动 和 自 旋 运 动 的 电子 成 对 出 现 ,其 磁 矩 
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都 被 抵消 , 故 原 子 净 磁 矩 为 零 。 这 与 电介质 中 的 无 极 分 子 类 似 。 在 外 磁场 中 ,电子 的 轨道 运 
动 发 生 改 变 而 产生 与 外 磁场 方向 相反 的 附加 磁 矩 ,如 图 3-21(a) 所 示 , 外 磁场 被 削弱 , 故 称 
为 抗 磁性 ,也 称 为 感应 磁化 。 所 有 物质 都 具有 抗 磁性 ,只 是 有 些 物 质 的 抗 磁性 与 它 的 其 他 磁 
性 相 比 居于 次 要 地 位 罢了 。 

物质 的 顺 磁性 和 铁 磁性 来 源 于 原子 磁 矩 。 在 顺 磁 性 物质 中 ,由 于 原子 内 的 电子 磁 矩 未 
被 完全 抵消 而 存在 固有 原子 磁 矩 。 在 无 外 磁场 时 ,这 些 原 子 磁 矩 排 列 凌 乱 , 故 任意 小 的 宏观 
体积 内 的 净 磁 矩 为 零 。 在 外 磁场 的 作用 下 ,各 原子 磁 矩 按 外 磁场 方向 顺 向 排列 ,但 热 骚动 破 
坏 了 这 种 排列 ,结果 在 外 磁场 方向 产生 了 一 个 取向 的 净 磁 矩 , 如 图 3-21(b) 所 示 , 外 磁场 被 
加 强 , 故 称 为 顺 磁性 ,这 与 电介质 中 有 极 分 子 的 取向 极 化 相似 。 物 质 的 抗 磁性 和 顺 磁性 都 很 
微弱 。 

铁 磁性 物质 的 内 部 存在 着 所 谓 “ 磁 畴 ”的 自发 磁化 区 域 。 在 磁 畴 内 ,由 于 电子 之 间 的 某 
种 交换 作用 ,使 得 由 电子 自 旋 净 磁 矩 引起 的 各 原子 磁 矩 排列 一 致 。 在 无 外 磁场 时 ,各 磁 畴 的 
磁化 方向 不 同 , 因 而 不 表现 出 宏观 磁 矩 ,如 图 3-21(c) 所 示 , 在 外 磁场 的 作用 下 ,磁化 方向 与 
外 磁场 方向 接近 的 磁 畴 增 大 ( 磁 畴 壁 位 移 ) ,然后 随 着 外 磁场 的 增 大 ,各 磁 畴 的 磁化 方向 集体 
转向 外 磁场 方向 , 故 铁 磁性 物质 表现 出 巨大 的 磁性 。 


(a) 抗 磁性 (b) 顺 磁性 (с) 铁 磁性 
图 3-21 物质 的 磁性 


在 实际 应 用 中 广泛 使 用 多 种 铁 磁性 材料 。 例 如 ,电机 、 变 压 器 中 使 用 的 硅钢 片 、 坡 莫 合 
金 以 及 通信 设备 中 使 用 的 软 磁 铁 氧 体 ( 如 磁性 天 线 、 高 频 磁 芯 ) 等 软 磁 材 料 ; 扬声器 、 电 和 铃 中 
使 用 的 磁 钢 、 钢 铁 氧 体 及 磁悬浮 列车 可 使 用 的 有 巨大 永 磁性 的 狂 铁 确 等 硬 磁 材料 ; 有 和 矩形 
磁 滞 回 线 的 记忆 磁 芯 的 矩 磁 材 料 ; 具有 磁 滞 伸缩 效应 的 压 磁 材料 ; 微波 隔离 器 、 环 形 器 法 
拉 第 旋转 相 移 器 等 微波 器 件 中 的 旋 磁 材料 等 。 

从 磁性 的 角度 观察 物质 , 称 为 磁 介质 。 设 磁 介 质 中 体积 元 dV 内 有 N 个 原子 ,在 外 磁场 
方向 上 一 个 原子 的 平均 净 磁 矩 为 严 , 单 位 体积 内 的 原子 数 为 n, 则 将 单位 体积 的 总 磁 矩 称 为 
磁化 强度 ,用 矢量 M 表示 , 即 


. Nm 
Me y = 0 дуг 


磁 介 质 中 的 磁化 强度 M 与 电介质 中 的 电极 化 强度 P 相对 应 ,二 者 都 是 宏观 量 。 


nm (3-88) 
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3.7.2 磁化 电流 


与 极 化 后 的 电介质 内 及 其 表面 上 出 现 束 缚 电荷 一 样 ,磁化 后 的 磁 介 质 内 及 其 表面 上 会 
出 现 磁化 电流 。 下 面 推导 它 与 磁化 强度 M 的 关系 式 。 

iz S' 为 介质 内 部 的 一 个 曲面 ,其 边界 线 为 ,如 图 3-22 所 示 。 为 了 求 出 磁化 电流 密度 
J ,首先 须 计算 穿 过 面 的 总 磁化 电流 L... HE 3-22 可 知 ,分 布 在 S' 上 的 分 子 电 流 中 ,一 部 
分 只 穿 出 或 穿 人 该 曲面 ,一 部 分 同时 穿 入 且 穿 出 。 对 于 穿 过 面 的 总 电流 有 贡献 的 部 分 只 有 
前 者 ,这些 分 子 电流 被 边界 线 链 环 着 。 因 此 ,通过 “的 总 磁化 电流 应 等 于 被 边界 线 链 环 着 的 
分 子 个 数 乘 以 每 个 分 子 电流 i。 


(a) 曲线 /包围 的 分 子 电 流 (b) 与 线 元 d/' 交 链 着 的 分 子 电流 
图 3-22 磁化 电流 的 安培 模型 
设 分 子 电流 围 的 面积 为 ,在 边界 /上 取 线 元 df ,做 一 个 以 该 线 元 为 轴线 、a 为 底面 积 
的 圆柱 体 元 ae。d! 。 若 分 子 电流 位 于 该 体 元 内 , 则 该 分 子 电流 就 被 链 着 。 设 单位 体积 的 分 
子 数 为 n, 则 被 边界 / 链 环 着 的 分 子 电 流 数 为 中 na dl。 因此 ,通过 S 的 总 磁化 电流 为 


In =$ ina а фат а фм аг | VX М. dS’ 
г г г 5 


根据 电流 与 电流 密度 的 关系 : Ia = | Ja 457, 得 
Ja = VX M (3-89) 
上 面 考虑 的 是 磁化 体 电流 分 布 。 在 介质 表面 的 磁化 面 电流 ,也 可 以 用 类 似 的 方法 进行 
分 析 。 在 介质 内 部 非常 靠近 表面 的 地 方 (厚度 在 原子 、 分 子 尺度 ) ,选择 线 元 Ann JEP а 
是 表面 上 的 一 个 单位 矢量 ( 见 图 3-23)。 则 根据 上 面 的 分 析 , 与 该 线 元 相 佼 链 的 电流 为 
ы = М.а = М.А 
对 应 的 电流 密度 为 


I 
А, Ма =M. 


如 果 考 虑 方向 ,并 注意 图 3-23 中 的 坐标 系 , 则 

Jsa 一 Mi Ga X n) = (Miti) Хп = M, хп 
同 理 , 可 以 考虑 与 其 正 交 方向 上 的 面 电流 密度 ,为 

Jsa = M,(t, X n) = (Mts) Хп = M, Хп 
于 是 ,表面 上 的 面 电流 密度 矢量 为 


Jsm = 


96 ll 电磁 场 与 电磁 波 


Jsm = Jsm + Јә = (M, +M,) Хп = M X n 
即 
Јѕ =MXn (3-90) 


Ш 


图 3-23 ”磁化 面 电流 密度 的 示意 


磁化 电流 密度 也 可 以 从 磁 偶 极 矩 的 定义 出 发 直接 导出 。 这 个 过 程 牵涉 到 较 多 矢量 分 析 
的 内 容 , 初 学 者 也 可 以 跳 过 此 推演 过 程 , 了 解 其 思想 及 结论 即 可 。 


因为 号 一 一 丰 , 则 式 (3-84) 表 示 的 磁 偶 极 势 变 为 


ш т< Е po yl 
a 4r Rš ж” R 


由 于 在 磁 介 质 中 体积 元 АЯУ” A J у Мау”, с (E д т p= E IJ 2 ЕЗУ Пу G Ж 
= Lav’ 
4А =— [EM X VdV 
WRAVE = VE WEE V РИЙ ЧЕЙ B fE Я TE ЛЕП ЗУ 


= <v Lav’ 
A MX V RYV 


4xJ v 
利用 矢量 微分 恒等式 : 
1 1 1 1 1 
Ух М VRXM+TRYXM MXY рУ ХМ 
Е Ho УМ Ho мә 
则 有 A= | УХМау' 一 各 | v < May 
再 应 用 矢量 积分 恒等式 ( 旋 度 定理 ) : 
М.» M , M А 
Ју х Мау от х ds ф М х пав 


其 中 ,S' 是 包围 体积 V' 的 闭合 曲面 ,n 是 该 闭合 面 外 法 线 方 向 上 的 单位 矢量 ,于 是 有 
pl YXM pf МхХп с 5 
A wf R ау +} Е dS (3-91) 
将 上 式 中 两 个 积分 分 别 与 体 电 流 和 面 电 流 分 布 的 矢 势 表 示 式 (3-62) 和 式 (3-64) 对 比 ， 


可 见 上 式 中 的 两 个 被 积 函 数 的 分 子 分 别 对 应 于 一 个 等 效 的 电流 密度 , 即 
J. = VXM | 


(3-92) 
Jsa = MX n 
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特别 说 明 : 一 般 地 ,在 用 直接 积分 式 计算 由 电流 源 ( 电 荷 源 ) 产 生 于 某 一 场 点 的 磁场 ( 电 
场 ) 时 , 源 点 的 坐标 用 加 搬 的 变量 表示 , 场 点 的 坐标 不 加 搬 。 但 在 不 引起 概念 混淆 的 情况 
下 , 源 点 的 坐标 一 般 用 不 带 撤 的 变量 。 比 如 电流 密度 分 布 ,一 般 用 J(r) 表 示 , 而 不 用 
J(r ) 表 示 。 式 (3-92) 中 已 把 作用 在 M 上 的 算 符 Y 上 的 一 搬 略 去 ,但 仍 理解 为 对 源 点 坐 
标的 导数 。 特 别 地 ,对 于 场 点 有 源 的 问题 , 源 点 的 坐标 也 是 场 点 的 坐标 ,一 般 不 能 用 带 搬 
的 变量 。 例 如 求解 磁 和 失势 满足 的 泊 松 方程 只 4A(r) 王 一/oJ(Cr) 等 。 


37.3 ”磁场 强度 与 磁 介 质 中 的 安培 环 路 定律 


在 磁 介 质 中 不 但 要 考虑 自由 电流 所 产生 的 磁场 ,还 要 考虑 磁化 电流 的 附加 作用 ,正如 电 
介质 中 静电 场 的 情形 一 样 。 因 此 ,对 于 磁 介 质 , 式 (3-73) 应 改写 为 
VX B = p (J + J.) (3-93) 
这 表明 自由 电流 密度 J 和 磁化 电流 密度 J 都 是 磁 介 质 中 磁感应 强度 的 洲 涡 源 。 
将 J 二 VXM 代入 式 (3-93), 得 
ух 2 = J+VxM 
即 
ух (Ë-u)=J (3-94) 


po 
可 见 , 矢 量 В м} йй ы йн Ну 有 关 。 为 避免 直接 计算 磁化 强度 М 


的 麻烦 ,与 在 电介质 中 引入 电位 移 矢 量 D==eoE 十 P —F ,在 磁 介 质 中 也 引入 一 个 辅助 矢量 : 
В 


Ва (3-95) 
称 之 为 磁场 强度 。 于 是 
B = m (H +M) (3-96) 
这 样 , 式 (3-94) 便 简化 为 
VX H = J (3-97) 


这 就 是 磁 介 质 中 安培 环 路 定律 的 微分 形式 。 
对 上 式 两 端 进行 面积 分 ,并 应 用 斯 托 克 斯 定理 ,可 以 得 到 磁 介 质 中 安培 环 路 定律 的 积分 
形式 为 
фн -di=I (3-98) 
上 式 表 明 ,磁场 强度 H 沿 任 一 闭合 回路 的 线 积分 等 于 该 闭合 回路 所 包围 的 总 自由 电 
ЙГ. 
磁场 可 以 用 磁感应 线 (B 线 ) 来 描写 ,同样 也 可 以 用 磁力 线 (H 线 ) 来 表示 各 点 磁场 的 大 
小 和 方向 。 
实验 指出 ,对 于 除 铁 磁 物质 以 外 的 均匀 ,线性 和 各 向 同性 的 磁 介 质 ,M 与 H 成 正比 , 即 
M = Х.н (3-99) 
式 中 ,比例 常数 Х„ 称 为 磁化 率 。 将 上 式 代 入 式 (3-96) ,得 
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B=p(1+X,)H= Н = pH (3-100) 
式 中 ， 
B= popr = n (1 +X.) (3-101) 
称 之 为 磁 介 质 的 磁 导 率 。j, 称 为 相对 磁 导 率 , 即 
= =“ = 1+X,, (3-102) 
“o 


АГ PEHI JE X. 20. HE ЖСН 107°, R tj Е Ж; 抗 磁性 物质 的 x. <o, 
其 值 的 数量 级 为 10 ,与 温度 无 关 。 真 空中 ,Xo 二 0。 因此， 
对 于 顺 磁 性 和 抗 磁性 物质 以 及 空气 ,Xe。s0,ms1。 对 于 铁 
磁性 材料 ,通常 用 图 3-24 所 示 的 磁 滞 回 线 即 B~ H 曲线 来 
表示 B 与 也 间 的 非 线性 关系 。 因 此 , 铁 磁性 物质 的 磁 导 率 
不 是 常量 ,其 值 很 大 ,可 变化 几 个 数量 级 。 它 是 H 的 函数 
并 与 材料 的 磁化 历程 有 关 。 在 很 小 的 磁场 中 ,大 多 数 未 经 
处 理 的 铁 磁 材 料 ( 软 磁 材 料 ),B 与 H 的 关系 仍 是 线性 的 。 


2003-99) ~ 203-102) 9 МУВАН 280% 
1 1 图 3-24 ЖЕНО RA H P| Ж 
М = („= 1)Н = (+--+) (3-103) 
po и 


式 (3-92) 和 式 (3-103) 是 磁 介质 的 磁化 规律 。 由 式 (3-93)、 式 (3-97) 和 式 (3-100) 可 得 
po (J + J. )= uJ 


即 
J. = (а —1)J (3-104) 
式 (3-104) 说 明 在 均匀 ,线性 和 各 向 同性 的 磁 介 质 中 ,磁化 电流 密度 Ja 与 自由 电流 密 


度 了 成 正比 。 上 式 和 电介质 中 的 束缚 电荷 密度 内 一 一 一。 相对 应 。 


Er 


3.7.4 ”人 磁 介 质 中 稳 恒 磁场 的 基本 方程 


在 有 磁 介 质 中 ,描述 磁场 性 质 的 物理 量 除 基 本 物理 量 一 一 磁感应 强度 外 ,还 引入 了 辅助 
物理 量 一 一 磁场 强度 。 首 先 , 在 磁 介 质 中 磁 通 的 连续 性 仍然 成 立 。 其 次 ,用 磁场 强度 来 表述 
的 安培 环 路 定律 反映 了 磁 介 质 中 磁场 的 环 路 特性 。 这 样 , 再 加 上 辅助 方程 3 一 “五 , 便 构 成 
磁 介 质 中 稳 恒 磁场 的 基本 方程 , 即 

积分 形式 微分 形式 
Pp.as=0 V.B=0 


$n. d=1 УХН = Ј 03-105) 
n 


B = H B = |Н 
可 见 , 磁 介质 中 的 稳 恒 磁场 是 有 旋 无 散场 。 
同 电介质 中 应 用 电位 移 矢 量 D 分 析 计算 电场 一 样 ,用 磁场 强度 五 计 算 磁 介质 中 的 磁场 
是 方便 的 ,因为 它 只 与 自由 电流 有 关 。 
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在 非 磁性 介质 中 ,由 B 二 xH 和 VXH 二 J ,可 得 
ухВ = и] (3-106) 
再 由 B 二 VXA, 并 运用 矢量 微分 恒等式 : 
ух B = VX VX А = V( V- A)— VA 
注意 到 VY.。 4 一 0, 于 是 得 到 
VA =— pJ (3-107) 
这 是 用 矢 势 A 描写 的 磁 介 质 中 磁场 的 基本 方程 , 即 矢 势 的 泊 松 方程 。 
当 电 流 为 体 ` 面 、 线 分 布 时 ,上 式 的 特 解 分 别 为 


体 电流 分 布 
eh sP ay 2 
А(2,у, х2) Ef RV (3-108) 
面 电流 分 布 
оу [| Js 十 Ja lc Ж 
А(х,у»2) = of — dS (3-109) 
线 电流 分 布 
y= 
А(с»,у,х) a y (3-110) 


式 (3-109) 中 的 面积 分 不 能 像 体积 分 那样 转换 ,因为 Js 和 Js 是 不 相关 的 。 例 如 把 一 
块 铁 放 进 磁场 里 ,即使 Js 为 零 ,也 能 获得 磁化 强度 M, 从 而 出 现 磁化 面 电流 密度 J sm = 
MXm。 
在 无 电流 的 区 域 , 矢 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
МА=0 (3-111) 


3.7.5 WIRA 


用 矢 势 A 求解 磁场 问题 虽然 比 直 接 用 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 方便 许多 ,但 因 矢 势 的 计算 仍 需 
考虑 方向 性 ,所 以 相对 仍 较为 复杂 。 能 否 在 一 定 范围 内 引入 一 个 标量 势 函数 以 简化 计算 呢 ? 
因为 磁场 是 有 旋 场 , 故 在 整个 场 域 不 能 引入 标量 势 函数 。 然 而 ,在 无 电流 的 区 域 ,VXH 
二 0, 则 HH 可 用 一 个 标量 势 函数 来 表示 ,仿照 E 二 一 V$, 可 令 
Н =— Vým (3-112) 
式 中 ,$m 称 为 磁 标 量 势 或 磁 标 势 。 
类 似 于 电势 与 电场 强度 的 关系 ,有 
$n (P) 一 各 (Q) = [Ён -dl 8-113) 
对 于 均匀 ,线性 、 各 向 同性 的 非 磁性 介质 ,由 V* B=0 及 B=4H , Jf 
У.В = „У. Н = 0 
即 
У.Н = 0 03-114) 
将 (3-112) 代 入 上 式 ,得 
Уф. = 0 (3-115) 
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因此 ,在 无 电流 的 区 域 ,可 用 和 求解 静电 场 完 全 相同 的 方法 来 求解 磁场 ,以 简化 磁场 的 
计算 。 


内 容 延 伸 : 对 于 铁 磁 材料 ,有 了 8 一 Am ( 百 十 M) .由 V. B=0,# 

У. Н =— V-M (3-116) 
A 3 35 82 Е RA ж] SF [й A БЕТ Р] Pr E 0 ВЕ E E pa 一 一 jo Ve M, 5 
静电 场 问题 相对 应 , 则 有 


у. Н = Px: 03-117) 
po 
将 (3-112) 代 入 上 式 , 得 
Vepa =— (3-118) 


Po 
这 便 是 磁 标 势 所 满足 的 一 般 形式 的 微分 方程 。 若 磁 介质 被 均匀 磁化 ,在 其 内 部 有 
Ve M=0, 可 得 磁 标 势 pm 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 


例 3.9 已 知 空气 中 一 无 限 长 直 导 线 中 通 有 电流 T, 试 求 导线 周围 任意 位 置 处 的 磁 
标 势 。 

解 采用 圆柱 坐标 系 , 因 无 限 长 直 导线 产生 的 磁场 强度 为 H=z e, ,而 磁场 线 与 磁 标 
势 相 垂直 , 故 等 磁 标 面 ( 线 ) 为 一 族 绕 电 流 线 的 半 平 面 (射线 族 ), 即 磁 标 势 只 与 p 有 关 。 若 选 
取 ф=0 为 参考 零 势 面 ,由 式 (3-113) ,得 


p=0 


gm Н. й \@ 也 гаф = I 


3.7.6 W 


在 磁场 中 ,由 于 磁感应 线 总 形成 闭合 回路 ,因此 可 以 将 磁感应 线 与 电路 中 的 电流 线 做 类 
比 。 在 电路 中 ,由 于 导体 媒质 和 外 部 介质 的 电导 率 大 小 相差 很 大 ,因而 电流 可 以 完全 被 限定 
在 导体 回路 中 。 在 磁场 中 , 若 磁 导 率 悬 珠 极 大 的 铁 磁性 材料 周围 是 普通 的 非 磁 性 介质 ,那么 
磁感应 线 将 被 限制 在 高 磁 导 率 媒 质 内 。 于 是 ,可 以 将 铁 磁 介 质 制 成 适当 的 形状 ,这 种 由 磁 感 
应 线 在 磁性 材料 中 形成 的 回路 称 为 磁 路 。 在 磁 路 中 ,尽管 磁性 材料 与 周围 磁 介 质 的 磁 导 率 
相差 很 大 ,以 至 于 绝 大 多 数 磁 通 可 以 限定 在 磁性 材料 中 ,但 仍 存 在 一 定 的 对 外 泄露 ,只 不 过 
在 近似 情况 下 可 以 忽略 。 磁 路 在 分 析 计 算 变 压 器 .电磁 
铁 、 继 电器 .电机 等 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 。 下 面 举 例 
来 说 明 如 何 用 磁 路 的 概念 计算 磁场 问题 。 

例 3.10 一 绕 N 臣 线 圈 并 通 有 电流 工 的 环形 铁 芯 
螺 线 管 , 铁 芯 的 磁 导 率 为 wp, 设 环 的 截面 半径 а 远 小 于 环 
的 平均 半径 尺 , 环 上 开 有 长 为 L。 的 小 气 隙 ,如 图 3-25 
所 示 。 试 计算 螺 线 管 的 铁 芯 及 气 隙 中 的 ys、B АТН. 

解 由 于 a<R, 故 螺 线 管内 的 磁场 可 近似 认为 是 
均匀 场 。 取 一 个 部 分 环形 的 闭合 面 5, 使 其 两 底面 分 别 ”图 3-25 有 气 阶 的 环形 铁 芯 螺 线 管 
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与 铁 芯 及 气 辽 的 横 截 面 重 合 。 由 磁 通 连续 性 原理 ,可 求 得 其 中 的 磁 通 为 
Ф. = BiS; = В,5, 
其 中 ,下 标 i 与 0 分 别 表 示 铁 芯 与 气 险 。 根 据 安培 环 路 定律 ,有 
|н * dl = НІ + HoLo = NI 


Bu „йы. C Tu cb YC a aras h-)- 
ы е ваз) ве (+) м 
ДЕ МІ 
№ т 
HASi poSo 
а Т 
_ М 
= ру 


对 于 主要 由 铁 磁 材 料 所 组 成 的 磁 通 的 闭合 路 径 的 磁 路 ,其 中 的 磁 通 由 NI 所 产生 , 称 为 磁 通 势 
或 磁 动 势 (简称 磁 势 ), 用 Ea 表示 。 则 上 式 中 的 磁 通 势 与 磁 通 量 、 磁 阻 之 间 的 关系 可 表示 为 
Ф.К. = Em 
上 式 称 为 闭合 磁 路 的 欧姆 定律 。 
铁 芯 和 气 隙 中 的 磁感应 强度 与 磁场 强度 分 别 为 


Si So 
Bi ó ь Bo _ 4 
H = 一 = 各 与 Н, = = = 

n Ši Б ° p а 

当 气 隙 很 小 时 ,SosSi 王 ze: , 则 有 
NIS; puo NI та? 
” L + Lo  2aRpo + (и ро )Lo 
л po 

+P. но NT 
те Bb сеш, + (uro Lo 


= М ____ 
р 2кКио + (一 和 )Lo 
= NL 
i 2кКио + (и po )Lo 
由 于 am HDH. MER p RA TR Lo = 0, WA 


p Nla, p Ni н, № 
“зз ок” 1 gR” 1 29 


Eh Г. БП ЕЛЕ rB Т НЕ БЕ СОИ Ж 82. ХЕЗ R P nj А] #& ВАТ 
长 度 来 调节 线圈 的 电感 。 


3.8 磁场 的 边界 条 件 


跟 静 电场 类 似 , 稳 恒 磁 场 基本 方程 的 微分 形式 在 两 种 不 同 磁 介 质 的 分 界面 上 不 再 适用 ， 
而 必须 应 用 场 量 的 边界 条 件 来 代替 。 和 推导 静电 场 的 边界 条 件 一 样 ,可 由 磁场 的 基本 方程 
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的 积分 形式 导出 磁场 的 边界 条 件 。 

本 章 已 指出 ,对 于 给 定 电流 分 布 求解 磁场 的 问题 ,可 以 归结 为 求解 矢 势 A 的 泊 松 方程 
的 问题 。 在 无 电流 的 区 域 ,还 可 以 求解 磁 标 势 $n、 矢 势 4 的 拉 普 拉 斯 方程 。 但 这 些 解 都 必 
须 满足 磁场 在 分 界面 上 的 边界 条 件 。 因 此 ,磁场 的 边界 条 件 在 分 析 磁 场 问题 中 有 着 重要 


3.8.1 两 种 磁 介 质 间 磁 场 的 边界 条 件 
1. 法 向 分 量 


图 3-26 示 出 了 磁 导 率 分 别 为 p 和 wma 的 两 种 磁 介 质 的 分 界面 。 设 分 界面 的 法 线 正方 
向 由 磁 介 质 2 指向 磁 介质 1。 在 分 界面 上 取 一 个 无 限 薄 的 扁平 小 圆柱 闭合 面 ,根据 磁 通 连 
续 性 原理 , 则 有 


js “ds = Bn AS — Ban AS = 0 


即 


Bin = В 
(3-119) 
n° (В,—В;)=0 


由 此 可 见 ,在 两 种 不 同 磁 介 质 的 分 界面 两 侧 , 磁 感应 强度 的 法 向 分 量 总 是 连续 的 。 

2. 切 向 分 量 

如 果 在 两 种 不 同 磁 介 质 的 分 界面 上 取 一 个 无 限 穿 的 小 矩形 闭合 回路 ,如 图 3-27 所 示 ， 
位 于 分 界面 两 侧 且 平行 于 分 界面 的 两 条 边 Al 无 限 靠近 分 界面 ,而 另 两 条 窗 边 的 长 4 一 0, 故 
闭合 回路 的 面积 AS==dAl 一 0。 因 此 , 它 所 包围 的 体 电流 JAS 一 0。 若 线 元 A 很 小 ,可 认为 
该 边 上 的 场 量 是 均匀 的 。 若 分 界面 上 存在 面 电流 SJs AL Н Js 的 方向 与 Al 垂直 , 且 闭 
合 回路 的 绕 行 方向 与 js 的 方向 符合 右手 螺旋 关系 ,根据 磁 介质 中 安培 环 路 定律 的 积分 形式 
可 得 

фн а = НАА Hai = Јом 


即 


Ны — Ha = Js 
(3-120) 
nX (H, — Н) = Js 


这 说 明 当 分 界面 上 存在 面 电流 分 布 时 ,磁场 强度 的 切 向 分 量 不 是 连续 的 ,其 突变 量 


3-26 Ж B, 的 边界 条 件 图 3-27 Жн, 的 边界 条 件 
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3. 矢 势 4 的 关系 
由 于 B 二 VXA, 表 示 磁 场 边 界 条件 的 式 (3-119) 与 式 (3-120) 也 可 以 改 用 矢 势 A 来 表 


示 。 事实 上 ,由 式 (3-68) 可 知 , 中 人 + 41 代表 通过 闭合 曲线 / 所 包围 面积 的 磁 通 量 。 在 分 界面 


上 磁 通 量 连续 而 没有 突变 , 即 | B 。 ав = ÊA + dl = 0, 故 将 该 积 分 路 径 取 为 如 图 3-27 所 示 


的 无 限 窗 的 小 矩形 闭合 回路 ,于 是 可 得 
An = Ax. 


类 似 地 ,由 库仑 规范 条 件 w。 A=0 可 得 | v AdV 一 中 4 . ds = 0, 它 对 图 3-26 所 示 的 
无 限 薄 的 扁平 小 贺 柱 闭合 面 S 的 积分 为 零 , 故 得 


Аһ = Аһ 
将 上 述 两 式 合并 即 得 
A, = А, (3-121) 
而 关于 磁场 强度 吾 切 向 分 量 的 边界 条 件 式 (3-120) 可 改写 为 
пх [L A ih }= Js (3-122) 
m @ 


3.8.2 无 自由 面 电 流 时 两 种 磁 介 质 间 磁场 的 边界 条 件 


如 果 分 界面 上 没有 自由 面 电流 分 布 , 即 Js 一 0, 则 有 


H. = Н» 
| (3-123) 
nX (H = Н) = 0 


这 表明 此 时 磁场 强度 的 切 向 分 量 在 分 界面 两 侧 连 续 。 但 这 时 В 的 切 向 分 量 并 不 连续 ,这 是 
因为 分 界面 上 存在 磁化 面 电 流 的 缘故 ,从 而 引起 分 界面 上 B 的 切 向 分 量 的 突变 , 即 Bi 二 
ёв, 
@ 
由 于 在 无 电流 的 区 域 可 以 引入 磁 标 势 $m , 故 由 Hi = Ha Ж Bi 一 B: 可 得 磁 标 势 应 满足 
的 边界 条 件 , 即 
Pmi = фаг (3-124) 


i; = ш (3-125) 


这 和 静电 势 所 满足 的 边界 条 件 类 似 。 或 用 矢 势 表示 的 边界 条 件 为 
пх (+ vsa 2 ул.) о 03-126) 
А £ 


3.8.3 ”人 磁 介 质 与 理想 导 磁 体 间 磁场 的 边界 条 件 


磁 导 率 为 无 穷 大 即 一 2 的 磁 介 质 称 为 理想 导 磁 体 , 其 表面 通常 称 为 磁 壁 。 如 果 磁 介 
质 2 是 理想 导 磁 体 , 则 ¿, =, = so, H,= 0. fJ, F rh ñ @£ R u О Е К. H 
Hi. 二 Hs. 可知, 即 B 线 或 H 线 在 紧邻 理想 导 磁体 表面 无 切 向 分 量 , 故 与 该 表面 垂直 。 这 和 
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紧邻 导体 表面 的 EE 线 或 D 线 总 是 垂直 于 导体 表面 类 似 。 对 于 铁 磁性 物质 , 则 „>и sj， 
上 述 结论 近似 成 立 。 

例 3.11 空气 中 有 一 通 有 电流 了 的 无 限 长 直 导 线 , 其 半径 为 c, 磁 导 率 为 w。 试 求 导 线 
内 外 的 矢 势 和 磁感应 强度 。 

f 取 载 流 导 线 的 轴 为 圆柱 坐标 系 的 > 轴 , 并 设 电 流 工 沿 = 方向 为 正 , 于 是 矢 势 
А=А,е, „ 

ТЕ Са), ЖУЛ. = 7. h FRA 与 g、z 无关 ,而 只 与 上 有关, 于 


w: 1 dí dA; I; 
resama mii, Ma) gy 


dAs _ yl С, 
аг Dar Т r 


M A.=—2,t+C.nr+D, 


аА.. 
| °^= 


在 导线 外 (>o), 有 工业 人 i 


rdr )=0.% 
А. = G,Inr + D, 
式 中 ,积分 常数 C, О, .C, Da 可 由 边界 条 件 确定 , 即 
(1) 当 r 一 0 时 ,A; 应 为 有 限 值 ; 
(2) 4 r=a Њ,А.=А..; 


7 和 ,由 Hu = Has W 


(3) Ñ r=a 时 ,因为 B= B,= (УХА), А H 


1dAs_ 1dA 
и dr po dr 
当 -=0 时 ,由 A。 为 有 限 值 ,得 Ci 一 0; га, Н-945 die ,得 с, = 601, 又 由 
y dr m dr 2x 
r=a 时 As 一 人- 得 D, =n р. 
x 4т 
因此 , 载 流 导线 内 外 的 矢 势 分 别 为 
= 下 ш r_I 
А = Ase (ер) 5 A= Ane Е ар), 
式 中 ,Di 是 与 矢 势 的 参考 点 有 关 的 常数 。 载 流 导线 内 外 的 磁感应 强度 则 分 别 为 
аА. lr аА... wol 
В, кА dr °° 2ха*°? ч B. ух А. dr 6° 2rr ? 


如 果 应 用 安培 环 路 定律 ,可 以 很 容易 地 得 到 磁感应 强度 的 值 。 

例 3.12 试 求 例 3.11 中 载 流 导线 外 的 磁 标 势 和 磁感应 强度 。 

解 ”在 垂直 于 载 流 导 线 的 任 一 平面 上 , 载 流 导 线 的 磁力 线 是 以 其 轴 心 为 圆心 的 一 些 同 
心 圆 , 与 磁力 线 垂直 的 则 为 等 磁 势 线 , 可 见 等 磁 势 线 是 起 自 圆 心 且 在 导线 外 的 一 些 射 线 。 
磁 标 势 m 与 圆柱 坐标 系 内 的 一 = 无 关 , 故 它 满足 简化 的 一 维 拉 普 拉 斯 方程 , 即 罗 加 一 


Td pa 二 0。 解 此 方程 ,可 得 
r dg? 
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ъ= Cp +D 
其 中 ,积分 常数 C.D 由 边界 条 件 确定 。 如 果 选 择 x 轴 上 的 等 磁 势 线 作为 磁 标 势 的 参考 点 ， 
即 ф=0 时 ,各 三 0, 则 0=0. FEA 
$= = Cp 
取 一 个 围绕 载 流 导 线 的 闭合 回路 /, 如 图 3-28 所 
示 , 在 此 回路 与 x 轴 的 交点 两 侧 ,再 取 非 常 靠近 的 两 
点 A 与 B, 此 两 点 的 磁 标 势 差 为 
Pma — ав = Ги | di = I 


由 于 ga 一 0, 因 此 有 фов =C • 2xz= — Г, C = 
І z 
Tzr’ 故 载 流 导线 外 的 磁 标 势 和 磁感应 强度 分 别 为 3-28 ”用 磁 标 势 求 载 流 导线 外 的 磁场 


zek 
== 2х* 


Lo dg po 
r de 


В = pH =— po Vm 
可 见 , 这 与 例 3. 9 的 结果 一 致 。 


解 题 点 拨 : 由 场 源 ( 电 流 ) 分 布 求解 磁场 主要 有 5 种 方法 : 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 ,安培 环 路 
定律 ,失势 法 , 磁 标 势 法 ,一 维 问题 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 直接 积分 法 。 


3.9 电感 


在 稳 恒 磁场 中 ,将 通过 导体 回路 中 的 磁 通 量 (或 磁 链 ) 与 产生 相应 磁 通 量 ( 或 磁 链 ) 的 电 
流 的 比值 称 为 电感 系数 ,简称 电感 。 电 感 是 用 于 储存 磁场 能 量 的 元 件 。 电 感 分 为 互感 和 
自 感 。 


3.9.1 互感 


一 个 电流 回路 由 N 下 线圈 构成 , 则 穿 过 这 N 下 线圈 的 总 磁 通 称 为 磁 链 , 即 
F= Në. (3-127) 
在 线性 磁 介 质 中 ,如 图 3-29 所 示 , 由 回路 1 的 电 
流 五 所 产生 并 与 回路 2 相交 链 的 磁 链 wr, ЯП Т, 成 正 
比 , 则 比值 


Ma = Ха (3-128) 
L 
称 为 回路 1 对 回路 2 的 互感 。 
同 理 , 回 路 2 对 回路 1 的 互感 为 
图 3-29 两 电流 回路 间 的 磁 链 Ma = (3-129) 


L, 
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上 面 两 式 中 的 Wi 与 业 , 都 是 互感 磁 链 。 

互感 也 可 以 通过 磁 矢 势 来 计算 。 设 两 回路 分 别 由 Ni 与 N; 臣 细 导线 密 绕 而 成 ,导线 及 
周围 磁 介 质 的 磁 导 率 均 为 yo , 则 回路 1 中 的 电流 一 在 任 一 场 点 处 的 矢 势 为 
— F N. 1, а 

47 R 

于 是 1, 所 产生 并 和 回路 2 ҮЛТҮ 
№ пм dl, ° а 

4 


А, 


Pa = № = мф A, ° dk 
Я 


R 
因此 
Ma = вмф $, Аеш (3-130) 
这 就 是 诺 伊 曼 公式 。 
同样 可 得 
м = Же “мм dh » dt, 
1, An Jado R 
故 有 
М» = Ma (8-131) 
在 一 般 情况 下 , 亦 有 
M; = M; (3-132) 


应 该 指出 ,这 里 的 电流 回路 都 是 由 无 限 细 的 导线 构成 。 在 线性 磁 介质 中 ,两 电流 回路 间 
的 互感 只 与 回路 的 形状 .尺寸 .相互 位 置 .周围 磁 介 质 及 导线 的 磁 导 率 有 关 , 而 与 电流 的 大 小 
无 关 。 

例 3.13 无 限 长 细 直 导线 与 半径 为 a 的 圆 形 导线 回路 处 于 同一 平面 内 ,圆心 到 直 导 线 
的 距离 为 d, 如 图 3-30 所 示 。 试 求 直 导 线 与 圆 形 导线 回路 之 间 
的 互感。 i 

É RIDERR BEE RN 0) FRE 
ALBEA ТА АЕА ТЕП) RAAR u НЕ Эз 


pol 
С 2х(4 + rcos0) 


穿 过 线 框 的 磁 通 量 为 


= |в. as L]. ° жый жа 


J el шї m dran Ц ва З Бк 
m- dtr 2 导线 回路 
ol 
= К: юа vd: а?) 
由 互感 的 定义 ,得 


二 
M= % =. У 2) аа) 
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3.9.2 BR 


设 回路 中 的 电流 T, Z P P ЕТЕН ЫЕ A АРН ЗЕ it БЕ W 称 为 自 感 磁 链 ,该 磁 链 
也 与 了 成 正比 ,它们 的 比值 


pz (3-133) 


£ 
f 
称 为 该 回路 的 自 感 。 

自 感 可 分 为 内 自 感 和 外 自 感 两 部 分 。 内 自 感 L, 是 导线 内 的 磁 链 ( 即 内 磁 链 ) 亚 , 和 导线 


中 全 部 电流 工 的 比值 , 即 


Li 一 (3-134) 


v 

T 
而 外 自 感 工 . WAE TR Ah h Ri БЕ CI #F RA БЕ. t A E Р, 和 导线 中 全 部 电流 工 的 比 
值 , 即 


(3-135) 


所 以 ,回路 的 总 自 感 为 
L= L +1. (3-136) 
外 自 感 还 可 以 通过 诺 依 曼 公式 来 计算 。 如 图 3-31 所 示 ,在 
计算 外 磁 链 时 ,应 以 图 中 所 示 的 导线 的 内 侧 边线 z, 作为 回路 的 
边界 ,但 导线 中 的 电流 了 应 视 为 集中 在 导线 的 几何 轴线 1/1， 上。 
因此 ,计算 导线 的 外 自 感 就 等 于 计算 4 与 la 两 回路 间 的 互感 了 。 
设 回 路 由 N 区 细 导 线 密 绕 而 成 ,导线 及 周围 磁 介 质 的 磁 导 率 均 
H po , 则 回路 1 中 的 电流 工 在 任 一 场 点 处 的 矢 势 为 


LoNIT dh 
4r Ja R 


与 回路 1, 相交 链 的 互感 磁 链 为 


2 
V= Nó. = nf A. di, = ex 中 — (3-138) 
Я Я 


s> Sg dl, ° Е 


图 3-31 用 诺 伊 曼 公 式 
(3-137) 计算 外 自 感 


А= 


ЕШ 


(3-139) 


内 磁 链 是 穿 过 2 HL йан. сыын. 由 于 导线 一 般 较 细 , 故 内 磁 链 
很 小 。 一 般 情况 下 ,Li<L., 因 此 有 


Vs _ nY 
I I 


综 上 , 自 感 的 一 般 计算 步骤 为 
设 I 一 B( 或 4) 一 yn 一 VV 一 L 


L= = Li +L. == L. (3-140) 


这 种 方法 称 为 设 电流 法 。 
下 面 举例 说 明 两 种 自 感 的 计算 方法 。 
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例 3.14 空气 中 有 两 根 半径 为 а 的 无 限 长 平行 直 导线 ,其 轴线 间 的 距离 为 DRAF 
值 而 异 号 的 电流 T。 试 求 此 双 根 传输 线 的 磁场 及 其 单位 长 的 自 感 。 

解 ” 先 计算 双 根 线 的 磁场 和 内 自 感 L;。 根 据 安培 环 路 定律 可 知 , 单 根 导 线 内 (ra) 的 
磁场 强度 在 圆柱 坐标 系 中 可 表示 为 


н = # _ (тау _ 16 


2rr 2кг 2ra? 
如 图 3-32(a) 所 示 ,在 非 铁 磁性 导线 内 ,在 距 导线 的 轴线 为 上 处 , 穿 过 轴 向 长 为 !、 宽 为 
dr 的 矩形 面积 元 的 内 磁 通 元 为 


= wr 
ара = BidS = 59714 
但 是 与 dywi 这 部 分 磁 通 元 相交 链 的 电流 不 是 导线 中 的 全 部 电流 了 ,而 是 它 的 一 部 分 , 即 T = 


1 所 ,这 相当 于 N 一 个 一 气功 , 则 它 所 对 应 的 内 磁 链 元 为 


3 
dY, = Мара = аг 


故 导 线 的 内 磁 链 为 
mufa mR 
у = |, dr 一 Br 
因此 , 单 根 导 线 单位 长 的 内 自 感 为 
1%= x. = іо 
H 8r 


双 根 线 单位 长 的 内 自 感 等 于 单 根 导线 的 2 倍 , 即 


= 


— Ar 
现在 求 外 自 感 工 .。 如 图 3-32(b) 所 示 的 圆柱 坐标 系 中 , 双 根 线 在 线 外 任 一 点 的 磁感应 
强度 为 
ol re. es 
ad 
考虑 到 磁感应 线 的 连续 性 ,在 求 磁 通 量 时 不 必要 计算 上 式 中 空间 任意 位 置 的 场 ,只 要 计算 双 
根 线 所 在 平面 上 的 磁感应 强度 所 产生 的 磁 通 即 可 。 故 可 得 双 根 线 在 两 线 之 间 的 x 轴 上 所 


产生 的 磁感应 强度 为 

‚ _ plrl 1 tolrl 1 

8 2r rtp] xlr pl“: 
由 此 可 得 长 为 ! 的 双 根 线 的 外 磁 链 为 

fy ee goll [P~(1 1 xoll, р-а 
у. = |" „с 上 г 2х |. = т u a 
因此 ,单位 长 双 根 线 的 外 自 感 为 
= Y. њр р-а 
La = m~ ты. а 


MDF Оа Ж Lomen Р, НА ЙО ЕП ЕУ 
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Ly EFL (+?) 
x a 


4 
考虑 到 双 根 传输 线 单位 长 的 电容 和 自 感 分 别 为 
D 


РЕ 8 和 Li == Lo = Emn = 
T a 


im 一 


故 有 ІС, =єоро 


(а) 计算 导线 的 内 自 感 (b) 计算 双 根 传输 线 的 磁场 
图 3-32 计算 双 根 传输 线 单位 长 的 自 感 


“3.9.3 互感 计算 和 无 线 输电 


1. 互感 计算 
用 定义 式 计算 互感 的 思路 为 


I = B, y = [в + dS: > У. > M = Ma = Ya 
或 
h >A —> ha =. ж * dl, > Ya > M = Ma = = 
综 上 ,互感 的 一 般 计 算 步骤 为 
H = B, (È A) > gma > Ya > Ма 
实际 使 用 电感 器 时 ,不 但 要 注意 其 电感 量 , 还 要 注 
意 减 小 导线 的 损耗 ( 铀 损 ) 和 铁 芯 或 磁 芯 的 损耗 ( 铁 损 
或 磁 损 ) 。 


例 3.15 两 个 相互 平行 且 共 轴 的 圆 线 圈 , 其 半径 
分 别 为 Ri „К, ,中 心间 距 为 h。 假 设 线 圈 的 半径 远 小 于 
中 心 距离 , 即 R <h CR Rh) ,如 图 3-33 所 示 。 试 求 
两 线圈 之 间 的 互感 。 

解 ” 如 图 3-33 所 示 ,dli 与 dis 之 间 的 夹 角 为 = 
Ф фі. =, аф .4 = Кф, 

R = [Ri + Rš + h? ана — pi) J"? 图 3-33 两 平行 且 共 轴 的 加 线圈 

由 诺 伊 曼 公 式 可 得 
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M “ф $ dl, ° dl, 4 中 j dl, dl; соѕф 
An) ndi, R Arda di К 


£ š Ж К,К,соз(ф — gı ) do, do 
о [R} +R} 十 和 一 2R,R;cos(% — Ф ре 


一 般 情 况 下 ,上 述 积分 只 能 用 椭圆 积分 来 表示 。 但 是 若 hR , 则 可 得 到 如 下 的 近似 : 


= 
ГЕ +R} +h? — 2R, Ricos — p) "a~ (R3 + А2) 1 ( 一 аар 


Ri Fh 
Е К, К,соѕ 
~ (Ri + А) “i+ СЕ) 
于 是 有 
m R, 1А 0+ +® К›соз(ф — фу) ponRi R 
Ме JREF R; +k cosl pa — фу)» 2 (К tRy” 


Реан H 3.6 节 磁 偶 极 子 矢量 势 的 结 
果 , 当 半径 为 R, 的 小 线圈 中 通 有 电流 Т, 时 ,在 远 区 的 矢 势 为 


_ в zRih 
4x R? 


其 中 ,0 为 球 坐 标 系 中 任意 位 置 与 O' 连 线 与 x MR. FERK R, 的 线 回 上 ,4, 的 值 近 
似 等 于 常数 , 故 


Mi 


ARIT 
ba .dl = A, ° 2xR; = R 1 


sin?” + 2zR, 


式 中 sinf = , 故 


21 oxRi Rš 
м= нут 

在 实际 应 用 中 ,通过 两 线圈 耦合 可 实现 能 量 的 传输 ,如 无 线 输电 中 与 输入 端 和 输出 端 链 
接 的 互感 线圈 即 为 如 此 。 

2. 无 线 输电 

无 线 输 电 是 指 不 经 过 电缆 将 电能 从 发 电 装 置 传送 到 接收 端的 技术 。 作 为 一 种 特殊 的 
输电 方式 , 它 是 利用 无 线 电 传输 电力 能 量 。 主 要 方式 有 以 下 几 种 : 磁 耦 合 技术 .电磁 感应 
技术 .电磁 辐射 技术 等 。 这 些 技术 几乎 都 是 针对 时 变 电 磁 场 的 ,限于 本 章 主要 讨论 稳 恒 
磁场 问题 , 仅 就 针对 直流 输电 过 程 中 的 基本 原理 做 一 简单 介绍 ,详细 的 介绍 见 第 5 章 相 
应 部 分 。 

如 图 3-34 所 示 ,这 种 输电 系统 需要 输入 端口 和 接收 端口 进行 交 - 直 流转 换 ,无 线 输电 的 
部 件 是 通过 线圈 1 和 线圈 2 的 互感 来 完成 的 。 经 过 输入 端口 DC/AC 转换 器 后 的 时 变 电 
流 ,通过 原 线圈 1 和 副 线圈 2 的 耦合 到 达 输 出 前 端 ,再 通过 整流 电路 获取 直流 电 , 完 成 了 电 
能 的 传输 。 其 中 , 原 副 线圈 间 的 互感 系数 可 由 例 З. 15 的 方法 近似 计算 。 从 能 量 转 化 过 程 来 
看 ,由 直流 电能 一 交流 电能 一 磁场 能 一 交流 电能 一 直流 电能 ,两 个 线圈 间 形 成 一 个 无 线 能 量 
通道 。 这 种 无 线 传输 电能 的 范围 比较 有 限 ,不 适用 于 长 距离 。 
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互感 线圈 2 


交流 电 


互感 线圈 1 


直流 电 
图 3-34 基于 磁 耦 合 的 无 线 输电 原理 图 


3.10 磁场 能 量 


3.10.1 电流 回路 系统 的 磁场 能 量 


稳 恒 磁场 是 由 稳 恒 电流 产生 ,处 于 磁场 中 的 电流 回路 会 受到 磁场 力 的 作用 而 发 生 运动 ， 
这 表明 稳 恒 磁场 中 储存 着 能 量 ,磁场 能 量 是 在 磁场 建立 的 过 程 中 由 外 电源 做 功 转化 而 成 的 。 
在 如 图 3-35 所 示 的 电流 回路 系统 中 ,假设 所 有 电路 回路 
静止 不 动 , 即 不 存在 机 械 能 的 转换 ,并 忽略 焦耳 热 。 由 N © 
个 电流 回路 所 组 成 系统 的 磁场 能 量 是 由 外 电源 做 功 转换 Сә 
而 来 的 ,只 与 各 回路 电流 的 最 终 值 有 关 ,而 与 回路 中 电流 I 
的 建立 过 程 无 关 。 由 于 各 电流 回路 的 磁 链 与 各 回路 电流 A ` 
的 最 终 值 成 线性 关系 , 故 第 i 个 电流 回路 的 终 值 磁 链 可 QD < 
以 写 为 


N 图 3-35 N 个 电流 回路 系统 
W. = LI, + У) Ml G= 1,2,…,N) (3-141) 的 磁场 能 量 


j=1G%D 

不 妨 假设 各 回路 电流 都 按 同 一 比例 值 从 无 开始 增长 到 其 最 终 值 。 打 个 比方 ,如 果 要 

给 N 个 固定 不 动 的 水 氏 里 加 满 水 ,可 以 拿 一 根 水 管 挨个 注水 ,也 可 以 从 总 管 中 分 出 N 根 细 

管 ,让 N 个 水 和 缸 按 同一 比例 注水 。 无 论 采 用 哪 种 方式 ,外 力 所 做 的 功 只 与 克服 水 的 重力 势 

能 有 关 ,而 与 中 间 过 程 无 关 。 回 到 现在 的 问题 ,和 应 满足 0 三 E11。 在 建立 磁场 过 程 的 某 一 

中 间 时 刻 , 第 i 个 回路 的 电流 和 磁 链 分 别 为 &I; 和 & 亚 ;。 若 这 时 电流 在 de 时 间 内 改变 了 

d(sT;), 则 在 此 回路 中 引起 的 感应 电动 势 为 6 二 一 d(& 炎 ;)/di( 感 应 电动 势 的 定义 为 E= 

一 dW/dt, 详 见 5.1 节 )。 它 阻碍 着 电流 的 变化 。 因 此 ,要 使 电流 在 di 时 间 内 改变 d(&1;)， 

必须 在 此 回路 中 施加 一 个 等 于 一 6 的 电压 。 于 是 在 d 时 间 内 外 电源 所 做 的 功 , 即 磁场 能 量 
的 增加 量 为 


М N N 
dW, = >) C 61,40 = >)ё1;4(&\Ў,у= Ула 
i=l i=l i=1 
磁场 储存 的 总 能 量 则 为 
н 1 
W, = Ут, | дё = = >J I, (3-142) 
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将 式 (3-141) 代 入 上 式 , 则 为 
1 


N N N 
ж. = 4D L+), 2) мли, (3-143) 
i=l 


2 ї=1ј=10+0 


可 见 ,N 个 电流 回路 系统 所 储存 的 磁场 总 能 量 包 括 两 部 分 : 上 式 中 第 一 项 是 各 个 电流 
回路 的 自 能 或 固有 能 ,第 二 项 则 是 各 电流 回路 间 的 相互 作用 能 ( 互 能 )。 这 与 带电 体系 统 的 
电场 能 量 类 似 。 


解 题 点 拨 : 因为 电感 器 是 储存 磁场 能 量 的 元 件 , 故 电感 还 可 以 通过 它 所 储存 的 磁场 能 量 
来 计算 。 因 此 ,对 于 电感 的 计算 有 三 种 方法 , 即 可 按 定义 设 电 流 法 、 诺 伊 曼 公式 法 以 及 利 
用 电感 的 储 能 计算 自 感 的 场 能 法 。 


3.10.2 磁场 的 能 量 密度 
式 (3-143) 也 容易 给 人 一 种 误解 , 即 磁场 的 能 量 只 取决 于 电流 和 电感 。 没 有 电流 的 地 
方 ,磁场 能 量 不 存在 。 这 是 错误 的 ! 事实 上 ,电流 回路 系统 的 磁场 总 能 量 存在 于 整个 磁场 所 
处 的 全 部 空间 中 。 上 述 公 式 仅 仅 是 从 宏观 物理 量 电流 强度 和 电感 大 小 的 角度 反映 了 磁场 的 
总 能 量 , 这 是 不 完善 的 。 为 了 更 加 精确 地 表示 磁场 的 能 量 分 布 情况 ,需要 引入 磁场 能 量 密度 
的 概念 , 即 空间 场 域 单位 体积 内 的 磁场 能 量 。 
假设 各 电流 回路 都 是 单 臣 的 , 则 第 ;个 回路 的 磁 链 可 表示 为 
更 = фы = Ís - dS; =фА а, 
将 上 式 代入 式 (3-142) ,得 | V 
1 N 
Wa = эфа аа) 


为 使 磁场 能 量 的 表达 式 更 加 普遍 ,可 以 认为 电流 在 导电 媒质 内 。 由 于 Id! 二 JdV, 故 上 
式 可 以 写 为 


wa = Lf A -Jav (3-144) 
2Jv 


注意 到 VxXH=J 和 B= 二 VXA, 并 应 用 矢量 微分 恒等式 : 
У. (HXA)= AA + (YH)—H. (УХА) 
经 过 与 2. 8. 2 节 相 类 似 的 推导 ,得 


w, = 1н ‚вау (3-145) 

显然 ,上 式 中 的 被 积 函数 是 单位 体积 的 磁场 能 量 , 即 磁场 的 能 量 密度 
жы = Wa = +H ‚Ж (3-146) 
磁场 的 能 量 密度 表明 了 磁场 能 量 在 空间 的 分 布 情 形 。 在 各 向 同性 的 线性 磁 介 质 中 ,上 

式 可 表示 为 
эб = зин = £ (3-147) 
对 于 一 个 孤立 的 电流 回路 ,由 式 (3-143) 可 知 ,其 磁场 能 量 为 

Wa = 111° (3-148) 


== 
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因此 ,该 回路 的 自 感 可 以 通过 它 所 储存 的 磁场 能 量 来 计算 ( 场 能 法 ) , 即 


2 
e L | wav I Py (3-149) 


Piv p 
式 中 ,V 遍及 有 磁场 的 全 部 区 域 。 
例 3.16 试 求 图 3-36 所 示 的 长 为 的 同 轴线 的 磁场 能 量 与 其 单位 长 的 自 感 。 
解 忽略 同 轴线 端 部 的 边缘 效应 ,由 安培 环 路 定律 可 以 求 x 
得 同 轴线 各 部 分 区 域内 的 磁场 强度 在 圆柱 坐标 系 中 分 别 为 


rn( 内 导体 内 ): H =Z, 
nri 
ти ENEA): H.= z 


поет O TEA): 


L 


2005—15 3-36 ”计算 同 轴线 的 磁场 
r 三 rs( 外 导体 外 ): H:=0, 能 量 与 自 感 
因此 ,长 为 /的 同 轴线 的 磁场 能 量 为 


W= ef H?dV = sf нғау + |° нду + |" нау] 
2Jv 2 [Jo n А 


2 门 2 ro r; 2 _ y? 
— ul i окна |" 2529тг + r Озу) 2кг] 
or Ж 


8r? ar (3 — ra) 


m PIr1 т ц r$ з 3r- 
к [Т ma aA e n n 


同 轴线 单位 长 的 自 感 则 等 于 
2W, _ AT1 r2 rå r3 35 — 
Lo ГІ pe иу тот =] 
式 中 ,第 一 项 是 内 导体 的 内 自 感 ,最 后 两 项 是 外 导体 的 内 自 感 ,而 第 二 项 常常 是 最 主要 的 , 它 
是 同 轴线 单位 长 的 外 自 感 ,于 是 有 


二 тп 2 
1 


考虑 到 同 轴线 单位 长 的 电容 为 C, 一 ass , 故 有 LCi ема. 


h= 
n 


"3.11 科技 前 沿 : #81 


Pendry 等 人 在 2008 年 提出 了 静 磁 超 材 料 , 可 以 用 来 实现 基于 变换 光学 原理 的 静 磁 隐 
身 衣 。 他 们 的 做 法 是 把 超导体 和 铁 氧 体 的 层 状 结构 看 成 是 一 种 等 效 的 超 磁 性 材料 ,这 种 材 
料 的 磁 导 率 具有 各 向 异性 的 特点 。2012 年 ,科学 家 们 已 经 从 实验 上 证 实 了 静 磁 隐身 衣 的 可 
行 性 。 图 3-37 即 为 一 种 二 维 静 磁 隐 身 衣 原理 图 , 它 是 通过 铁 磁 材 料 和 超 导 材料 实现 静 磁 隐 
身 效果 的 ,理论 基础 是 磁化 相 消 的 原理 。 

图 3-37 为 该 静 磁 隐身 衣 的 大 致 工作 原理 。 图 3-37(a) 为 只 有 铁 磁 圆 柱 套 层 置 于 稳 恒 
外 磁场 Ho 的 情形 , 铁 磁体 的 磁 导 率 为 .二 3. 54, 周 围 环境 为 空气 介质 。 可 以 看 到 , 柱 套 内 的 
磁场 为 均匀 场 , 柱 外 附近 磁场 受到 的 影响 最 大 ,磁力 线 向 铁 磁 柱 套 方向 发 生 弯曲 ; 图 3-37(b) 
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О= =6 


(а) (b) (c) 
图 3-37 静 磁 隐身 衣 原 理 图 


为 只 有 超导体 圆柱 套 层 置 于 稳 恒 外 磁场 H, 的 情形 ,超导体 的 磁 导 率 为 y. 二 0。 可 以 看 到 ， 
柱 套 内 不 存在 磁场 ,这 与 超 导 材 料 具有 完全 抗 磁 特性 相符 合 ,因而 磁场 全 部 分 布 于 柱 外 , 附 
近 的 磁场 线 绕 行 而 过 ; 图 3-37(c) 为 超导体 和 铁 磁 材 料 双 层 柱 套 置 于 稳 恒 外 磁场 H, 的 情形 。 
其 中 , 铁 磁体 的 磁 导 率 仍 为 二 3.54。 可 以 看 到 ,不 仅 柱 内 不 存在 磁场 , 柱 外 磁场 也 不 受 圆柱 
套 层 的 影响 , 即 对 于 柱 内 的 目标 实现 了 完美 的 隐身 效果 。 理 论 分 析 ( 详 见 第 4 音 例 4. 8) 可 得 


实现 隐身 时 对 铁 磁 材料 磁 导 率 要 求 请 足 ; ы =E ERI, tii, Ro Ri Re 分 别 表示 由 里 到 
外 超导体 和 铁 磁 体 加 环 的 内 外 半径 ,实验 中 取 R, = 0. 96R; R = 1, Зак, ,测量 结果 与 理论 
基本 吻合 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 ,或 参考 本 书 第 4 章 的 内 容 自行 推导 上 述 公式 。 
本 章 小 结 
1. 本 章 知识 结构 框架 


理论 基础 : 安培 定律 、 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 


基本 概念 ; 基本 规律 ; 基本 计算 : 
(1) 磁感应 强度 : В (Т) 磁 通 连续 性 原理 : (1) 磁感应 强度 : 
o ”用 毕 奥 - 萨 伐 尔 定 
(2) В: ww = |В-4$ B.dS= 0 
= j { 律 ; 
(3) 磁 矢 势 : B=VxA V-B=0 用 安培 环 路 定律 ; 
(4) 磁 化 强度 : M = nm (2) 安培 环 路 定律 矢 势 法 (积分) ; 


(5) ИШ: т=1$ 
(6) 磁 标 势 : Н=-Уф, 


(7) 电 感 : LY, м, =. 


uay 矢 势 微分 方程 ， 泊 松 方 
d i 
VxH=J 

(3) 边 界 条 件 : 
п.(В,-В,)=0 
nx(H,-H,)=J. 


程 或 拉 普 拉 斯 方程 ; 
解 磁 标 势 的 拉 普 拉 斯 
方程 (无 源 
DER: 
ө У: 
e@ KIARA: 
o шн. 


(8) 磁场 能 量 密度 : „= TB. 


2. 几 种 静态 场 的 比较 
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类 别 ош 5 稳 恒 电场 稳 恒 磁场 
оо. ець f и 
Рат к\; Fe =4Ен Ñ 
В 
92 F=QE ж» =4Е вњ и. 
洛 伦 兹 力 公式 : f=pE 十 JXB 
. Id! X е 
= [а Z gl R š 
场 和 势 4те) R $= 1 [у ИГТ. ы[ а 
函数 РЕ 去 Rer ii A= 4] R 
ЛЕ. 
Іа/ = JsdS’ = JdV’ 
V: D=p Е V. В=0 
кэ УХЕ=0 УХЕ=0 УХН=Ј 
р=ғЕ Ј=0Е B=./H 
微分 P VVA= uJ (B= VXA) 
еў 08 ир) ү ф=0(Е= — У 
方程 = ë Ve fm =0(H=— Vén) 
Dn — Dn =ps = Hw—Ba=Js 
gg | Es=E, En =En Bin = Bn 
条 件 | = =# =А, [л УХА УХА.) 一 Js 
д _ дәф, _ Әф дф 
a 1—6 9048—00 |а әт ат бааа P= a, °# с], о) 
D=e E+P=eE = (五 十 MD) 
对 偶 量 є=ф(1+1,)=® 4=p (1+X, ) =o 
а= {р.а у. = |в. 45 
电路 gnt fE -as o1 E8 Б 证 
参数 U Е U * 1 。 
ета ТЕ dl of E 45 
场 的 
ag 845 „= [В-45=фА.ш 
_dQ = 
e av, 45” 
场 源 _dQ = dr 
分 布 | as 25=ар 
_49 =Q 
0а I= i 
介质 | p=Q&I т=15 
с Р=пр=& у E= (e—e )E M= m=, H 
磁化 — P=- Ja=VXM= (u,—1)J 
规律 | ps 一 P+n Jsa=MXn 
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续 表 
类 别 静 ü 5 稳 恒 电场 稳 便 磁场 
Е _ N I N: f dh dl. 
m | с= 2 = G= = 
U š U n РОГ а-а 
参量 [|z dl [к dl 上 一 全 А Е 
1 六 1 
W. = y Qh Wa = 3-1 
i=l i= 
ma = LI g£. 
场 能 | w. = 1[ь EdV Wa = lfa Вау 
=å =l p= D =й, =l =Ë 
ш =--Р Е= 5-Е =. rm 一 过 再 "有 z H° 2н 


з. 稳 恒 磁场 的 场 量 与 场 源 之 间 的 关系 


и í J(x.y.z AV" 
А(х,у,2) =— | ——— 
б) L R 


习题 


3.1 一 半径 为 a 的 均匀 带电 球 , 已 知 该 球 所 带电 量 为 Q, 球 体 以 匀 角 速度 o 绕 极 轴 旋 

(1) 球 内 的 电流 密度 ; 

(2) 车 为 电荷 分 布 均匀 的 导体 球 壳 ,其 他 条 件 不 变 , 求 球 表面 的 面 电流 分 布 。 

3.2 ” 同 轴 线 中 内 外 导体 的 半径 分 别 为 r 和 7,, 其 电导 率 为 o, 内 外 导体 中 载 有 等 值 而 
异 号 的 电流 了 ,两 导体 间 的 电压 为 Us ,并 填 满 介 电 常 数 为 。 的 介质 。 试 求 内 导体 表面 上 的 电 
场 强 度 的 切 向 分 量 和 法 向 分 量 之 比 。 

3.3 球形 电容 器 中 内 外 极 板 的 半径 分 别 为 和 产 , 其 中 的 介质 是 有 耗 的 ,电导 率 为 c， 
介 电 常数 为 s。 若 两 极 板 间 的 电压 为 Us , 试 求 介质 中 的 电势 .电场 强度 与 漏电 导 。 

3.4 在 双 层 介质 平行 板 电容 器 中 ,厚度 分 别 为 d, 与 d, 的 两 层 介质 填 满 两 极 板 间 的 空 
间 , 且 其 分 界面 与 极 板 平行 。 如果 介 质 都 是 有 耗 的 ,其 电导 率 和 介 电 常数 分 别 为 a 与 oo 及 
si 与 ss 。 当 两 极 板 间 的 电压 为 Us 时 , 试 求 每 层 介 质 上 的 电场 、 漏 电流 密度 及 介质 分 界面 上 
的 束缚 电荷 面 密 度 。 
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3.5 有 两 片 厚度 均 为 d、 电 导 率 分 别 为 a 与 o; 的 导体 片 组 成 弧 形 导电 片 , 其 内 外 半径 
分 别 为 和 疡 ( 见 题 3.5 图 )。 若 A、B 两 端面 间 加 电压 U, 且 


以 也 端面 为 电势 的 参考 点 , 试 求 ， ў Ж 
(1) 弧 片 内 的 电势 分 布 ， j 


(2) 弧 片 中 的 总 电流 和 总 电阻 BAN 
(3) 分 界面 上 的 自由 电荷 面 密度 。 „@ == | 
如 果 将 电极 改 置 于 导电 片 的 两 弧 边 , 重 求 之 。 ШШ 
3.6 一 个 半径 为 a 的 导体 球 ,作为 接地 电极 深 二 于 地 下 ， Z) 
设 大 地 的 电导 率 为 5, 求 接地 电阻 。 
3.7 ”两 无 限 长 平行 直线 电流 线 相距 为 4, 分 别 载 有 等 什 EA 


而 异 号 的 电流 T。 试 求 两 载 流 线 间 单位 长 度 的 相互 作用 力 。 

3.8 ”有 一 宽度 为 56、 载 有 电流 了 的 无 限 长 薄 导 体 带 电位 于 x 0 的 平面 上 ,其 中 心 线 与 
z 轴 重 合 。 试 求 > 轴 上 任 一 点 的 磁感应 强度 。 若 6 一 oo ,重新 计算 前 述 问题 。 

3.9 有 一 半径 为 a\ 长 为 /的 圆柱 形 长 螺 线 管 ,单位 长 度 上 密 绕 nn 古 线圈 ,其 中 通 有 电 
流 TI。 试 求 螺 线 管 轴线 上 的 磁感应 强度 ,并 讨论 螺 线 管 趋 于 无 限 长 时 的 情况 。 

3.10 ”在 下 列 情况 下 ,导线 中 的 电流 为 I, 所 有 圆 的 半径 均 为 a。 试 求 下 列 情况 ( 见 题 
3.10 图 ) 下 圆心 处 的 磁感应 强度 : 

(1) 长 直 导 线 突起 一 半圆 ,圆心 在 导线 所 在 的 直线 上 ; 

(2) 两 平行 长 直 导 线 及 与 之 相 切 的 半圆 导线 ; 

(3) 将 电流 环 沿 某 一 直径 折 成 相互 垂直 的 半圆 面 。 


(1) (2) 
Æ 3. 10 图 
3.11 下 列 的 矢量 函数 中 .哪些 可 能 是 磁场 ? 若是 , 求 其 流 涡 源 。 
(1) B=aze,; 


(2) B=aye, —aze,; 
(3) В=ае, +ëe,; 


(4) в= 20176 (圆柱 坐标 系 )。 


2та 
3.12 设 在 赤道 上 地 球 的 磁场 B. 与 地 平面 平行 ,方向 指向 北方 。 若 B,=5x10T.D 
知 铜 导线 的 质量 密度 为 pa 一 8. 9g/cms , 试 求 铜 导线 在 地 球 的 磁场 中 上 飘浮 起 来 所 需要 的 最 小 
电流 密度 。 
3.13 ”雷达 或 微波 炉 中 磁 控 管 的 工作 原理 可 用 阳极 与 阴极 为 平行 导体 板 的 模型 来 说 
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明 。 两 极 板 的 间距 为 4, 电 压 为 U, 且 在 两 极 板 间 有 稳 恒 磁场 B. 平行 于 极 板 ( 见 题 3. 13 
图 )。 试 证 明 ,如 果 
2еВ$а* 


U< = 
m 


则 以 零 初 速 自 阴 极 发 射 的 电子 不 能 到 达 阳 极 。( 式 中 е, 分 别 为 电子 电荷 与 质量 。) 

3.14 无 限 长 导体 圆 管 的 内 外 半径 分 别 为 r, 和 x, 其 中 通 有 均匀 分 布 且 沿 轴 向 的 电流 
I。 试 求 导体 圆 管内 外 的 磁感应 强度 。 

3.15 ”两 个 半径 分 别 为 a 和 4 (a 二 5) 的 平行 长 直 圆 柱 体 ,其 轴线 间距 为 d. В. p— a < 
d 二 a 十 5。 除 重 琶 区域 S 外 ,两 圆柱 体 中 有 沿 轴 向 等 值 而 反 向 的 电流 密度 J。 且 均匀 分 布 
( 见 题 3. 15 9). WREAK 5 中 的 磁感应 强度 (4d 二 a 一 5)。 


4 
1 х х х БЕ 7 
а $ в u= 
і х х х T 


C 


Æ 3.13 图 


3.16 有 一 NN 看、 载 电流 IT、 边 长 为 a 的 方 环形 线圈 ,位 于 均匀 磁场 B 中 。 若 环 面 法 线 
与 B, 的 夹 角 为 w, 试 求 磁场 作用 于 方 环形 线圈 的 转 矩 。 

3.17 有 一 细小 磁铁 棒 , 沿 其 纵向 的 磁 抢 为 严 , 位 于 无 限 长 细 直 线 电流 工 的 磁场 里 , 且 
线 电流 TI 沿 m 的 方向 为 正 。 若 磁 棒 与 线 电流 的 距离 为 g, 试 求 磁场 作用 于 磁 棒 上 的 转 矩 。 

3.18 有 一 用 细 导 线 密 绕 成 N 万 的 平面 螺旋 形 线圈 ,其 半径 为 a, 通 有 电流 TOL 3. 18 
图 )。 试 求 其 磁 矩 。 

3.19 一 半径 为 a 的 无 限 长 螺 线 管 ,单位 长 度 上 密 绕 ) 臣 线圈 ,其 中 通 有 电流 TI。 螺 线 
管 中 填 满 磁 导 率 为 y 的 磁 芯 。 试 求 螺 线 管内 的 磁场 强度 、 磁 感应 强度 和 磁 芯 表面 的 磁化 面 
电流 密度 。 

3.20 有 一 电磁 铁 由 磁 导 率 为 六 的 U 形 铁 罗 和 一 个 长 方 体 铁 块 构成 ,其 厚度 均 为 b, 宽 
度 均 为 d( 见 题 3.20 图 ) 。 为 避免 铁 块 与 铁 恩 直 接 接触 ,两 者 之 间 有 一 厚度 为 :的 薄 铀 片 。 
MI E Ek Ju `: [| FERA a MoE ERA h. R Pk u F 56 44 а Е T 09 N HR 
圈 。 试 求 铜 片 阶 中 的 磁 通 、 磁 阻 与 磁感应 强度 。 


题 3. 18 图 题 3. 20 图 
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3.21 一 半径 为 a、 载 均匀 分 布 的 电流 了 的 长 直 圆 柱 导 体 ,其 磁 导 率 为 x。。 它 外 面 套 以 
同 轴 的 磁 导 率 为 y 的 磁 介 质 圆 管 ,其 内 外 半径 分 别 为 5 与 c(a<b<=c)。 试 求 空 间 各 点 的 磁 
场 强度 和 磁感应 强度 及 磁 介 质 圆 管 表 面 上 的 磁化 面 电流 密度 。 如 果 移 去 磁 介 质 圆 套 管 , 磁 
场 的 分 布 有 何 变化 ? 

3.22 一 半径 为 a KH LETRA y 的 均匀 磁化 圆柱 形 永久 磁铁 ,其 磁化 强度 M. 沿 
柱 轴 方 向 。 试 求 圆柱 体内 与 柱 面 上 的 磁化 电流 密度 及 柱 轴 上 的 磁感应 强度 。 

3.23 半径 为 a 的 磁 介 质 球 , 其 磁 导 率 为 w, 球 外 为 空气 。 已 知 球 内 外 的 磁场 强度 分 
别 为 


H, = С(соѕде, — sinfe) Ж Н, = D (cosbe, + 志 sines ] 


试 决定 系数 C. D 间 的 关系 ,并 求 出 磁 介 质 球 表面 上 的 自由 面 电流 密度 Js 和 总 的 面 电流 密 
度 Js。 

3.21 ”有 一 铁 磁 材料 的 球 过 ,其 内 外 半径 分 别 为 和 7;, 它 被 均匀 磁化 到 Mo ,其 方向 
沿 极 轴 。 试 求 球 壳 内 外 极 轴 上 的 磁 标 势 及 磁感应 强度 。 

3.25 在 空气 与 磁 导 率 为 y 的 铁 磁 物质 的 分 界 平 面 上 ,有 一 载 电流 工 的 无 限 长 细 直 导 
线 。 试 分 别 求 空气 和 铁 磁 物质 中 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 。 

3.26 试 求 一 平均 半径 为 c、 圆 截面 半径 为 ”CO<a) ,其 上 密 绕 N 下 线圈 的 非 磁性 导体 
圆 环 的 自 感 。 

3.27 有 两 对 相互 平行 的 双 根 传输 线 1.2 和 3、4, 它 们 的 相对 位 置 如 题 3.27 图 所 示 。 
试 求 两 对 传输 线 之 间 单 位 长 度 的 互感 。 

3.28 ”在 空气 中 一 载 电流 为 1 的 长 直 导 线 的 磁场 中 ,有 一 与 之 共 面 的 边 长 分 别 为 a、5 
的 平行 四 边 形 导 线 回路 ,如 题 3. 28 图 所 示 。 试 求 该 直 导 线 与 导线 回路 的 互感 。 


题 3.27 图 题 3.28 图 


3.29 ”内 外 半径 分 别 为 与 т, ETRA u 的 无 限 长 直 导 体 圆 简 , 其 中 通 有 沿 轴 向 的 
电流 工 且 均匀 分 布 。 试 求 单 位 长 导体 内 的 磁场 能 量 和 内 自 感 。 

3.30 一 平均 半径 为 e, 圆 截面 半径 为 400<a) 的 环形 铁 芯 螺 线 管 , 其 中 铁 芯 的 磁 导 率 
为 w, 环 上 密 绕 N 下 线圈 并 通 有 电流 工 。 试 求 此 环形 铁 芯 螺 线 管 的 磁场 能 量 和 自 感 。 


3.31 试 证 明 磁 路 中 储存 的 磁场 能 量 等 于 Wa оК, Ra ЕШШ. 
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3.32 一 环形 铁 芯 螺 线 管 ,平均 半径 为 15cm, 其 圆 形 截面 的 半径 为 2em, 铁 芯 的 相对 磁 
FRH р. = 1400,6 98 1000 臣 线 圈 , 通 过 电流 0.7A。 试 计算 : 

(1) 螺 线 管 的 电感 ; 

(2) 在 铁 芯 上 开 一 0. Іст 的 气 院 ,再 计算 电感 (假设 开口 后 铁 芯 的 磁 导 率 不 变 ); 

(3) 空气 辽 和 铁 芯 中 磁场 能 量 的 比值 。 


第 4 章 | ”静态 场 边 值 问题 的 解法 


CHAPTER 4 


本 章 导读 : 第 2 章 中 对 于 静电 场 的 求解 采用 了 库仑 场 强 法 、 高 斯 定理 法 、 电 势 法 等 ; 之 
后 ,针对 第 3 章 静 磁场 问题 的 求解 ,采用 了 人 毕 - 萨 定律 法 、 安 培 环 路 法 、 磁 夭 势 或 磁 标 势 法 等 
等 。 这 些 方法 ,对 于 简单 问题 ,尤其 是 无 限 大 空间 中 的 电荷 或 电流 分 布 等 ,都 是 非常 有 效 的 。 
但 是 ,在 一 般 情 况 下 ,由 电荷 或 电流 分 布 求解 静态 场 的 问题 均 可 归结 为 在 给 定 边界 条 件 下 求 
解 静 电势 或 磁 和 失 量 势 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 的 问题 ,或 者 磁 标 势 的 拉 普 拉 斯 方程 , 即 场 
的 边 值 问题 。 本 章 阐 述 求解 边 值 问题 的 主要 解法 ,主要 内 容 包括 静态 场 唯一 性 定理 及 其 应 
用 、 介 质 和 导体 边界 的 镜像 法 、 三 种 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 、 保 角 变 换 法 等 。 这 些 方法 既 适 
用 于 静态 场 和 准 静 态 场 ,也 适用 于 时 变 电 磁场 。 可 以 看 到 ,本 章 介 绍 的 大 多 数 方法 ,是 开展 
电磁 领域 研究 的 重要 基础 科研 工具 ,具有 重要 的 理论 价值 ! 


4.1 静态 场 边 值 问 题 的 分 类 和 唯一 性 定理 


4.1.1 静态 场 边 值 问题 的 分 类 


静态 场 包括 静电 场 、 稳 恒 电 流 的 电场 与 静 磁 场 。 更 广泛 些 , 还 可 包括 准 静 态 场 , 即 变 化 
缓慢 的 时 变 场 ,例如 似 稳 电磁 场 。 

在 较 复 杂 的 场 源 或 媒质 分 布下 ,求解 静态 场 的 基本 问题 都 可 以 归结 为 求解 场 的 标量 势 
或 矢量 势 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 满足 给 定 边 值 条 件 下 的 解 。 通 常 将 满足 一 定 边 值 条 件 
的 微分 方程 的 求解 问题 , 称 为 边 值 问题 。 势 函数 的 泊 松 方程 与 拉 普 拉 斯 方程 解 的 关系 和 非 
齐 次 微分 方程 与 齐 次 微分 方程 的 解 类 似 , 即 泊 松 方程 的 通 解 是 对 应 的 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 
再 加 上 泊 松 方程 的 特 解 。 

静态 场 的 边 值 问题 可 分 为 三 类 : 第 一 类 边 值 向 题 (也 称 为 狄 里 赫 利 问题 ) 是 给 定 整 个 边 
界 上 的 势 函 数值 $ls = ,其 中 5 是 边界 S 上 的 点 ,例如 静电 场 中 给 定 各 导体 表面 的 电势 


值 ; 第 二 类 边 值 问题 (也 称 为 诺 伊 曼 问 题 ) 是 给 定 整 个 边界 上 势 本 数 的 法 向 导数 值 强 | = 
© 5 
КОШ е Q = 一 Sas; 第 三 
类 边 值 问题 (也 称 为 鲁 宾 问 题 ) 则 是 混合 边 值 问题 , 即 在 一 部 分 边界 上 给 定 势 函数 值 $|  — 
g(5) ,而 在 另 一 部 分 边界 上 给 定 势 丽 数 的 法 向 导数 值 2 =f (j 关 i)。 求 解 静态 场 边 
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值 问题 的 方法 很 多 ,本 章 主要 介绍 几 种 常用 的 解析 方法 : 镜像 法 分离 变量 法 、 保 角 变 换 
法 等 。 


4.1.2 静态 场 的 边 值 条 件 


静态 场 边 值 问题 的 边 值 条 件 有 如 下 三 种 类 型 ; 

(1) 场 域 边界 上 给 定 的 边 值 条 件 。 若 场 域 边界 上 给 定 的 势 函数 值 % 5) 王 0 或 其 法 向 导 
数值 (9) 王 0, 这 称 为 齐 次 边 值 条 件 ; 2 С) 520 或 A(8) 关 0, 则 称 为 非 齐 次 边 值 条 件 。 
场 域 边界 上 给 定 的 边 值 条 件 又 可 以 分 为 三 类 ,分 别 对 应 于 上 述 三 类 边 值 问题 。 

(2) 分 界面 上 场 量 的 衔接 条 件 。 分 界面 上 场 量 的 衔接 条 件 是 指 电场 和 磁场 或 静电 势 、 
磁 矢 势 或 磁 标 势 在 场 域 边界 上 的 边界 条 件 , 即 电场 和 磁场 的 边界 条 件 。 在 所 研究 的 问题 是 
分 区 均匀 的 情况 下 ,在 不 同 区 域 的 分 界面 上 ,往往 要 使 用 衔接 条 件 做 场 量 匹 配 。 

G) 自然 边 值 条 件 。 这 是 指 不 言 而 喻 的 边界 条 件 。 比 如 ,当场 域 包含 坐标 系 的 原点 或 
极 轴 时 , 场 量 应 为 有 限 值 ; 车场 源 分 布 在 有 限 远 的 区 域 , 则 当场 点 趋 近 于 无 穷 远 即 一 = 时， 
场 值 应 为 零 等 。 此 外 ,在 柱 坐 标 系 或 球 坐 标 系 下 ,一 般 情 况 下 , 当 水 平方 位 角 增 加 2x 时 , 场 
点 又 回 到 同一 点 ,因此 , 场 值 也 必须 为 同一 个 。 也 就 是 说 , 场 量 必须 是 水 平方 位 角 的 周期 函 
数 。 这 称 为 周期 性 边界 条 件 ,也 可 以 看 做 是 自然 边界 条 件 的 一 个 特例 。 


4.1.3 静态 场 边 值 问题 的 求解 方法 


静态 场 边 值 问 题 的 求解 方法 很 多 ,主要 有 解析 法 、 数 值 计算 法 、 图 解法 和 实验 法 等 。 

解析 法 包括 镜像 法 、 电 轴 法 ,分 离 变量 法 、 格 林 函 数 法 及 复 变 函 数 法 等 ,其 中 除 分 离 变 量 
法 是 直接 解析 法 外 ,其 他 都 是 间接 的 解析 方法 。 在 解析 法 中 ,还 包括 近似 解析 法 。 

数值 计算 法 包括 有 限 差 分 法 有限 元 法 、 边 界 元 法 、 矩 量 法 等 利用 计算 机 进行 数值 计算 
的 方法 。 另 外 ,还 有 半 解 析 与 半数 值 计算 相 结合 的 混合 方法 。 

图 解法 是 利用 计算 机 或 人 工作 图 实现 求解 的 方法 。 例 如 ,静电 场 的 电力 线 和 等 势 线 处 
处 相互 垂直 , 且 在 导体 表面 上 电力 线 与 其 垂直 而 等 势 线 与 其 平行 ,满足 这 些 条 件 的 场 图 便 是 
待 求 的 场 图 。 由 场 图 可 知 场 域 各 处 电场 的 大 小 和 方向 。 

实验 法 是 用 物理 实验 的 方法 来 确定 在 满足 给 定 边 值 条 件 下 的 势 或 场 。 比 如 ,在 给 定 边 
值 条 件 下 ,利用 等 电阻 网 格 或 导电 液 槽 测定 场 域 各 处 的 电势 等 方法 。 


4.1.4 唯一 性 定理 


唯一 性 定理 可 以 表述 为 : 对 于 任 一 静态 场 (也 包括 准 静 态 场 ) ,满足 一 定 边 界 条 件 的 泊 
松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 唯一 的 , 即 在 区 域 V 内 给 定 自由 电荷 (或 电流 ) 分 布 ,在 V 的 


边界 S 上 给 定 电势 $ 或 其 法 向 导数 区 的 值 (或 者 矢 势 A 或 磁 标 势 $m 的 相应 值 ), 则 V 内 的 
场 便 被 唯一 地 确定 。 唯 一 性 定理 是 很 重要 的 , 它 意味 着 可 以 自由 地 选择 任何 一 种 计算 场 的 
方法 。 

现 以 静电 场 第 一 边 值 问题 为 例 来 证 明 唯 一 性 定理 。 若 使 电势 $ 为 边 值 问题 唯一 正确 的 
解 , 一 是 电势 $ 必须 满足 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 ,二 是 电势 $ 要 满足 场 域 边界 上 的 边 值 条 
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件 。 要 证 明 唯一 性 定理 ,可 以 使 用 反 证 法 ,如 图 4-1 所 示 , 先 假定 
在 场 域内 有 两 个 满足 上 述 条 件 的 解 如 和 如, 即 
м =— L Vg: =— Ё. 
和 图 4-1 唯一 性 定理 证 明 
hi |s = #0 h |s = #0 -O сащ 
ЖР € RB ИШ ЖЕКЕН ЕЕН. ЯТ 
Уф 一 0 
|, [5 = 0 
Қоф фро BEERA RA — 3801-28), Ш 
ІКС Vyt+ V$ + Ур) ау = 中 W dS 
同时 , 取 上 式 中 的 标量 函数 6 —— ЭРЕ уе 97 二 0, 则 有 
‚|? == , Й @ ‚$” 
fiv | av =ф $ w sas s Eas 
式 中 ,S 是 包围 场 域 V 的 闭合 曲面 。 考 虑 到 # ñ: S 上 处 处 为 零 { 如 果 是 第 二 边 值 问题 , 则 
+0) ,所 以 上 式 右 端的 积分 为 零 。 
IVE |e 总 是 非 负 值 ,要 使 上 式 左 端的 积分 为 零 , 只 有 满足 
v = 0 
故 有 
#' = € 
于 是 得 h= pC JE C 是 任意 常数 。 由 于 电势 取 值 与 电势 零点 选择 有 关 , 不 同 的 电 
势 参考 点 对 应 的 电势 分 布 仅仅 差 一 个 常数 ,因此 上 述 两 个 电势 的 差别 可 以 看 做 是 电势 参考 
点 选择 的 不 同 而 造成 的 ,从 而 证 明了 唯一 性 定理 。 当 边界 条 件 是 第 二 或 第 三 类 时 ,仿照 相同 
的 方法 可 以 证 明 该 定理 。 


4.1.5 基于 唯一 性 定理 求解 边 值 问题 


唯一 性 定理 的 重要 意义 在 于 , 当 满 足 一 定 边 界 条 件 的 电势 问题 的 解 存在 时 ,该 解 是 唯一 
的 ,而 与 求解 该 问题 使 用 的 具体 方法 无 关 。 换 句 话 说 ,如 果 有 能 力 看 出 边 值 问题 的 解 , 那 它 
一 定 是 唯一 的 解 。 这 就 为 实际 应 用 中 的 “试探 法 "奠定 了 理论 基础 。 
例 4.1 一 个 内 部 有 不 规则 空 腔 的 导体 ,外 表面 S. 电势 为 5V( 见 图 4-2)。 求 空 腔 V 内 
的 电势 分 布 。 
解 由 静电 场 中 导体 的 性 质 知 , 空 腔 内 表面 5, 电势 也 为 
5V, 因 此 边 值 问题 是 


Se 
о то 
$ 


$ 15, = ls, = 
E42 SEARBH 观察 可 知 ,如 果 空 腔 内 的 电势 为 5V, 则 电势 满足 拉 普 拉 斯 
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方程 (常数 ) ,而 且 其 满足 边界 条 件 。 因 此 ,由 唯一 性 定理 ,所 求 电势 分 布 即 为 5V。 

例 4.2 有 一 个 半径 为 a, 带电 量 为 Q 的 导体 球 , 其 球 心 位 于 两 种 不 同 介质 的 分 界 平面 
上 ,如 图 4-3 所 示 。 试 求 两 介质 中 的 电场 强度 和 其 表面 上 的 电 
荷 分 布 。 

Ë ”本 题 是 属于 比较 典型 的 分 区 均匀 的 静电 场 问题 。 区 
域 1 和 区 域 2 中 的 电势 分 布 ,都 满足 拉 普 拉 斯 方程 ; 且 在 两 种 
介质 的 分 界面 上 满足 所 谓 的 “衔接 条 件 ”, 即 : 电场 强度 的 切 向 
分 量 连续 ,电位 移 矢 量 的 法 向 分 量 连续 。 同 时 ,在 介质 和 金属 
的 边界 面 上 ,满足 切 向 电场 为 零 .总 电荷 量 为 Q 的 条 件 。 此 题 
目 如 果 采 用 其 他 分 析 方法 比较 复杂 ,但 如 果 考 虑 采用 唯一 性 定 
理 求解 , 则 相当 简单 。 这 里 的 出 发 点 依旧 是 : 四 场 分 布 满足 静 
电场 的 方程 ; @ 场 分 布 满足 所 有 的 边界 条 件 。 据 此 ,采用 球 坐 


标 系 ,使 其 原点 与 导体 球 的 球 心 重合 。 图 4-3 介质 分 界面 上 的 
为 了 求 得 电场 强度 E, 和 E; ,不 妨 假定 它们 仍然 具有 球 对 带电 导体 球 


称 性 ,并 且 沿 着 径 向 , 即 取 试 探 场 为 (试探 场 显 然 满足 两 个 介质 
分 界面 上 的 边界 条 件 ) 
E, = E, = E = Ее, 
任 选 一 个 半径 为 ~(r>a) 且 与 导体 球 同 心 的 球面 (高 斯 面 ) ,应 用 高 斯 定理 可 得 
|”. . dS, +f» * dS, = af E » dS, | Е, ° 45, = О 


5, 
代入 上 式 即 可 得 


2r(e +2 E, = E, 


如 此 计算 得 到 的 电场 ,在 两 种 介质 分 布 区 域 , 显 然 满 足 静电 场 的 方程 , 即 旋 度 为 零 , 散 度 
为 零 ( 与 点 电荷 的 电场 分 布 形式 类 似 )。 同 时 ,在 介质 1、 介 质 2 的 分 界面 上 ,上 述 试探 场 满 
足 电场 切 向 分 量 连续 的 条 件 且 法 向 分 量 均 为 零 ; 在 导体 球面 上 又 处 处 与 之 垂直 ,使 导体 为 
等 势 面 。 因 此 , 按 场 的 唯一 性 定理 ,它们 就 是 所 述 问题 的 正确 解 。 

如 果 介 质 1 与 导体 球 接触 面 对 球 心 O 所 张 的 立体 角 为 2 , 则 介质 2 与 导体 球 的 接触 面 
对 球 心 O 所 张 的 立体 角 便 是 4x 一 Q, 同 理 可 得 


Е 


Q 
ГЕ, ах Mar. 8 Е 


H e, =e, =e I E= zL, , 即 为 带电 导体 球 的 场 强 。 
导体 球 两 侧 表面 上 的 自由 电荷 面 密度 分 别 为 
aQ 


2т(є 十 sz)a2 


ps = Di |, = eB |=, 


szQ 


2х(є, 十 sz)a2 


可 以 验证 (os Si 十 os 5+ ) |,-。 二 Q, 即 整个 导体 球 的 带电 量 为 Q。 


pse = Ю|,—„ = еЕ,, |, 
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如 果 考虑 到 pm 一 一 sm 一 一 生 eos, 可 得 紧 贴 导体 球面 的 两 介 质 表 面 上 的 束缚 电 
荷 面 密度 分 别 为 
El 一 Eu (e, 一 seo)Q 
бзи є Psi 2r(el + es)a’ 
和 
Е: 一 Eo (sz 一 so)Q 
Ps Ez Ps 2х(є, 十 sz)a2 


在 两 种 不 同 介 质 的 分 界面 上 场 强 只 有 切 向 分 量 而 无 法 向 分 量 , 故 在 介质 分 界面 上 ,没有 
束缚 电荷 分 布 。 


延伸 思考 : 有 一 个 半径 为 a、 单 位 长 度 带电 量 为 Q 的 无 限 长 导体 柱 , 其 柱 轴 位 于 两 种 不 
同 介质 的 分 界 平面 上 , 横 截面 如 图 4-3 所 示 。 试 求 两 介质 中 的 电场 强度 和 其 表面 上 的 电 
荷 分 布 。 


例 4.3 一 个 半径 为 a 的 导体 球 ,其 内 部 有 一 个 不 规则 的 空 穴 ; 空 穴 内 有 一 个 点 电荷 
dg。 求 该 点 电荷 在 导体 球 外 所 产生 的 电场 。 

解 该 点 电荷 所 产生 的 场 ,会 在 导体 内 外 表面 感应 出 等 
量 异 号 的 电荷 。 如 图 4-4 所 示 在 导体 内 部 作 一 个 高 斯 面 , 包 
含 点 电荷 和 感应 电荷 。 由 于 导体 内 部 电场 为 零 ,所 以 电场 穿 
过 该 高 斯 面 的 通 量 为 夫 ， 因此 , 空 穴 的 内 表面 感应 出 一 2 的 电 
荷 ,导体 球 表 面 上 感应 出 十 4 的 电荷 。 

假设 导体 球 外 对 应 的 电场 有 如 下 形式 : 


_A 
E= e, 


图 4-4 不 规则 洞穴 内 点 
此 电场 分 布 与 点 电荷 的 场 强 类 似 , 因 此 ,在 球 外 一 定 满足 旋 度 电荷 的 电场 

为 零散 度 为 零 ( 换 句 话说 ,就 是 指 球 外 的 电势 分 布 一 害 

拉 普 拉 斯 方程 ) 。 在 导体 球 表面 ,电场 强度 与 球面 垂直 ,满足 介质 与 导体 分 界面 的 边界 条 件 ， 
且 有 


E&A 
ps = D. | -。 = eoE |. Pu 


由 于 球面 的 感应 电荷 总 量 为 十 g( 注 意 ,不 要 误 认 为 是 导体 球 感应 的 总 电荷 , 即 0。 因 为 
站 在 球 的 外 部 看 ,只 能 观察 到 导体 球 外 表面 的 电荷 分 布 ), 所 以 
yal = 4хе,А = 9 


于 是 ， а=, ш ЕЛАП E= r= 
ЖЕ — PEE Bn] ЖП. makas сиб, 上 述 电 场 分 布 形式 表明 ,该 电 


场 分 布 与 半径 为 a、 电 荷 量 为 g 的 导体 球 在 空气 中 产生 的 电场 完全 一 致 , 而 与 空 穴 的 位 置 、 
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“4.1.6 科技 前 沿 : 有 源 隐形 的 理论 基础 

近年 来 ,科研 领域 里 面 关 于 有 源 隐形 的 研究 得 到 了 广泛 的 关注 。 有 源 隐形 的 基础 ,就 是 
场 的 唯一 性 定理 和 又 加 原理 。 图 4-5 为 有 源 隐形 的 示意 图 。 尽 管 本 小 节 是 针对 静态 场 来 对 
有 源 隐形 进行 的 论述 ,实际 上 这 个 原理 对 时 变 场 也 是 适用 的 。 


一 一 
-一 控制 边界 一 全 


ERDAN 
k эы Š 
/ / `N \ 
| | > | | киш кшк 
Sd / 
Ж. А 
М Z. W 
(a) 只 有 探测 源 的 情况 CO) 部 署 有 源 设备 的 情况 


图 4-5 有 源 隐形 原理 示意 图 


图 4-5(a) 为 空间 只 有 探测 源 的 情况 (比如 探测 电极 )。 因 为 探测 源 是 已 知 的 ,所 以 探测 
者 能 够 事先 知道 空间 各 点 的 场 分 布 ,如 图 4-5Ca) 中 给 出 的 电势 分 布 (时 变 场 的 情况 ,就 是 时 
变 电 磁 场 的 分 布 )。 如 果 这 个 分 布 受 到 目标 物体 的 扰动 而 发 生 改变 ,那么 探测 者 就 知道 有 物 
体 存在 ,进而 根据 探测 结果 推 知 物体 的 位 置 、 形 状 等 。 作 为 被 探测 者 ,如 果 想 要 隐藏 目标 物 
体 , 就 需要 在 物体 周围 布置 一 些 受 控 的 源 。 这 些 源 能 够 在 计算 机 的 控制 下 动态 、 灵 活 地 改 
变 ,如 图 4-5(b) 所 示 。 对 受 控 源 的 要 求 是 当 其 单独 工作 时 ,要 求 Ф| 二 0,$|n, 二 一 如。 这 
样 一 来 , 当 探 测 源 进行 探测 时 ,在 控制 边界 和 静寂 区 边界 上 ,对 于 总 场 有 : Ф| =#.#|г = 
0。 静 寂 区 的 边界 总 场 为 零 ,内 部 场 也 为 零 ,因此 目标 物体 不 会 产生 额外 的 扰动 。 这 也 就 是 
静寂 区 的 由 来 。 而 站 在 探测 源 的 角度 看 ,控制 边界 与 空间 没有 物体 时 的 控制 边界 完全 一 臻 
[ 见 图 4-5(a)]。 由 唯一 性 定理 ,探测 者 可 推 知 没有 物体 存在 。 

有 人 会 问 , 作 为 被 探测 者 ,如何 知道 图 4-5(a) 中 的 场 分 布 呢 ? 这 个 问题 就 仿佛 敌人 怎 
么 会 事先 告诉 你 他 的 探测 信号 呢 ? 这 正 是 有 源 隐形 的 弱点 : 需要 事先 知道 探测 源 的 特性 ! 
如 果 无 法 知道 ,必须 通过 传感器 实时 检测 探测 源 的 特点 ,并 及 时 反馈 给 计算 机 ,并 由 计算 机 
控制 受 控 源 产生 动作 ,以 抵消 探测 信号 的 影响 。 因 此 ,有 源 隐 形 在 静态 场 、 低 频 情 况 下 ,实现 
相对 容易 。 大 家 经 常 在 汽车 电子 领域 听 到 的 有 源 降 噪 技术 ,市面 上 销售 的 有 源 降 品 耳 机 等 ， 
其 工作 原理 都 和 上 面 的 过 程 相似 。 


4.2 镜像 法 


4.2.1 镜像 法 的 原理 


镜像 法 可 以 用 来 求解 某 些 涉 及 平面 边界 或 圆 形 边界 的 边 值 问题 。 使 用 镜像 法 物理 概念 
清晰 ,而 且 不 需要 直接 求解 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 ,所 以 镜像 法 是 求解 边 值 问题 的 一 种 有 
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效 方法 ,其 理论 根据 是 唯一 性 定理 。 
利用 镜像 法 分 析 问 题 有 两 个 场景 : 一 个 是 包含 物理 边界 的 实际 场景 , 男 一 个 是 去 掉 物 


理 边 界 而 以 虚拟 边界 代 之 的 镜像 场景 ,如 图 4-6 所 示 。 кр, 
镜像 法 的 核心 思想 是 用 实际 场 源 (电荷 或 电流 ) 的 镜像 СК 
来 代 蔡 边 界 上 分 布 的 感应 电荷 或 感应 电流 ,从 而 可 以 Мс» V) 
在 镜像 场景 中 去 掉 边 界 ,将 有 限 区 域 转换 为 无 限 大 区 6 
域 ,进而 大 大 简化 问题 的 分 析 。 镜 像 的 个 数 .大 小 和 位 。 ШИ вя 
置 由 具体 边界 条 件 来 确定 。 对 于 镜像 的 要 求 只 有 一 。 图 4-6 镜像 法 所 对 应 的 实际 场景 
个 , 那 就 是 : 在 实际 场 源 和 镜像 源 的 共同 作用 下 ,在 镜 和 镜像 场景 示意 图 


像 场景 中 ,虚拟 边界 处 计算 得 到 的 边界 条 件 ( 第 一 类 、 

第 二 类 ,第 三 类 均 可 ) 与 实际 场景 中 物理 边界 处 的 边界 条 件 完全 一 致 。 这 样 ,可 以 撤去 物理 
边界 ,并 将 场 源 所 在 区 域 的 媒质 扩展 到 整个 空间 , 待 求 场 则 由 场 源 及 其 镜像 共同 确定 。 根 据 
唯一 性 定理 ,实际 场景 和 镜像 场景 中 , 待 研 究 区 域内 的 场 方程 一 致 ( 源 分 布 在 区 域内 未 改 
变 ), 且 边界 条 件 相同 ,因此 ,它们 对 应 的 解 也 完全 相同 。 需 要 注意 ,镜像 法 的 适用 区 域 只 
在 边界 面 内 场 源 所 存在 的 区 域 。 而 且 ,镜像 只 能 存在 于 区 域外 部 (否则 , 待 研 究 区 域内 的 源 
分 布 就 与 实际 场景 不 符 )。 应 该 指出 ,镜像 法 不 是 一 种 普遍 适用 的 解决 边 值 问 题 的 方法 , 它 
只 适用 于 一 些 较 特殊 的 情形 , 故 有 一 定 的 局 限 性 。 


4.2.2 导体 与 介质 平面 边界 的 镜像 法 


考虑 在 距离 无 限 大 接地 导体 平面 h 处 有 一 点 电荷 Q, 其 周围 是 介 电 常数 为 e 的 介质 ,如 
图 4-7(a) 所 示 , 求 介质 中 任 一 点 的 电场 。 

对 于 所 示 问 题 ,电荷 分 布 和 边界 都 非常 简单 ,有 人 容易 用 无 限 大 空间 中 点 电荷 的 场 强 公 
式 直接 给 出 电场 强度 分 布 。 这 是 不 正确 的 。 因 为 所 求 的 场 除 直接 由 点 电荷 Q 产生 外 ,还 应 
考虑 无 限 大 导体 表面 上 蜡 号 的 感应 电荷 的 场 。 边 界 的 存在 一 定 是 不 可 忽略 的 一 个 因素 。 因 
此 ,尽管 电荷 分 布 和 边界 都 很 简单 ,但 直接 求解 也 不 是 一 跤 而 就 的 。 

根据 镜像 法 的 原理 ,可 以 将 无 限 大 的 导体 边界 去 掉 而 用 镜像 电荷 代 蔡 ,从 而 将 半 无 界 的 
空间 转换 为 无 界 空间 ,如 图 4-7(b) 所 示 。 这 样 ,就 可 以 用 无 限 大 空间 中 点 电荷 的 场 强 公式 
和 全 加 原理 进行 求解 。 这 种 方法 能 否 成 功 的 关键 点 在 于 : 在 镜像 场景 中 ,虚拟 边界 的 位 置 
上 ,电势 分 布 是 否 与 物理 边界 一 样 都 是 零 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 


2 
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(a) 实际 场景 中 的 点 电荷 (b) 镜像 场景 的 情况 (с) 利用 又 加 原理 确定 待 求 电 势 


4-7 点 电荷 对 无 限 大 导体 平面 的 镜像 
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在 与 点 电荷 Q 对 称 的 位 置 上 放 一 个 镜像 电荷 Q = 一 Q, 撤 去 导体 平面 ,并 使 介质 充满 
整个 空间 。 若 选择 无 穷 远 处 为 电势 的 参考 点 , 则 无 限 大 导体 平面 处 的 电势 显然 为 零 ( 与 物理 
边界 电势 一 致 ) 。 在 虚拟 的 镜像 场景 中 观察 上 半空 间 , 电 荷 分 布 没 有 变化 (只 有 一 个 原始 点 
电荷 ) ,物理 边界 对 应 的 位 置 处 ( 即 虚拟 边界 处 ) ,电势 依然 为 零 。 方 程 未 改变 ,边界 条 件 未 
变 。 因 此 ,由 唯一 性 定理 可 得 ,两 个 场景 中 上 半空 间 的 电场 分 布 相同 。 

于 是 ,在 原来 有 介质 的 上 半空 间 中 任 一 点 P 处 的 电势 由 点 电荷 Q 及 其 镜像 电荷 Q = 
一 Q 共同 确定 。 采 用 直角 坐标 系 ,如 图 4-7(Cc) 所 示 ,将 点 电荷 Q 置 于 = 轴 上 ,坐标 原点 取 在 
导体 平面 上 , 则 有 


二 (二 з 


式 中 ,RR 与 R' 分 别 是 点 电荷 Q 与 其 镜像 电荷 Q' 到 场 点 的 距离 。 它 们 分 别 为 
R= VPTyY FGI 和 к= Му 

上 述 问题 可 看 作 是 由 两 个 半 无 限 大 导体 平面 相交 且 其 夹 角 为 «的 情形 。 于 是 可 将 上 述 
方法 推广 到 两 个 半 无 限 大 导体 平面 相交 成 "一 起 (N 为 正 整数 ) 的 情况 。 图 4-8 示 出 了 此 时 
镜像 电荷 的 分 布 情况 ,由 此 可 以 计算 角形 域内 任 一 点 的 场 强 。 

如 果 在 接地 的 金属 二 面 角 内 部 有 一 个 无 限 长 的 线 电 荷 分 布 ,二 面 角 大 小 为 < 一 霹 CN 为 
正 整 数 ) ,上 且 线 电荷 平行 于 二 面 角 的 轴线 。 也 可 以 利用 类 似 的 方法 在 镜像 位 置 上 放置 相 应 的 
镜像 线 电荷 ,用 同样 的 方法 计算 二 面 角 内 任 一 点 的 电势 和 电场 强度 。 只 不 过 此 时 需要 用 线 
电荷 的 电势 和 电场 强度 分 布 做 全 加 分 析 。 


"=p 


l 

l 

l 

| 
(а) N=2 (b) N=3 (с) N54 
图 4-8 点 电荷 对 夹 角 为 “一 六 的 两 个 半 无 限 大 导体 平面 的 镜像 


在 应 用 镜像 法 计算 得 到 实际 场景 中 的 电势 和 电场 强度 后 ,可 以 利用 边界 条 件 确定 无 限 
大 导体 平面 上 感应 面 电荷 的 分 布 ,并 利用 面积 分 得 到 感应 电荷 的 总 量 ; 进一步 ,实际 场景 中 
点 电荷 与 导体 平面 之 间 的 相互 作用 力 , 也 可 以 用 镜像 场景 中 点 电荷 和 它 的 镜像 电荷 之 间 的 
作用 力 得 到 。 


4.2.3 导体 与 介质 圆柱 面 边 界 的 镜像 法 

圆柱 面 边 界 适用 于 与 导体 圆柱 轴线 平行 的 线 电荷 (或 线 电流 ) 的 情形 。 

设 在 半径 为 a 的 无 限 长 接地 导体 圆柱 面 外 ,有 一 与 圆柱 轴线 平行 且 线 密度 为 p 的 无 限 
长 带电 直线 ,周围 介质 的 介 电 常数 为 s, 带 电 直线 与 圆柱 轴线 的 距离 为 d, 如 图 4-9(a) 所 示 。 
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由 镜像 法 可 求 出 导体 圆柱 面 外 任 一 点 已 处 的 电势 和 电场 。 

依照 镜像 法 ,导体 圆柱 面 内 应 有 一 密度 为 р; = o 且 与 圆柱 轴线 平行 的 镜像 直线 电荷 
(后 面 就 会 看 到 ,这 个 不 是 显而易见 的 ) 。 由 于 对 称 性 ,镜像 线 电 荷 应 位 于 带电 直线 与 圆柱 轴 
线 所 在 的 平面 内 ,而 它 与 圆柱 轴线 的 距离 d' 可 由 导体 圆柱 面 上 的 边界 条 件 来 确定 。 采 用 圆 
柱 坐 标 系 ,使 圆柱 轴线 与 x 轴 重 合 ,并 使 线 电 荷 (p,) 及 其 镜像 线 电 荷 (p) 位 于 xz 轴 上 ,如 
图 4-9(b) 所 示 , 则 圆柱 面 外 任 一 点 P 卫 处 的 电势 为 


[Л pi , Ë: 4 
InR lnR + C 1 C 4-2 
* 2лє 2re М 2re "к i í Í 
式 中 ,C 是 与 电势 参考 点 有 关 的 常数 。 
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(с) 场 点 移 至 圆柱 面 上 以 确定 镜像 线 电荷 的 位 置 (4) 线 电荷 和 不 接地 导体 柱 的 情形 
图 4-9 无限 长 均匀 直线 电荷 对 导体 圆柱 面 的 镜像 
接 下 来 是 确定 镜像 线 电 荷 的 位 置 和 常数 C 的 大 小 。 在 镜像 场景 中 ,可 将 P 点 移 至 导体 
圆柱 面 所 在 位 置 处 ,为 方便 描述 ,将 线 电 荷 和 其 镜像 对 应 的 位 置 分 别 用 M 和 NN 表示 ,如 
图 4-9(c) 所 示 。 由 于 导体 圆柱 面 为 零 势 面 , 因 此 对 于 圆柱 面 上 的 任意 一 点 已 ,由 公式 (4-2)， 
必须 有 
R 一 人 (常数 ) (4-3) 
这 意味 着 镜像 线 电荷 位 置 选择 非常 具有 挑战 性 , 它 必 须 保证 对 于 柱 面 上 任意 一 点 P. E 
式 恒 成 立 。 对 图 4-9(c) 仔 细 观 察 可 知 ,如 果 满 足 


аа 
а’ а 
HJ 
a 
d= (4-4) 
则 三 角形 PON 和 三 角形 MOP 相似 ( 边 角 边 ) ,此 时 有 
R 4 d 一 人 GRH) 


R d a 
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因此 ,只 要 将 镜像 电荷 放置 在 式 (4-4) 所 示人 位置, 即 可 满足 镜像 法 要 求 。 此 时 ,导体 贺 


柱 表面 的 电势 为 
pi Pr a = 
$s p FC "а +C=0 (4-5) 
所 以 有 
= P a 
2re а 
在 得 到 了 镜像 电荷 的 位 置 和 常数 C 之 后 ,导体 圆柱 外 任 一 点 处 的 电势 由 式 (4-2) 表 
示 为 
_ A dR’ = 
= =a ¿R (4-6) 


HEP R? =r +a? —2rdcosg, R” = 4° — 2а соѕф. 


重点 提醒 : 在 式 (4-2)、 式 (4-3) 和 式 (4-6) 中 ,其 .的 含义 不 同 。 读 者 仔细 观察 图 49(b) 和 
图 4-9(c) 即 可 体会 这 种 差别 。 只 有 在 图 4-9(c) 的 情形 下 , 式 (4-3) 才 成 立 。 


上 面 得 到 的 是 无 限 长 带电 直 导 线 在 接地 圆柱 体 周 围 产 生 的 电势 。 如 果 圆 柱 既 不 带电 又 
不 接地 ,该 如 何 考虑 呢 ? 为 了 保持 导体 圆柱 面 是 等 势 面 ( 非 零 ) 且 导体 柱 上 的 总 电量 为 零 ( 电 
中 性 ) ,可 以 在 柱 轴 上 放置 一 个 与 镜像 线 电 荷 异 号 的 线 电荷 ,如 图 4-9(d) 所 示 。 此 时 ,三 个 
线 电荷 在 圆柱 面 上 的 电势 为 一 常数 (原始 电荷 与 第 一 镜像 电荷 在 圆柱 表面 琶 加 得 到 零 电势 ， 
第 二 个 镜像 线 电 荷 独立 在 柱 面 处 产生 的 电势 即 为 所 求 。 由 于 线 电荷 对 应 等 势 面 为 柱 面 ,此 
电势 必 为 一 常数 ), 即 


01=— р1= р 
(4-7) 
а = 0 
W АНЕ — к Ak tJ rB ЗА 9035 = AER HB faj Jr P= E ГЕ) rB, 35 ЖЕЛП. tb 8 a: 
= к Е ч 
$=, l +С (4-8) 


其 中 C 与 电势 参考 点 的 选择 有 关 。 若 仍 取 导 体 圆 柱 面 为 电势 的 参考 点 , 即 =a 时 ,$s 二 0。 
应 用 式 (4-3)、 式 (4-4), 则 导体 圆柱 外 任 一 点 处 的 电势 为 


= 


= (4-9) 
2re rR 


延伸 思考 : 众所周知 ,到 两 定点 距离 之 和 为 定 值 的 点 的 集合 是 椭圆 ,到 两 定点 距离 之 差 
为 定 值 的 点 的 集合 是 双 曲 线 。 那 么 ,到 两 定点 距离 之 比 为 定 值 的 点 的 集合 是 什么 呢 ? 大 
家 从 这 个 题目 的 求解 过 程 可 以 回答 吗 ? 


事实 上 ,如 果 有 一 个 无 限 长 的 线 电荷 平行 于 圆柱 轴线 放置 在 圆柱 内 部 , 且 柱 面 接地 , 柱 内 
填充 材料 的 介 电 常数 为 e. 则 柱 内 的 电势 分 布 .电场 强度 分 布 等 ,也 可 以 利用 类 似 的 方法 求 得 。 
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更 进一步 讲 , 在 电场 强度 已 知 的 情况 下 ,两 种 情况 下 圆柱 表面 的 电荷 分 布 , 也 可 以 利用 
金属 与 介质 分 界面 处 的 边界 条 件 获得 。 


4.2.4 导体 与 介质 球面 边界 的 镜像 法 

球面 边界 适用 于 导体 球 这 外 (或 内 ) 的 点 电荷 。 如 图 4-10(a) 所 示 , 半 径 为 a 的 接地 导 
体 球 壳 外 (或 内 ) 有 一 点 电荷 Q, 它 与 球 心 的 距离 为 ,周围 介质 的 介 电 常数 为 <。 应 用 镜像 
法 可 以 计算 球 外 (或 内 ) 任 一 点 的 电势 和 电场 强度 。 


P(r, Ө) 
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(а) 实际 场景 (b) 虚拟 场景 
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(с) 场 点 移 至 球面 上 以 确定 镜像 电荷 的 大 小 和 位 置 
图 4-10 点 电荷 对 接地 导体 球 的 镜像 


设 点 电荷 Q 对 导体 球 的 镜像 电荷 Q 位 于 点 电荷 与 球 心 的 连 线 上 , 且 在 球 内 (或 外 )? 距 球 
心 的 距离 为 d ,采用 球 坐标 系 ,并 使 点 电荷 Q 及 其 镜像 电荷 Q 位 于 极 轴 上 ,如 图 4-10(b) 
所 示 。 

如 前 所 述 ,车 能 够 使 用 镜像 法 , 则 导体 球 外 任 一 点 了 处 的 电势 由 点 电荷 Q 和 其 镜像 电 
f Q 共同 确定 , 即 


21(0 0 + 
= 二 全 +9) (4-10) 


为 确定 镜像 电荷 Q' 及 其 位 置 d', 可 将 场 点 P 卫 移 至 球面 上 ,同时 ,将 原始 电荷 及 其 镜像 电 
荷 的 位 置 分 别 用 字母 M 和 N 表示 。 根 据 镜像 法 的 要 求 ,球面 电势 应 该 为 零 , 由 图 4-10(c) 
可 得 
$s = ir: +@)- 0 


4тє 
Q R 了 
Q R (4-11) 


可 见 ,镜像 电荷 Q 与 点 电荷 Q 的 符号 相反 ,但 其 电量 并 不 相同 ,二 者 的 比值 取决 于 两 电 
荷 到 球面 上 任 一 点 的 距离 。 换 名 话说, 如果 原始 电荷 和 镜像 电荷 的 大 小 确定 , 则 球面 上 任意 
一 点 到 二 者 的 距离 之 比 一 定 为 常数 。 与 柱 面 边界 下 的 情况 相 类 似 , 如 果 满 足 
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а_4 а? 
ео 
则 三 角形 РОМ 和 三 角形 МОР 相似 ( 边 角 边 ) ,此 时 有 
RU wh Оа. 
F ка = = т = о) 
上 述 性 质 尽管 是 在 一 个 圆 面 上 证 明成 立 的 ,但 考虑 到 球 的 轴 对 称 特性 ,球面 上 任意 一 点 


与 原始 电荷 和 镜像 电荷 的 距离 都 满足 上 述 关 系 。 于 是 取 


2 


< s 
а = a (4-12) 
而 镜像 电荷 则 为 
| 
g= 79 (4-13) 


应 该 指出 ,Q 和 Q 两 点 电荷 所 在 位 置 对 球面 互 为 反 演 点 , 即 Q 在 球 内 d 处 , 则 Q' fE pR 
Жа' Ж; 反之 ,二 者 位 置 互 换 。 前 面 圆柱 面 边界 亦 有 类 似 情形 。 

在 确定 了 镜像 电荷 的 大 小 和 位 置 之 后 ,由 图 4-10(b) 可 知 ,Q 和 Q 所 确定 的 球 外 任 一 点 
Р 处 的 电势 为 


(а) (4-14) 
式 中 ,R 与 R' 分 别 为 Q 和 Q’ 到 场 点 P 的 距离 , 且 有 
R? = r + d° — 2rd cosh 
R” = т? +d” — 2rd'cos0 
不 难 理解 ,镜像 电荷 Q 代替 了 导体 球面 上 与 Q 异 号 的 感应 电荷 的 作用 。 由 于 感应 电荷 
在 球面 上 的 分 布 不 均匀 ,在 靠近 点 电荷 Q 的 表面 上 密度 较 大 ,因此 镜像 电荷 Q 偏离 球 心 而 
靠近 Q 的 一 方 。 又 因为 导体 球 接地 , 故 与 Q 同 号 的 感应 电荷 不 可 能 存在 。 
如 果 导 体 球 不 接地 ( 浮 空 导体 球 ) ,原来 又 不 带电 , 则 其 表面 电势 不 为 零 ,而 球面 上 的 净 
感应 电荷 为 零 。 此 时 ,如果 利用 镜像 法 求解 , 则 需 在 球 心 再 放置 一 个 镜像 电荷 Q ,如 图 4-11 
所 示 ,并 使 之 满足 : 


(4-15) 


这 就 仍 保证 导体 球面 为 等 势 面 。 按 释 加 原理 此 时 球 外 任 一 点 卫 处 的 电势 为 


Q (1 a a w 6 
$ [+ dR’ £) аш; е 
导体 球面 上 的 电势 则 为 


= Q _ Q е 
б = т = а (4-17) 


更 进一步 ,如 果 导 体 球 不 接地 ,而 且 带 有 电荷 g。 此 s к 
时 ,可 以 在 图 4-11 镜像 法 的 基础 上 ,将 q 放 在 球 心 处 与 
第 二 镜像 电荷 做 至 加 处 理 , 其 他 步骤 保持 不 变 。 


4-11 点 电荷 对 不 接地 
导体 球 的 镜像 
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答疑 解 惑 : 纵 观 柱 面 边界 和 球面 边界 的 分 析 过 程 , 有 些 读者 可 能 会 有 疑问 : 为 什么 在 分 
析 柱 面 边 界 的 时 候 , 一 开始 就 假定 镜像 电荷 与 原始 电荷 等 量 异 号 ,而 对 于 球面 边界 来 讲 ， 
又 必须 设 定 两 个 电荷 非 等 量 异 号 ,这 不 是 “ 厚 此 薄 彼 " 吗 ? 简直 有 "和 蒙 答案 ”的 味道 。 事 实 
上 ,镜像 法 的 基础 是 唯一 性 定理 ,只 要 所 得 结果 满足 物理 方程 和 相应 的 边界 条 件 , 则 对 求 
解 的 方法 、 过 程 是 不 予 追 究 的 。 所 以 说 ,“ 蒙 之 有 道 ”, 这 就 是 原因 。 


4.2.5 ”两 种 介质 间 平 面 边界 的 镜像 法 


真正 能 够 把 唯一 性 定理 应 用 到 极致 的 ,或 者 说 * 凑 答案 ?的 意味 更 浓 的 情景 , 当 属 两 种 介 
质 间 平面 边界 的 镜像 法 了 。 假 设 两 种 不 同 的 电介质 间 具 有 无 限 大 的 平面 边界 , 且 在 介质 1 
中 距离 分 界面 六 处 有 一 点 电荷 Q ,如 图 4-12(a) 所 示 。 这 个 题目 如 果 不 应 用 镜像 法 ,求解 起 
来 比较 困难 ,因为 它 属 于 分 区 均匀 的 情况 。 应 用 镜像 法 ,欲求 介质 1 中 的 场 , 可 使 整个 空间 
充满 介质 1, 则 由 点 电荷 Q 及 其 对 称 位 置 上 的 镜像 电荷 Q' 共 同 确定 原 介质 1 中 的 场 , 如 图 
4-12 (b) 所 示 ( 注 意 : 这 部 分 场 仅 仅 适用 于 原来 的 介质 1 区 域 ) 。 同 样 ,欲求 介质 2 中 的 场 ， 
可 使 整个 空间 充满 介质 2, 在 原点 电荷 位 置 上 放置 镜像 电荷 Q', 则 它 就 可 以 确定 原 介 质 2 中 
的 场 ,如 图 4-12(c) 所 示 ( 注 意 : 这 部 分 场 仅 仅 适 用 于 原来 的 介质 2 区 域 ) 。 

可 以 看 出 ,两 种 情况 下 镜像 电荷 的 位 置 , 都 必须 放置 在 所 研究 区 域 的 外 部 ,否则 就 改变 
了 原始 问题 。 镜 像 电荷 О 与 Q" 的 大 小 则 巾 两 介质 间 平 面 边界 上 的 边界 条 件 Du = Don 和 
En = E, Ж. 


р; 
а - | Ез 


(© 求 电介质 2 中 的 声 
图 4-12 点 电荷 对 两 种 不 同 电介质 间 具 有 无 限 大 平面 边界 的 镜像 
将 场 点 卫 移 至 平面 边界 上 ,由 已, 一 Ex ,可 得 En + Et, = En . 
Е, sina + E'sina = Е; sina 
于 是 
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/ , 


Q sk: Q 
dreR’: 4те, R? 4тє;Ё? 


故 
Q Q ÇQ (4-18) 


再 由 Di, = Da „ЗЕЕ ТАТИ ТЕ 1 #R Jy 16] л Л 2 指向 介质 1, 则 有 
一 Du 十 Di 一 一 Di 


即 
— D; cosa + D! cosa 一 一 DY cosa 
则 
о Q&Q 
4rR2 АК 4xR’ 
故 
Q=Q +Q (4-19) 
联 解 式 (4-18) 与 式 (4-19) ,得 
g= = FQ (4-20) 
, 2є; 
кра (4-21) 
可 见 ,镜像 电荷 Q 的 符号 与 点 电荷 Q 相同 ,而 镜像 电荷 Q' 的 符号 则 决定 于 两 电介质 的 
介 电 常数 。 不 难看 出 , 当 & =е 时 ,其 结果 正好 是 原点 电荷 Q 所 产生 的 场 。 若 所 三 c2 时 , 则 
电介质 1 中 的 场 正 好 是 点 电荷 Q 和 镜像 电荷 Q = —О 所 产生 的 场 ,而 电介质 2 中 的 场 已 ,一 
g 二 一 8_ -一 0, 这 正 是 用 导体 代 蔡 电介质 的 结果 。 上 述 结果 同样 可 以 推广 到 其 


4тє;Ё* z 2n le, +e: )R? 
他 电荷 分 布 时 的 情形 ,也 可 以 延伸 到 磁 介 质 的 领域 。 


4.3 直角 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 


4.3.1 分 离 变量 法 简介 


一 般 情况 下 , 待 求 势 函数 既 要 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,同时 也 要 满足 给 定 场 域 的 边界 条 件 。 
分 离 变 量 法 是 一 种 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 直接 而 重要 的 解析 方法 ,也 称 为 本 征 函 数 展开 法 或 
傅 里 叶 级 数 法 。 拉 普 拉 斯 方程 可 有 很 多 个 解 ,这 些 解 称 为 调和 函数 ,它们 的 线性 组 合 也 是 拉 
普 拉 斯 方程 的 一 个 解 。 分 离 变量 法 是 非常 经 典 的 解析 方法 ,在 科研 工作 中 具有 重要 的 应 用 
价值 。 许 多 重要 的 科研 成 果 中 ,都 涉及 分 离 变 量 法 的 内 容 , 有 些 甚至 是 直接 基于 分 离 变 量 法 
完成 的 。 

分 离 变 量 法 的 基本 思想 是 将 待 求 势 函数 看 作 是 两 个 (二 维 问题 ) 或 三 个 (三 维 问题 ) 本 征 
函数 的 乘积 ,而 每 一 个 本 征 函数 只 包含 一 个 坐标 变量 ,然后 将 拉 普 拉 斯 方程 进行 变量 分 离 ， 
从 而 将 求解 偏 微分 方程 的 问题 简化 为 求解 常 微分 方程 的 问题 ,利用 线性 方程 的 解 的 全 加 性 ， 
将 这 些 解 组 合 起 来 便 求 得 问题 的 通 解 ,再 根据 边界 条 件 确定 出 其 中 的 系数 ,使 得 到 待 求 边 值 
问题 的 特 解 。 使 用 分 离 变量 法 的 流程 如 图 4-13 所 示 。 
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常 微分 方程 3 ~ #5 
分 离 变量 гЕ-—------------- - 
1 本 征 函数 
一 一 | ШШ шй O E у= I 
1 
自然 /周期 /分离 的 
А ! ЖЧП НО НЗ 
сз ом раан 
边 值 问题 je 齐 次 边界 条 件 党 微分 方程 1 人 
1 车 加 原理 
: 分 离 的 边界 条 件 і 本 征 函数 
bzzs=s===s==ss=s=== 2 
本 征 值 问题 
一 一 -| 非 章 次 边界 条 件 H 确定 通 解 中 的 未 知 系数 “一 “| _ 通 解 = 求 和 { 本 征 解 } 


图 4-13 分 离 变 量 法 路 线 图 


一 般 情况 下 ,分 离 变量 法 得 到 的 各 常 微分 方程 ,其 解 的 形式 也 不 确定 ,需要 附加 额外 的 
条 件 才 可 以 确定 。 这 些 条 件 可 以 通过 将 假设 的 乘积 形式 的 解 代入 边 值 问 题 的 齐 次 边界 条 件 
来 获得 ,也 可 以 通过 自然 边界 条 件 ( 比 如 电势 函数 在 无 穷 远 处 或 特定 的 位 置 取 有 限 值 ) 或 者 
周期 边界 条 件 (如 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 下 电势 是 水 平方 位 角 9 的 以 2x 为 周期 的 函数 ) 来 获 
得 。 确 定 各 个 常 微分 方程 的 解 的 具体 形式 的 过 程 ,如 图 4-13 中 虚线 方 框 所 示 , 数 学 上 称 之 
为 本 征 值 问题 。 后 面 章节 还 会 多 次 提 到 。 一 般 来 讲 ,需要 求解 2 个 本 征 值 问 题 (二 维 情况 下 
需要 1 个 ), 从 而 确定 原始 问题 的 通 解 形式 。 大 多 数 情况 下 , 通 解 都 是 类 似 于 傅 里 叶 展开 的 
级 数 形式 ,其 中 的 待定 系数 ,可 以 利用 剩余 的 边界 条 件 确定 。 这 也 就 是 为 什么 分 离 变量 法 也 
称 为 本 征 函 数 展开 法 和 广义 傅 里 叶 级 数 法 的 原因 。 

采用 分 离 变量 法 ,要 求 选择 适当 的 正 交 曲线 坐标 系 ,使 边 值 问题 给 定 的 边界 面 与 一 个 或 
儿 个 坐标 面相 重合 ,这 样 可 使 变量 分 离 ,从 而 将 偏 微分 方程 简化 为 常 微分 方程 。 


4.3.2 直角 坐标 系 内 的 分 离 变量 法 


一 个 沿 = 轴 无 限 长 的 U 形 槽 道 ,如 图 4-14(a) 所 示 ,边界 电势 分 布 如 图 4-14(b) 所 示 , 求 
槽 道内 电势 分 布 。 下 面 结合 这 个 具体 的 例子 ,来 分 析 直 角 坐 标 系 下 的 分 离 变 量 法 。 


9 £ F 
(а) 无 限 长 的 U 形 楼道 。(b) 无 限 长 的 U 形 本 道内 
BIEGA) 


图 4-14 求 半 无 限 长 带 形 域内 的 电势 
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这 是 第 一 类 边 值 问题 ,电势 在 U 形 槽 道内 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,以 及 附加 在 槽 道 边界 上 
的 第 一 类 边界 条 件 。 在 直角 坐标 系 内 ,电势 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


V$ = ар 0% 28% (4-22) 
Jx? ду? Әг? 
参考 图 4-13 ,应 用 分 离 变量 法 解 此 方程 , 设 其 解 为 三 个 函数 的 乘积 , 即 
Ф.у.) 一 XCz)YCy)ZCz) (4-23) 
其 中 ,X(z)、Y(y)、Z(z) 分 别 只 是 xz、y、z 的 函数 。 将 式 (4-23) 代 入 式 (4-22) ,并 将 各 项 除 以 


XYZ, 得 
1dX 1Y, 1 2Z 
Ta Ya Укы 
上 式 已 将 变量 分 离 ,因为 此 式 中 每 一 项 都 只 是 一 个 变量 的 函数 。 要 使 上 式 对 所 有 的 zx、 
ухх 值 都 成 立 ,每 一 项 都 必须 等 于 一 个 常数 ,分 别 设 为 一 尼 ,一 局 ,一 尽 , 故 有 


ЗХ них =o 


Stay =o (4-25) 
#Z az = 
FF2 +2 =0 


式 中 ,ks sky ske 称 为 分 离 常 数 。 为 使 后 面 的 表达 式 中 不 出 现 根 号 , 故 上 式 中 取 分 离 常数 的 平 
方 , 它 们 由 边界 条 件 确定 。 由 式 (4-24) 与 式 (4-25) 可 知 , 分 离 常 数 的 平方 和 等 于 零 Вр 
ktk +k = 0 (4-26) 

这 样 , 拉 普 拉 斯 方程 经 过 分 离 变 量 后 变 成 了 三 个 很 容易 求解 的 常 微分 方程 。 这 三 个 方 
程 解 的 形式 与 分 离 常数 有 关 。 根据 分 离 常数 尼 G=L23 W а аала = улу = EF 
零 . 大 于 零 或 小 于 零 , 相 应 的 常 微分 方程 的 解 分 别 是 一 次 式 . 正 弦 与 余弦 三 角 函 数 的 组 合 或 
正弦 与 余弦 双 曲 函数 (或 正 、 负 指数 函数 ) 的 组 合 。 

那么 ,具体 该 选择 哪个 解 的 形式 呢 ? 这 就 牵涉 到 前 面 提 到 的 本 征 值 问题 。 从 图 4-14 中 
可 以 看 到 , 沿 着 工 方向 ,有 两 个 边界 , 即 0 和 z==a, 其 对 应 的 都 是 第 一 类 齐 次 边界 条 件 。 
这 就 是 问题 的 突破 口 ! 可 以 将 式 (4-23) 代 入 这 组 齐 次 的 边界 条 件 , 则 易 得 

X(0)Y(y)Z(z) = 0, Н X(a)Y(y)Z(z) = 0 
考虑 到 Y 和 2 不 是 恒 为 零 的 函数 ,由 上 式 可 得 


X(0) = X(a) = 0 (4-27) 
这 样 一 来 ,关于 坐标 变量 > 的 函数 X(z) ,满足 如 下 的 方程 和 附加 的 边界 条 件 , 即 

dx 

SS+RX=0 

d t (4-28) 


X(0) = X(a) = 0 
观察 上 述 常 微分 方程 ,其 含有 一 个 参 变量 已 , 且 要 满足 在 两 个 边界 上 的 齐 次 边界 条 件 。 
可 以 发 现 这 个 方程 若 想 有 非 零 解 , 忆 不 能 任意 取 值 , 它 只 能 取 一 些 离散 的 值 ( 本 征 值 ), 对 应 
每 个 值 有 一 个 函数 XX(z) (本 征 函 数 )。 定 解 式 (4-28) 就 是 前 面 所 提 到 的 本 征 值 问题 ! 下 面 
对 此 本 征 值 问 题 进行 求解 。 
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()ї=0 
方程 通 解 可 以 通过 连续 积分 两 次 得 到 ,X(Cz) 一 Aiz 十 A，。 
考虑 到 边界 条 件 , 则 AA 一 A: 一 0, 不 了 予 考虑 。 
(2) А ОСШВ А, 必 为 纯 虚 数 ) 
常 微 分 方程 的 两 个 特征 根 为 士 2 Е [А | ,方程 的 通 解 为 

X(x) = А\е!*!* -„А%е-!*!= = A,sinh |k, |z + A;cosh| k, |+ 
考虑 到 边界 条 件 , 则 有 A 一 A: 一 0, 不 子 考 虑 。 
(3) 62220 
常 微分 方程 的 两 个 特征 根 为 土 jk, ,方程 的 通 解 为 

X(x) = A F 4 Ауе" = Аусоз(Ё„х) + A,sin(#,z) 

考虑 到 边界 条 件 , 则 有 A =0,Asin(k,a)=0, 
如 果 А, =0, 则 方程 的 解 又 回 到 前 两 种 情况 的 结果 ; 除非 sinka) = 0, BI 


k, = (п = 1,2.) (4-29) 


于 是 


Х,(х) = Ansin( Ez ] (л = 1,2,+—) (4-30) 


重点 提醒 : 由 于 分 离 常数 是 已 , 所 以 在 本 征 值 的 选择 中 ,只 选取 了 正 整数 部 分 , 负 整 数 部 
分 与 之 有 相同 的 平方 值 , 故 不 需要 单独 考虑 。 此 外 , 当 n 取 不 同 的 数值 时 ,对 应 有 不 同 的 
本 征 函 数 , 为 了 区 别 这 些 函 数 ,将 其 用 X,(Zz) 表 示 。 


类 似 地 ,可 以 考虑 坐标 变量 = 的 函数 Z(=) 。 由 于 是 二 维 场 问题 ,所 以 有 
ГРА 
dz? 
206) = С 

其 中 C 是 常数 。 上 述 问 题 可 以 采用 类 似 于 X(z) 的 求解 过 程 进行 ,通过 考虑 三 种 情况 并 求 
解 ,可 知 及 二 0。 只 有 这 个 时 候 ,Z(z) 才 可 以 有 常 函 数 形式 的 解 。 
M 2 kè 确定 之 后 , 即 可 以 由 式 (4-26) 确 定 的 表示 形式 ,有 


2 
пт 
ву Ы — ki = ( ) 


+Z = 0 
| (4-31) 


此 时 ,关于 y 的 方程 ,六 十 司 Y 一 0, 可 以 确定 解 的 具体 形式 ,而 无 须 求解 所 谓 的 本 征 值 
问题 。 其 通 解 为 
Ү„(у) = Bre + Bye > (n = 1,2,+-) (4-32) 


重点 提醒 : 这 里 采用 了 指数 形式 的 通 解 ,而 没有 使 用 双 曲 函数 形式 。 很 快 就 会 看 到 这 个 
选择 的 好 处 。 


当 确 定 了 三 个 函数 的 具体 形式 之 后 , 易 得 到 
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$r yrz) = X(z=)Y(y)Z(z) = Х,(х)Ү, (у) (4-33) 
并 简单 地 认为 这 就 是 原始 问题 的 解 , 因 为 问题 的 求解 过 程 , 就 是 从 给 出 乘积 形式 的 分 离 变 量 
解 展开 的 。 这 个 是 不 正确 的 。 事 实 上 , 式 (4-33) 中 对 于 的 不 同 值 , 都 对 应 有 一 个 势 函数 ， 
不 妨 写作 Ф. Сх уз2) =X, Y, O) ,也 叫做 本 征 解 。 因 此 ,选择 哪 一 个 都 看 似 有 道理 。 究 
竞 该 如 何 选 择 呢 ?认真 分 析 可 知 ,上 述 针 对 特定 的 本 征 解 ,都 满足 拉 普 拉 斯 方程 (读者 可 
以 代入 方程 验证 一 下 ) 、z 方向 齐 次 的 边界 条 件 且 与 = 坐标 无 关 ; 由 于 拉 普 拉 斯 方程 满足 到 
加 原理 ,因此 ,这 些 本 征 解 的 和 ,也 具有 上 述 三 个 特点 。 这 才 是 真正 的 通 解 , 即 


gzy,z) = X) X, Cr)Y, (у) = Pawsin "л rp, + Вь„е =>] 


=) sin( с.е + Се] (4-34) 


因此 ,事先 假设 的 乘积 形式 的 解 ,实际 上 是 本 征 解 。 利 用 又 加 原理 对 所 有 可 能 的 本 征 解 
求 和 ,得 到 的 才 是 题目 的 通 解 。 

对 照 原始 问题 , 仅 有 y 方向 的 边界 条 件 未 被 考虑 ; 而 通 解 中 的 两 组 未 知 系数 ,恰恰 可 以 
通过 这 些 边界 条 件 确定 。 

因为 y 习 2,$ 一 0, 所 以 C1 二 0。 考 虑 y=0,$= f). А] 


$(2.0,=) = Deusin [8 ]= f(x) 
仔细 观察 ,这 正好 是 函数 /(z) 的 傅 里 叶 正弦 级 数 展开 形式 。 将 上 式 两 端 乘 以 sin E, 
其 中 p 是 男 一 个 正 整数 ,然后 积分 ,得 
Í Гоп Ва, = f X Casin MT sin Ptdr 
由 于 傅 里 叶 级 数 是 正 交 函 数 族 , 故 上 式 右 端 的 无 穷 级 数 中 唯一 不 为 零 的 项 只 有 n= 二 p 
的 那 一 项 , 即 
|: /Cx)sin Edr = C, [ sin? zzdz = © С 


于 是 


бы= бу = 2 [irsin пила (4-35) 


至 此 ,上 述 边 值 问题 全 部 求解 完成 ! 


重点 点 拨 : 关于 у 方向 的 函数 形式 ,本 节 使 用 了 指数 形式 。 这 使 得 后 面 待定 系数 的 确定 
变 得 非常 简单 ; 如 果 当 初 选择 了 双 曲 形式 , 则 待定 系数 的 过 程 会 变 得 复杂 。 可 见 , 对 于 
具体 函数 形式 的 选择 是 需要 慎重 考虑 的 。 大 多 数 情况 下 ,对 于 双 曲 还 是 指数 函数 的 考 
量 , 基 于 如 下 条 件 : 如 果 某 方向 对 应 区 域 有 限 , 则 选择 双 曲 形式 ; 反之 ,如 果 该 方向 延伸 
到 无 穷 远 处 , 则 选择 指数 (衰减 ) 形 式 。 


总 结 上 述 求 解 过 程 : 在 实际 问题 中 ,通常 是 由 给 定 的 边界 条 件 (尤其 是 齐 次 条 件 ) ,求解 
本 征 值 问 题 , 先 确定 出 XCz)、Y(Cy)、Z(Cz) 中 两 个 函数 的 形式 及 其 相应 的 两 个 分 离 常数 ,再 由 
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式 (4-26) 得 出 剩余 的 一 个 分 离 常数 ,于 是 可 得 到 待 求 势 函数 的 通 解 。 若 势 函 数 与 某 一 坐标 
变量 无 关 或 与 其 成 线性 关系 , 则 其 解 为 常数 或 线性 函数 ,相应 的 分 离 常数 为 零 ; 若 在 某 些 坐 
标 方向 上 ,边界 条 件 是 齐 次 的 (可 看 成 具有 周期 性 ) ,其 解 应 选 三 角 函 数 , 相 应 的 分 离 常 数 大 
TE; 若 分 离 常 数 小 于 零 , 则 在 相应 的 坐标 方向 上 ,边界 条 件 是 非 周期 性 的 ,其 解 应 选 双 曲 
函数 (有 界 区 域 的 解 ) 或 衰减 的 指数 函数 (无 界 区 域 的 解 )。 在 很 多 情况 下 ,为 满足 给 定 的 边 
界 条 件 , 分 离 常数 往往 需要 取 一 系列 的 值 (本 征 值 ) ,每 一 个 值 对 应 一 组 特 解 (本 征 解 )。 故 这 
时 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 将 是 一 个 级 数 解 。 表 4-1 以 zz 方向 的 四 种 齐 次 边界 条 件 为 例 ,给 出 
了 分 离 常数 的 4 种 形式 及 对 应 的 本 征 函数 ,在 学 习 过 程 中 应 灵活 掌握 。 


表 4-1 不 同 齐 次 边界 条 件 下 本 征 值 问题 的 解 


工 方向 边界 条 件 本 征 值 本 征 函 数 ж № 
#1.-0=0,#1.-,.=0 k = si [= n=1,2 
X(0)=X(a)=0 а 
3p әв _ 

ЕЕ е BST cos (x) n=0,1,2,° 
X'(0)=X'(a)=0 
P _ _ 
Jn 270 =0,$|,-.=0 k 一 Cn 十 Dr cos[ 2+0", ЕГОР Ет 
N 2a 2 
X'(0)=X(a)=0 

9% 

- =0,5-|.-.=0 А 
#1.-0=0,211 k = Qn Dx [ря] КРЕТ 

2а 2а 


Х(0) = Х' (а) =0 


4.3.3 Ву) 


UR 2 E Л УКЖ E fi ТУ RA Д ER AE ПЖ] РЕ Эт Pe ЖП) 8 Е o 
在 求 每 一 个 解 时 ,只 有 相应 的 一 个 边界 条 件 不 为 零 ,而 其 余 边界 条 件 都 为 零 。 然 后 将 所 有 的 
特 解释 加 便 得 到 满足 给 定 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 特 解 。 换 言 之 ,边界 条 件 的 释 加 对 应 
着 其 特 解 的 释 加 。 如 图 4-15 所 示 , 左 侧 二 维 场 问 题 中 ,没有 齐 次 边界 条 件 ; {Н ДЕШЧЇ ЖП 
原理 ,可 以 转化 为 右 侧 两 个 边 值 问题 的 和 ,每 个 边 值 问题 分 别 对 应 一 组 齐 次 边界 条 件 , 可 以 
直接 做 分 离 变 量 法 求解 。 图 中 给 出 的 是 第 一 类 边 值 问题 ,对 于 第 二 类 、 第 三 类 边 值 问题 , 方 
法 类 似 , 只 不 过 需要 将 相应 的 边界 条 件 转换 为 同类 型 的 齐 次 边界 条 件 。 

直角 坐标 系 内 的 分 离 变量 法 适用 于 二 维 场 或 三 维 场 的 矩形 域 问题 。 


д=фх) 


图 4-15 二 维 情况 下 一 加 原理 示意 
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例 4.4 试 求 图 4-16 所 示 的 无 限 长 矩形 截面 
导体 槽 内 部 的 电势 分 布 。 
解 无限 长 矩形 导体 槽 道 区 域内 的 电势 分 布 是 
一 个 与 = 无关 的 二 维 场 问题 , 故 620,202) =С. 
根据 问题 给 定 的 边界 条 件 , 当 у=0 或 2 时 ,% 一 
0,Y(y) 应 为 三 角 函 数 的 组 合 ,由 表 4-1 中 的 结果 可 


知 , 取 ky = Yn Су) =sin T 于 是 


O ф=0 а х 


4-16 求 矩 形 槽 内 部 的 电势 分 布 


b 
由 于 分 离 常数 小 于 零 ,因此 ,对 应 的 解 的 形式 为 指数 或 者 双 曲 函数 的 线性 组 合 。 考 虑 到 
场 域 在 z+ 方向 有 界 , 因 此 选择 双 曲 形式 , 即 


Х„(х) = A,sinh “е F B,cosh = 


2 
kè É (=), т = 1,2,3; 


所 以 通 解 为 


#(х,у) = УУ sin = [Asin nh = + B,,cosh "К | 
D 


m=1 


该 通 解 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,x 方向 函数 形式 为 常 © 且 满足 y 方向 的 齐 次 边界 条 件 。 由 
剩余 的 工 方向 的 边界 条 件 可 以 确定 式 中 的 待定 常数 。 


由 $(0,y)=10sin 经 ,得 
Ўв, sin ЗУ = = 10sin 2", 
上 式 左 侧 级 数 表 示 的 实际 就 是 右 侧 函 数 的 传 里 叶 正弦 级 数 展开 。 一 般 情况 下 应 利用 
傅 里 叶 级 数 展开 计算 系数 。 但 考虑 到 右 侧 已 经 是 正弦 琐 数 的 形式 ,因此 可 以 通过 对 比 系数 
得 到 如 下 结论 : 


В; = 10 (m = 2), B, = А, = 0 (m # 2) 


即 $(x=,y) ЙТ p [Asih = ска 十 10cosh ==] 


т 2а 0,20-0,48 


sin 2 [A 2 баар ы +10 和 sinh 至] 0 


于 是 ,A， 10365 2 人 /cosh = 10tanh =: 。 至 此 问题 得 解 。 
„клр занава. 可 得 
tay) = — 


m {= Г» (= Е =>) 


这 里 面 用 到 了 如 下 的 公 
cosh(a — В) = coshacosh8 一 sinhasinhB 
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例 4.5 试 求 图 4-17 所 示 的 长 方 体内 的 电势 分 布 。 设 边界 条 件 为 : R x 二 0， o 和 


z 二 c,$ 二 $(z,y) 外 ,其 余 各 表面 的 电势 均 为 零 。 
解 ”应 用 分 离 变 量 法 解 此 三 维 问题 , 令 %Cz,y,z) 一 
X(T)Y(y)Z(z)。 为 满足 z==0 和 a BJ $=0 的 边界 条 件 ， 


XCz) 必 须 选 k É sin “== р. Жр m 是 正 整 数 ， 


a" 图 4-17 求 长 方 体内 的 电势 函数 
同 理 , 由 y=0 和 65 时 $=0 的 边界 条 件 ,Y(y) 也 必须 为 


in БИЙ. ЖЕН n ЖЕЕ a, = Н RHR HRE =о0, k= (RHR) <0, TAE 


ij JETE =®] (=) 


a 
= = тт ү пт Y° 
RP Ta = |a. |= = +). 

因此 ,2Z(z) 两 个 可 能 的 解 是 指数 函数 形式 或 双 曲 函数 。 考 虑 到 所 研究 的 区 域 在 < 方向 
有 限 , 所 以 选择 双 曲 函数 形式 , 即 sinh niz 与 coshTnz。 

于 是 ,题目 的 本 征 解 为 

gm (zyyyz) = sin віп Ty [Am sinh xz + В,„„соѕҺГ, „= 
对 应 的 通 解 为 
%(zyyyz) = 之 ЭЕ "лг sin TEY [Am Sinh mz + Bmn cosh maz ] 


其 中 的 两 组 待定 系数 ， 正好 可 以 由 剩余 的 < 方向 的 边界 条 件 来 确定 。 可 以 利用 二 维 傅 里 叶 
级 数 展开 来 得 到 。 


由 于 = 一 0 9200-0, ўд А„=о, TE 


$(z,y.,z) = Рр "Агып ту соз, 
又 因为 z=c BF = #0, у), ВИ 


ху > sin Miesin "тусо, с = = Е У)р,„ѕіп "л Sin БУ = $(z,y) 


式 中 ,D, 二 BcoshTwmwc。 可 见 ,只 要 确定 出 D。, 则 Brn = 


со, RE Dm 


用 求 傅 里 叶 级 数 系数 的 方法 来 确定 。 当 p.q 都 为 正 整数 时 ,以 sin in PZT sin TIRI ERP 
端 并 积分 ,得 


Г j $lx, у)ѕіп 0 Tride 


“j Í > È Dm sin MT sin PTZ sin Ysin 人 dydz 一 Фр, 
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因为 上 式 中 只 有 p=m.q=n 的 那 一 项 不 为 零 ,于 是 


Dmr = Dn = af Í $(x.y)sin PEZsin Pdrdy 
故 
Ф(2,у,х2) 2 э -可 sn i п п TY chI maz 
这 样 , 只 要 给 定 «=с 的 表面 上 的 边界 条 件 %(z,y), 系 数 Du。 便 可 确定 ,电势 $ 的 特 解 
即 可 得 出 。 


延伸 思考 ; 对 题目 仔细 分 析 可 以 发 现 , 工 方向 的 齐 次 边界 条 件 , 可 以 有 如 表 4-1 所 示 的 4 
种 情况 ; 类 似 地 ,y 方向 的 齐 次 边界 条 件 也 有 4 种 。 因 此 ,可 以 有 类 似 于 例题 4. 5 的 16 
种 不 同 问题 ,对 应 有 16 种 不 同 的 解 的 形式 。 都 可 以 使 用 相同 的 方法 求解 。 


在 最 一 般 的 情况 下 ,可 以 使 用 直角 坐标 系 下 分 离 变 量 法 求解 的 三 维 情形 ,如 图 4-18 所 
示 。 利 用 边界 条 件 县 加 原理 ,可 以 分 成 3 种 情况 直接 进行 分 离 变量 法 求解 。 最 终 解 就 是 这 
3 种 情况 下 解 的 释 加 。 图 4-18 中 给 出 的 是 第 一 类 边界 条 件 的 情况 ,对 于 第 二 类 第 三 类 边 
界 条 件 , 这 个 结论 依然 成 立 。 


Е Ри 2) 
= фф, 2) 
ф=фух. 2) йл = + 
z b 
£ 60.0) 
бф 
2 g0 
Е af 
E $ 
ф=0 е y 
b 


图 4-18 = {1% КЖ ЯН 


4.4 圆柱 坐标 系 内 的 分 离 变量 法 


4.4.1 通 解 的 三 种 形式 
对 于 三 维 场 ,圆柱 坐标 系 内 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


1 Əí 2$ 1995, 0% _ ( 
0 (4-36) 
r к д? +22 


应 用 分 离 变量 法 , 设 %r,p,z) 一 


УАШ 
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r dí ак 1 o #47 
R if T) Ф df 2 d? 

式 中 第 二 项 仅 是 ПОРА 8. SE q ERIEN rez 的 值 都 成 立 ,第 二 项 必须 等 于 一 
数 , 并 令 其 为 一 n? , 则 有 


0 (4-37) 


R dr\ dr Z dz Ф dg 
故 得 
2 
dB раф 0 (4-38) 
p 
和 
L а( ав п? 1 dZ 
[z a Е) т? |+ пал. WE 


一 般 情况 下 ,由 于 势 函 数 的 单 值 性 要 求 $( g+ 2nz) = $( @) , 即 待 求 的 解 对 gp 呈 现 周期 

性 (此 即 周期 性 边界 条 件 )。 事 实 上 , 式 (4-38) 附 加 上 述 周 期 性 边界 条 件 , 构 成 所 谓 的 本 

征 值 问 题 。 对 其 分 情况 讨论 求解 可 知 ,n? 必须 大 于 或 等 于 零 ( 如 果 小 于 零 , 则 方程 对 应 的 

通 解 为 双 曲 或 指数 函数 的 形式 ,不 可 能 是 周期 函数 ), 且 只 能 取 自 然 数 ,此 时 对 应 的 本 
征 函 数 为 

Ф,(ф) = В.„ѕіплф + Bo,cosng (4-40) 


注意 : п=0 时 ,@B(g) 二 C。 也 就 是 , 势 函 数 的 分 布 与 水 平方 位 角 无 关 。 这 是 轴 对 称 情况 。 


对 式 (4-39) 移 项 ,并 注意 到 移 项 后 等 式 两 侧 分 别 是 r 和 < 的 函数 , 则 可 以 得 到 
1 本 | к) п? 1 47 


Ë 


rR dr dr] F 2 а? 
由 此 得 
2 
92 +ы2 = 0 (4-41) 
和 
1а = : Е 


对 式 (4-41) 而 言 , 其 形式 与 直角 坐标 系 下 分 离 变量 时 = 方向 对 应 的 函数 所 满足 的 方程 
完全 一 致 ( 柱 坐标 系 和 直角 坐标 系 下 = 方向 的 坐标 变量 完全 一 致 ,所 以 出 现 这 个 结果 完全 在 
意料 之 中 )。 因 此 ,对 其 求解 可 以 按照 直角 坐标 系 下 的 过 程 ,分 3 种 情况 讨论 。 与 直角 坐标 
系 下 情况 不 同 的 是 , 式 (4-42) 也 包含 有 分 离 常 数 鼠 。 所 以 ,在 开展 上 述 讨论 时 ,需要 对 上 述 
两 式 同 时 进行 。3 种 情况 讨论 如 下 : 

(1) 当 分 离 常数 已 =0 时 , 式 (4-41) 的 解 为 


Z(z) = C,z=+ G, (4-43) 
此 时 , 式 (4-42) 变 为 
ER ,dR ер. E: 
ат +798 т?К = 0 (4-44) 


式 (4-44) 是 欧 拉 型 方程 ,在 n40 ий. ене 
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R,(r) = Anr" + Ак" (4-45) 
如 果 考 虑 到 分 离 常数 n 0 的 情况 , 则 
Ro(r) = Аһ + А» (4-46) 


答疑 解 惑 : 有 人 可 能 会 疑 砷 为 何 要 讨论 1 一 0 和 7 天 0 的 情况 。 对 式 (4-45) 观 察 可 知 ， 
n=0 时 ,方程 的 两 个 解 退 化 为 同一 个 , 即 常数 函数 1; 因此 ,必须 找到 另外 一 个 与 其 线性 
无 关 的 解 ,或 必须 对 此 情况 单独 进行 考虑 。 


综 上 ,并 考虑 释 加 原理 , 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 为 


g(r,pz) = >) (Avr" БА") (Businng + Bacosng ) (Ci z + C,) + 


п=1 


(Axlnr + A;)(Ciz + Сг) (4-47) 


重点 提醒 : Ci 二 0 时 ,Z(z) 二 C。 此 时 , 势 函 数 的 分 布 与 < 无关 。 这 就 是 二 维 平面 场 的 
情况 。 


在 二 维 情况 下 , 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 为 


$(r.@) = > (Д + Аг") (Bi,sinne + B;,cosng )+ 
п=1 


Aiolnr 十 An (4-48) 
(2) 当 分 离 常数 <O 时 , 则 А. = jy 为 虚数 ,而 y 为 实数 , 式 (4-41) 变 为 
Z wz = 0 (4-49) 
其 解 为 20) = Се Сет" =C, sinhyz +C,coshyz (4-50) 
这 时 , 式 (4-42) 变 为 
dR 1 dR п? 
+ Ry п) 0 (4-51) 
上 式 经 过 简单 的 变换 == yr, n] D 5646 НЕ ЙО n t RER DEE, НОУ 
R(r) = АЈ, ғ) БА, №, (уг) (4-52) 


其 中 ,J,(z) 称 为 贝 塞 尔 函 数 或 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ,NN, (zx) 称 为 诺 伊 曼 函数 或 第 二 类 贝 塞 尔 
函数 。 贝 塞 尔 和 诺 依 曼 函 数 的 图 像 如 图 4-19 所 示 。 待 求 势 函数 为 


$lr,p,z) = УГА Cyr) +A;,,.N,(yr)](Bi,sinne + Bz,cosng) X 
n=0 


(Csinhyz + Cz, coshyz) (4-53) 
其 中 ,A „А, x Bin x Bon x Cin x Con EI HIF E W B 
(3) 当 分 离 常数 >О 时 ,k. 为 实数 , 式 (4-41) 的 解 则 为 


Z(z) = Cisink.z + C2cosk,z (4-54) 
ЕЕ х=) 并 代入 式 (4-42), 仍 可 得 标准 的 阶 贝 塞 尔 方 程 ,其 解 为 
R) = A1J,GE.r) + BIN, Gkr) = A Ip Cker) BIK, (kr) (4-55) 


HEP I, (kr) 和 K(k.r) 分 别称 为 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 和 虚 宗 量 汉 克 尔 函数 ,它们 的 图 像 如 
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 22 “o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
(а) 贝 塞 尔 函 数 的 图 像 (b) 诺 依 曼 函 数 的 图 像 
图 4-19 贝 塞 尔 函 数 的 图 像 
图 4-20 所 示 。 因 此 , 待 求 势 函 数 为 
$lr,p,z2) = > [Anla Cker) + A;,K,(k.r)] (Bi,sinng + B;,cosnge) X 
пто 


(Cinsink.z 十 Czn соѕЁ, 2) (4-56) 
FEP p Ain „А, x Bin x Bon xCin С, РА % ЖС. 


0 = == 
0 05 1 15 2 25 3 35 4 о 05 1 15 2 25 3 35 4 


(a) 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 的 图 像 (b) 虚 宗 量 汉 克 尔 函数 的 图 像 
图 4-20 前 几 个 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 和 虚 宗 量 汉 克 尔 函数 的 图 像 


综 上 所 述 , 柱 坐标 系 下 对 拉 普 拉 斯 方程 分 离 变量 ,其 通 解 的 形式 也 有 3 种 情况 。 具 体 应 
用 时 该 使 用 哪 种 情况 ,也 要 结合 具体 的 边界 条 件 来 分 析 确 定 。 一 般 情况 下 ,对 于 圆柱 坐标 系 
内 的 边 值 问 题 ,由 于 角 向 具有 周期 性 , 角 向 9 的 解 总 是 由 正弦 和 余弦 组 合 的 三 角 函 数 。 对 于 
z 方 向 和 径 向 的 函数 形式 ,可 以 用 “ 现 竟 领队 ,山区 植被 这 句 话 来 协助 记忆 。 具 体 如 下 : 

如 果 势 函数 关于 < 是 线性 函数 (包括 与 x 无 关 的 二 维 平行 平面 场 的 圆 域 问 题 ), 则 径 向 
(7 方向 ) 是 欧 拉 方程 的 解 , 即 КО) = Аг” -_ А, ".3&Ж РАЖ JÉ K; 当 势 函数 是 轴 对 称 问题 
时 (n 为 零 时 ) , 则 必须 考虑 对 数 形式 的 解 . 即 Aiolnr 十 Ax; 车 含 圆 心 (r 二 0) 在 内 的 问题 , 则 
无 的 负 寡 次 项 和 对 数 项 。( 以 上 读 * 现 砚 领 队 ”, 表 示 线 性 函数 和 寡 函 数 ,以 及 7 为 零 时 的 
对 数 函 数 。) 
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如 果 所 研究 的 问题 在 = 方向 有 齐 次 边界 条 件 (参考 表 4-1, 共 有 4 种 情况 ), 则 纵向 的 解 
是 正弦 或 余弦 组 成 的 三 角 函 数 ; 此 时 , 势 函数 在 径 向 (r= 二 a) 为 非 齐 次 边界 条 件 (k. 为 实数 即 
As: 之 0) , 径 向 的 解 是 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 和 虚 宗 量 汉 克 尔 函 数 。 由 于 当 0 时 虚 宗 量 汉 克 尔 
K,(k:r) 趋 于 无 穷 大 ,因此 , 若 含 柱 轴 (x 二 0) 在 内 的 问题 , 则 无 虚 宗 量 汉 克 尔 函数 。( 以 上 读 
“山区 ”, 即 三 角 函 数 和 虚 宗 量 贝 塞 尔 函数 。) 

对 于 三 维 场 的 圆柱 域 问 题 , 若 径 向 (r 二 a) 为 齐 次 边界 条 件 , 径 向 的 解 是 贝 塞 尔 方 程 的 
解 。 因 为 当 0 时 诺 伊 曼 函 数 趋 于 负 无 穷 大 ,所 以 车 含 柱 轴 (x 二 0) 在 内 的 问题 , 则 无 诺 伊 
曼 函 数 N, Yr); 此 时 ,k. 为 纯 虚 数 , 即 刀 二 0。 如 果 纵 向 (= 方向 ) 为 有 界 区 ,其 解 是 双 曲 函 
数 即 202) =C sinhyz +C coshyz ,如 果 纵 向 为 无 界 区 ,其 解 为 衰减 的 指数 函数 。( 以 上 读 
“植被 ”, 即 纵向 和 径 向 分 别 取 指 数 函 数 和 贝 塞 尔 函 数 。) 

柱 坐 标 系 下 分 离 变 量 的 情况 总 结 如 表 4-2 所 示 。 


表 4-2 柱 坐 标 系 下 分 离 变量 的 情况 总 结 


边界 条 件 径 向 函数 角 向 函数 = 向 函数 & È 
y 1 
二 维 平行 平面 场 МАИ {ы |. 常数 
> 柱 内 情况 ,无 对 数 函 
ed Me 
=. " e 51 © i 
с к e | [ш] ieam 
Т 柱 内 情况 ,无 诺 依 曼 бы. = 向 无 界 : 指数 ; 有 | 贝 塞 尔 函数 (或 其 导 
Ir | ,-。 函数 称 的 情况 IMRAM 数 ) 的 第 i 个 根 
#|.—=0 
$|. = 0 其 他 3 ү | Sin k= 
种 齐 次 边界 条 件 | UK, kr) * 参见 表 4-1 
参见 表 4-1 


“4.4.2 特殊 函数 不 特殊 : 用 MATLAB 绘制 贝 塞 尔 函 数 等 曲线 


在 柱 坐 标 系 下 分 离 变量 的 过 程 中 , 提 到 了 几 个 以 外 国人 名 字 命 名 的 函数 ,如 贝 塞 尔 函 
数 、 诺 依 曼 函 数 、 虚 宗 量 贝 塞 尔 函数 及 虚 宗 量 汉 克 尔 函数 等 。 因 为 这 些 函 数 并 不 常见 ,即使 
学 过 (高 等 数学 ) 的 大 学 生 也 未 必 识 得 ,而 且 它们 的 求解 过 程 也 相对 比较 复杂 ,因此 被 冠 之 以 
“特殊 函数 ”"。 这 样 一 来 ,很 多 人 会 认为 “特殊 函数 ”很 “特殊 ”, 很 难 , 学 不 会 。 这 种 认识 是 不 
对 的 。 

中 学 生 都 认识 正弦 函数 或 余弦 函数 ,也 没有 人 认为 它们 特殊 ,众所周知 ,它们 可 以 被 写 
作 sinz 或 者 cost+。 可 人 们 果真 了 解 这 些 函 数 吗 ? 如 果 有 一 天 有 人 突然 问 你 ,sin40 该 如 何 
计算 ? 你 会 怎么 回答 呢 ? 这 个 问题 并 不 是 所 有 的 人 都 能 正确 回答 。 

学 过 高 等 数学 的 人 都 知道 ,正弦 函数 是 可 以 做 泰勒 级 数 展开 的 。 因 此 ,只 要 级 数 的 项 数 
取得 足够 多 ,就 可 以 得 到 精确 的 正弦 函数 的 值 。 而 且 只 要 你 愿意 ,用 手工 的 方法 也 可 以 进行 
计算 。 事 实 上 ,各 种 计算 机 语言 的 函数 库 里 面 ,大 多 已 经 包含 了 这 个 级 数 求 和 的 内 容 , 因 此 
都 可 以 用 来 计算 正弦 函数 的 值 。 
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本 节 说 贝 塞 尔 函 数 等 特殊 函数 不 “特殊 ”, 是 因为 它们 也 都 是 用 无 穷 级 数 来 表示 出 来 的 。 
只 要 愿意 ,也 可 以 用 手工 的 方法 以 任意 的 精度 来 计算 这 些 “ 特 殊 ” 函 数 的 值 。 如 果 计算 机 语 
言 里 面 也 定义 了 相应 函数 的 级 数 求 和 的 过 程 ,或 者 自己 编程 定义 了 这 些 函 数 , 那 它们 不 就 像 
正弦 函数 一 样 ,可 以 直接 引用 了 吗 ? 这 些 函 数 哪 有 什么 “特殊 ”的 地 方 呢 ? 

因此 ,特殊 函数 不 “特殊 ”! 想象 一 下 如 何 简便 地 使 用 sinz созд 等 函数 ,你 就 会 认识 到 
J (Zz) N, (zx) 等 函数 不 是 和 它们 完全 相似 吗 ? 事实 上 ,在 很 多 语言 如 MATLAB 里 面 , 上 述 
特殊 函数 都 是 内 置 的 函数 ,可 以 直接 调用 。 它 们 真 的 不 “特殊 ”。 

比如 ,要 绘制 JuCz) ,可 以 这 样 操作 : 


х=[0:0.1:20]; s E Ж Н y Нг] 

y= besselj(0,x); 名 计算 0 阶 贝 塞 尔 函数 的 函数 值 
plot(x, y); 名 绘图 

要 绘制 Na Co) ,可 以 这 样 操作 : 

х= [0:0.1:20]; 名 定义 自 变 量 取 值 范围 

у = bessely(1,x); 多 计算 1 阶 诺 依 曼 函数 的 函数 值 
plot(x,y); +2 

如 果 要 绘制 I,(z) ДВЕ: 

x= [0:0.1:20]; 名 定义 自 变量 取 值 范围 

у= besseli(2,x); 名 计算 2 阶 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 的 函数 值 
plot(x,y); % 绘图 

最 后 ,如 果 要 绘制 К. Са) ,可 以 这 样 操作 : 

х= [0:0.1:20]; 名 定义 自 变量 取 值 范围 

у = besselk(3,x); 名 计算 3 阶 虚 宗 量 汉 克 尔 函数 的 函数 值 
plot(x,y); ШЕ] 


4.4.1 小 节 中 的 图 4-19、 图 4-20 就 是 利用 MATLAB 绘制 的 贝 塞 尔 函 数 等 的 曲线 。 读 
者 要 仔细 观察 ,注意 其 变化 趋势 及 特点 。 如 : 贝 塞 尔 函数 、 诺 依 曼 函 数 有 无 穷 多 个 根 , 虚 宗 
量 贝 塞 尔 函数 和 虚 宗 量 汉 克 尔 函数 没有 实数 根 等 。 

例 4.6 在 介 电 常数 为 e 的 无 限 大 介质 中 存在 电场 强度 为 E。 的 场 ,垂直 于 电场 方向 放 
置 一 根 半 径 为 a 的 无 限 长 直 介质 圆柱 体 ,其 介 电 常 数 为 es 。 试 求 介质 圆柱 体内 外 的 电势 和 
电场 强度 。 

解 ” 此 题目 是 典型 的 二 维 场 的 问题 。 取 E, 沿 工 方向 ,介质 圆柱 体 的 轴线 与 圆柱 坐标 系 
的 <z 轴 重合 ,如 图 4-21(a) 所 示 。 设 介质 圆柱 体外 、 内 的 电势 分 别 为 加、#: ,因为 介质 圆柱 为 
无 限 长 , 故 办、$2 与 = 无 关 ( 通 解 具 有 * 现 更 领队 ”的 形式 ); 又 因 对 称 ,%(r,9p) 一 多 Cr, 一 p)， 
即 电势 $ 是 方位 角 ф 的 偶 函 数 , 故 解 中 无 正弦 项 ,于 是 待 求 势 函 数 具 有 如 下 形式 : 


$lr,9) = > (A,r" + В," )cosng + Ao + Bolnr 
另外 ,外 电场 Be 的 电势 可 表示 为 
$o =— Eox =— Егсозр+С 
此 边 值 问题 给 定 的 边界 条 件 是 : 当 盖 ~== 时 各 一 加 (由 于 在 平面 内 ,感应 电荷 分 布 在 有 
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限 区 域 ,因此 对 匀 强 场 的 扰动 也 在 有 限 远 处 ; 在 无 穷 远 处 ,电场 .电势 均 为 初始 场 分 布 ); 当 
нта бф Me ЭЎ =, E, 当 r 一 0 时, 则 应 为 有 限 值 。 由 此 可 确定 解 中 的 各 待定 


常数 。 
由 一 ce 时 ,加 二 如, 即 


> A,r"cosng + А, + Bolnr =— E;rcoseg + C 


比较 等 式 两 边 的 函数 形式 和 相关 系数 ,可 得 4=1, 且 А, =—Е,.В,=0,А,=С, ДР C 
是 常数 ,与 电势 参考 原点 相关 ,不 妨 设置 为 0。 于 是 ， 


# = r Es + Эзе 


О , 同 理 ,考虑 两 种 介质 内 的 函数 形式 和 对 应 系数 ,可 


мав, уа 20е, 2 
得 Ф Ф n=1, HA r=0 时 多 为 有 限 值 , 故 有 


Ф = А, rcosg 


代入 r=a 时 的 边界 条 件 , 可 得 
— Бк = Ata 
a 
— ë Ev — є В, = е,А! 
а 


联 解 上 面 二 式 ,得 
2є\ 


е-е т. 
В; = тре 和 А\ эчле 
因此 ,介质 圆柱 体外 、 内 的 电势 分 别 为 
= — 261 
*=( + = Fe t E JEocosp 和 # = ыкы Ое 
介质 圆柱 体外 、 内 的 电场 强度 分 别 为 
дф, 1а, 
Е, Уф. Эг е, = 24% 


— € —& а — 
(+: 72 “т ]E,cosçe, +( + Fa A а Essinge, 


2e, 2e 
和 { Vé: s +a Eocosge, Реа 


由 于 直角 坐标 系 与 圆柱 坐标 系 的 坐标 单位 矢量 之 间 的 关系 为 


e, = cosge, 一 sinyey 


Essinge; 


2e _ 2% 
€z q a Pets PETS 


可 见 ,介质 圆柱 体内 的 场 强 E, 仍 为 均匀 场 且 与 外 电场 E, 同方 向 。 当 介质 圆柱 外 为 空 


2 、 
AMI е = ез =e ШЕ; = ЧЭ E= TE. аСт |в, | |в, |. АУ 


E, = 
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介质 圆柱 表面 上 出 现 束 缚 电荷 ,从 而 使 介质 圆柱 内 的 场 强 被 削弱 了 ,如 图 4-21(b) 所 了 示 。 反 


Жэй еле 一 aa, 这 相当 于 在 介质 内 有 一 长 圆柱 形 空 腔 , 则 尼 一 -中 -BE, 一 了 及, 因 


утв, |> | E, | 。 这 是 由 于 介质 的 内 表面 出 现 束缚 电 荷 而 使 空 腔 中 的 场 强 增 大 的 


缘故 ,如 图 4-21(c) 所 示 。 因 此 , 若 电介质 中 有 介 电 常数 较 小 的 针 状 夹杂 物 ,例如 空气 泡 时 ， 
在 此 处 容易 造成 介质 的 击 穿 现 象 而 使 其 绝缘 遭受 破坏 。 


ap P(r, o) 


(а) 均匀 电场 中 的 介质 柱 


(b) 空气 中 的 介质 柱 (с) 介质 中 的 空气 柱 
图 4-21 求 介质 圆柱 内 外 的 电势 和 电场 


重点 点 拨 : 如 果 将 介质 柱 换 为 理想 导体 柱 , 则 只 要 使 介 电 常 数 es 一 co, 便 可 得 到 圆柱 导 
体外 的 电势 和 电场 分 布 。 


需要 指出 的 是 , 例 4.6 研究 的 是 静电 场 的 问题 ,在 数学 上 体现 为 满足 特定 边界 条 件 的 拉 
普 拉 斯 方程 的 求解 。 除 了 静电 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 之 外 , 静 磁场 中 的 磁 标 势 、 稳 恒 电场 中 的 
电势 函数 .稳定 温度 分 布 等 也 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 因 此 ,这 些 表面 上 互 不 相关 的 物理 问 
题 ,实质 上 也 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 。 具 体 来 说 ,对 于 例题 的 结果 ,完全 可 以 应 用 比拟 的 方法 
推广 到 稳 恒 电场 E, 中 有 导体 圆柱 或 稳 恒 磁场 本 中 有 导 磁 圆柱 的 情形 。 稳 恒 电 场 的 情况 
下 ,使 各 式 中 的 s 换 成 ,有 


=, 2 
# = r 1+®@— а Боор 


о +o, r 


201 


2, 
Ф: = 01 Ercosp, E, =— V$: = = a 


az +o 


在 稳 恒 磁场 的 情形 下 ,需要 注意 当 E 与 H 比拟 时 ,应 使 s 换 成 &, 故 有 


zZ 2 
$m = [= 1 кот. тү? а; Horose 


0 


$= = 0. Hireosg 
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24 
H, =— Уфы = —— BH. 
? т Б ° 


从 上 述 求解 过 程 可 以 看 出 ,本 题 是 从 无 穷 远 处 入 手 ,由 远 及 近 进 行 分 析 。 考 虑 到 外 加 场 
在 无 限 远 处 不 受 有 限 远 电荷 分 布 的 影响 ,得 到 了 无 穷 远 处 的 电势 分 布 函数 ,通过 与 柱 坐 标 系 
下 的 通 解 形式 进行 对 比 ,得 到 了 具体 的 解 ; 然后 ,利用 介质 分 界面 的 边界 条 件 , 对 比分 界面 


两 侧 的 函数 形式 及 系数 ,再 得 到 柱 内 的 电势 分 布 函 数 。 最 终 , 利 用 边界 条 件 , 确 定 具 体 解 里 


H 


的 待定 系数 。 整 个 求解 过 程 与 生活 中 剥 洋葱 皮 的 过 程 十 分 类 似 。 从 外 到 内 ,一 层 一 层 做 类 


似 分 析 。 实 际 上 , 当 问题 给 出 的 是 一 个 N 层 的 柱状 结构 时 ,上 述 分 析 过 程 依然 成 立 。 
“4.4.3 ”科技 前 沿 : 柱状 隐形 装置 的 分 离 变量 法 分 析 


本 节 给 出 另外 一 个 分 层 柱 状 结构 的 静态 场 问题 。 正 如 前 面 所 讲 , 分 离 变 量 法 是 一 种 经 
典 的 方法 ,在 科研 领域 有 着 重要 的 应 用 。 下 面 的 题目 就 是 出 现在 很 多 知名 刊物 中 的 科研 论 


文 里 的 内 容 , 而 且 , 它 有 一 个 非常 吸引 眼球 的 题目 , 即 “ 隐 形 衣 ”。 

例 4.7 如 图 4-22 所 示 , 无 限 大 的 背景 材料 (e,) 中 有 一 匀 强 
ШИЕ, ,垂直 于 电场 方向 ,有 一 个 半径 分 别 为 a.5, 介 电 常 数 分 别 ” 一 
为 sa ez 的 双 层 介质 柱 。 求 : 

(1) 背景 材料 中 的 电势 分 布 ; 

(2) 如 果 双 层 结构 的 中 心 圆柱 为 导体 柱 , 背 景 中 的 电势 分 布 
又 是 怎样 的 ? 讨论 什么 时 候 背 景 材 料 中 电场 依然 为 匀 强 ? 

解 (1) 如 图 4-22 所 示 ,建立 坐标 系 , 首 先 假定 二 维 情况 下 
柱 坐 标 系 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 形式 ,然后 采用 由 远 及 近 的 “和 剥 洋 
萄 "方法 进行 分 析 , 于 是 得 到 图 中 各 个 区 域内 的 电势 分 布 如 下 : 

Ф. = Arcosp 


# = (в + С )eosç 


图 4-22 匀 强 电场 中 双 层 
介质 柱 的 情况 


фь = 全 Ear +P )eosg 


在 介质 分 界面 上 ,有 如 下 边界 条 件 : 
дф дф 


Ez 


当 =a Њ,ф =$: Н є 


дг ðr 


当 一 六 时 ,名 一 加 не. E a £ 


将 各 个 区 域 的 电势 表达 式 代 入 , 则 有 
Аа = Ba + C/a 
є1А = s; (B — С/а?) 
Bb + C/b =— E;b + D/b 
Ez (B — C/b) = e, C— E, — D/b°) 


写成 矩阵 方程 的 形式 
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Ж. ——@ = 0 
a 
A 0 
= E 
® =» с 9 в| | 0 
ò gp & adle = Eb 
b D 一 Euev 
€. Е 


求解 上 述 四 元 一 次 方程 组 ,得 到 D 的 表达 式 为 
(b? — a? Jeż + а?є (e, HE2) + Бє (є: — Ep) — (а? + b° ere: 
(° —a’)e? + а?є, (є, — є) + B?e) (g, He) + (а? + 2? ere 
于 是 ,背景 材料 中 的 电势 分 布 可 以 确定 ; 利用 电势 求 梯 度 ,还 可 以 得 到 背景 材料 中 的 电 
场 强度 。 
顺便 介绍 一 下 ,对 于 上 述 四 元 一 次 方程 组 的 求解 ,可 以 直接 使 用 MATLAB 下 的 符号 工 
具 箱 进行 求解 ,从 而 大 大 降低 计算 强度 。 其 主要 代码 如 下 : 
syms a b epsl eps2 epsb E0 : 多 定义 符号 变量 


М= [а -a - 1/а 0; epsl -eps2 eps2/a ^2 0; 
0 b 1/b -1/b; 0 eps2 -eps2/b^2 epsb/b^2];  #% 定 义 系数 矩阵 


D = E,b° 


(4-57) 


N= [00 - F0 * b - E0 * epsb]. '; # 定 义 列 向 量 
x= MXN; % 计算 未 知 向 量 x,x=[aBCD]' 
pretty(x(4)); 名 显 示 计 算 结 果 , 这 里 显示 的 是 р 


利用 同样 的 方法 ,还 可 以 得 到 其 他 系数 如 А,В,С 的 表达 式 ,在 此 不 再 袭 述 。 当 方程 中 
未 知 数 的 个 数 比较 多 的 时 候 ,这 种 方法 非常 有 效 。 
(2) 当中 心 圆柱 为 导体 柱 时 ,与 前 面 的 例题 相似 ,结果 可 以 用 se 一 c= 来 获得 ,于 是 


2 aè (e, HE2) + (es —єь) 
a? (ez — єь) Hb’ (є; Her) 


将 其 代入 背景 区 域 中 的 电势 表达 式 , 即 得 到 具体 的 电势 分 布 函数 。 

对 背景 材料 中 的 电势 表达 式 进行 分 析 发 现 , 该 电势 由 两 部 分 组 成 : 其 一 是 外 加 匀 强 电 
场所 对 应 的 电势 分 布 ; 另外 一 部 分 是 由 于 介质 (导体 ) 柱 被 极 化 后 束缚 (感应 ) 电 荷 所 产生 的 
电场 。 该 电场 对 原始 电场 有 扰动 作用 ,使 得 电场 分 布 在 介质 (导体 ) 柱 附近 不 再 均匀 。 当 中 
离 介 质 (导体 ) 柱 较 远 时 ,扰动 场 趋 近 于 零 ,背景 材料 中 仅 有 外 加 电场 存在 。 如 果 存 在 一 个 设 
计 , 使 得 DD 恒 为 零 , 那 就 意味 着 扰动 场 始终 为 零 : 背景 材料 中 ,无论 介质 柱 附近 还 是 远 处 , 场 
分 布 都 是 均匀 的 。 换 句 话说 ,对 于 双 层 介质 柱 来 讲 , 对 外 加 电场 无 干扰 ,就 像 整个 空间 全 部 
都 是 背景 材料 一 样 , 即 双 层 介质 柱 被 隐形 了 ! 


D = Eb 


$ D=0, 得 到 
P —at 
єз 1 " (4-58) 
或 
БВ = а ete (4-59) 
C — &: 


这 就 是 利用 极 化 相 消 得 到 的 隐形 装置 的 设计 公式 。 尽 管 上 述 两 个 公式 本 质 上 是 一 至 
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的 ,但 在 具体 实现 的 时 候 ,难度 大 不 相同 。 式 (4-58) 表 明 ,对 于 半径 为 a 的 金属 柱 ,如 果 用 半 
径 为 56、 介 电 常数 为 e 的 材料 包 覆 时 ,对 外 加 匀 强 电场 无 任何 扰动 ,金属 柱 被 覆盖 层 材料 所 
“隐形 ”。 式 (4-59) 表 明 , 在 金属 柱 和 材料 2 都 确定 的 情况 下 ,对 它们 的 几何 尺寸 做 适当 调 
整 , 可 以 使 得 金属 柱 * 隐 形 ”。 由 于 寻找 适当 的 材料 比较 困难 ,而 改变 几何 尺寸 相对 容易 , 因 
此 , 式 (4-59) 在 实验 中 应 用 较 广 。 

例 4.8 ”美国 (科学 ?杂志 曾经 报道 了 一 种 所 谓 的 静 磁 “隐形 衣 ”, 如 图 4-23 所 示 。 这 是 
一 种 双 层 柱状 结构 ,中 心 圆 柱 采 用 超 导 材 料 构成 , 即 年 王 0, 从 
而 任何 磁场 进入 不 到 柱 体内 部 ; 超 导 材 料 外 部 是 一 个 内 外 半 
径 分 别 为 a 和 4 的 柱 套 , 其 磁 导 率 为 we 。 当 在 背景 材料 (mm ) 中 
施加 一 个 垂直 于 柱 轴 方 向 的 匀 强 磁场 H, 时 ,该 磁场 不 会 受到 
任何 扰动 ,就 像 背 景 材料 中 没有 任何 东西 一 样 。 请 分 析 这 种 
“隐形 衣 ” 的 工作 机 理 。 

解 ” 本 题 可 以 采用 电磁 比拟 的 方法 , 设 静 磁 隐 形 衣 周围 的 


磁 标 势 分 布 为 加 一 人 Hort? )cosp, р 可 以 利用 边界 条 件 


匹配 得 到 ,如 式 (4-57) 所 示 , 用 将 其 中 的 s 做 蔡 换 。 考 虑 到 超 导 材料 yn 二 0, 则 D 可 以 简 
化 为 


图 4-23 静 磁 隐形 衣 结构 
示意 图 


Ся —аЭ&— (а? +02 ) рьш W — а?) — (а +b p 
D Н, #2 Pst = н? #2 Ab (4-60) 
(b° — a’ yh + (а + ЬУ ны 4 (02 — at) + (а? H) 


如 果 要 实现 隐形 的 功能 , 则 D=0, 于 是 


b 2 
= = 4 (4-61) 
或 
P = а Б (4-62) 
pa — m 


因此 ,这 种 静 磁 ”隐形 装置 ,其 套 层 材料 要 满足 式 (4-61), 或 其 几何 结构 必须 满足 
式 (4-62)。 具 体 应 用 时 ,需要 隐藏 的 物体 可 以 放置 在 超 导 材 料 内 部 而 不 被 外 界 探测 到 (和 需 
要 “ 挖 洞 ”以 腾 出 空间 )。 大 家 可 以 核查 一 下 《科学 ) 杂 志 上 的 这 篇 论文 ,并 且 验 证 一 下 是 否 和 
本 题 的 计算 相符 合 。 


45 球 坐 标 系 内 的 分 离 变 量 法 


4.5.1 球 坐 标 系 内 的 分 离 变量 法 
在 球 坐标 系 内 , 拉 普 拉 斯 方程 可 表示 为 


19 :%) 1 (є 2) l gg 
=0 (4-63) 
r 17 ðr F т? sin0 90 siat 90 т 1? sin20 94 


采用 分 离 变量 法 , 令 $(r,0,9) 二 R(r)9(0)gB(g), 将 其 代入 式 (4-63), 并 将 各 项 乘 以 


r° sin20 un 
ROP + 
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sin20 df , 2) sin0 中 人 А че) 1 o = 
R AG dr) ө al a) Фаг ° чер 


上 式 中 最 后 一 项 仅 为 p 的 函数 ,前 两 项 仅 是 r.0 的 函数 ,要 使 上 式 对 所 有 的 0、p 值 都 成 
立 , 必 有 


1 
< == (4-65) 
Ф аё т 
即 
2 
2 tmp = 0 (4-66) 
p 


其 中 ,m 为 分 离 常数 。 

与 柱 坐 标 系 下 的 情况 相同 ,大 多 数 情况 下 , 角 向 函数 还 应 满足 周期 性 边界 条 件 , 即 8(y) = 
GB(g 十 2x)。 这 个 条 件 与 式 (4-66) 一 起 ,构成 了 所 谓 的 本 征 值 问题 。 容 易 得 到 , 式 (4-66) 的 
解 为 


Ф„(ф) = Csinmg + Dp cosmo (4-67) 
其 中 ,m 取 自然 数 。 
由 式 (4-64) 可 得 
1а з 1 t(s w) m? К 
R il d) omma 89 )— wo е) 


可 见 , 上 式 中 第 一 项 仅 为 + 的 函数 ,而 后 两 项 仅 为 0 的 函数 , 故 已 将 变量 分 离 。 设 分 离 
常数 为 *, 则 有 


1 "3 1 а (5049) т? 
Кк dr dr G@sing dO\ 40) sinz0 
由 此 得 
4 2 dR = === У 
zí; К] aR =0 (4-69) 
1 а{[.. „дө m? 
ama чо) sin 2 к) 
Ф z=cos0, 18819 =-© ФЕ = sind E RARU- HE 9(0) 改 为 P) ,得 
d 2,dP m? " 
dle 2 Ejh 1—2 )Р= 0 (4-71) 
或 
2 2 
(1 =) ЕЁ 2.9 (3 =) 0 (4-72) 


方程 (4-71) 或 (4-72) 称 为 连带 勒 让 德 方程 ,其 求解 牵涉 到 所 谓 的 自然 边界 条 件 和 相应 
的 本 征 值 问题 。 众 所 周知 ,在 没有 电荷 的 有 限 远 区 域 , 一 个 电势 值 不 可 以 为 无 穷 大 。 体 现在 
上 述 方程 中 ,就 是 当 z 一 士 1 时 ,或 者 说 在 球 坐 标 系 下 的 极 轴 上 ,P 为 有 限 值 ,此 即 自然 边界 
条 件 。 有 些 人 或 许 对 此 不 解 ,为 什么 要 选择 极 轴 ? 为 什么 不 选择 其 他 坐标 轴 或 任意 点 ? 这 
是 因为 ,在 球 坐 标 系 下 ,0E[0,xj], 所 以 xE[L 一 1,1]。 当 采用 级 数 展开 方法 对 上 述 方 程 进行 
求解 时 ,所 得 级 数 解 在 开 区 间 内 是 收敛 的 。 而 对 级 数 在 自 变量 位 于 区 间 端 点 上 的 值 进行 敛 
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散 分 析 表 明 ,一 般 情况 下 级 数 发 散 , 除 非 该 级 数 能 够 退化 为 多 项 式 。 由 此 看 来 ,函数 值 在 极 
轴 上 或 者 z+ 二 土 1 时 有 限 ,这 个 看 似 “ 平 常 " 的 条 件 , 竞 然 隐 含 着 对 上 述 方程 的 "严格" 要求。 
具体 到 参 变量 + 上 ,就 要 求 

А=п(п+1) n=0,1,2,. (4-73) 
这 就 是 方程 (4-72) 与 自然 边界 条 件 所 要 求 的 本 征 值 。 于 是 ,方程 变 为 


аа) B [td i] =0 (4-74) 
这 个 方程 称 为 连带 (或 缔 合 ) 勒 让 德 方程 ,其 解 为 n 次 m 阶 连带 (或 缔 合 ) 勒 让 德 多 项 


式 , 即 


„ а" +m) 
Pr(z) = Pr(cos0) = (1 zt EPa) (1—22) a 


a 于 
Pn! аш" (2 


1)" 
(т< п, || 1) (4-75) 
事实 上 ,方程 (4-74) 有 两 个 独立 的 解 P*(z) 与 Q”"(x), 但 当 0=0、x, 即 z= 土 1 时 ,第 二 
类 连带 勒 让 德 函 数 Q; (zr) 一 吕 , 故 包含 球 坐标 系 的 极 轴 在 内 的 问题 将 只 含有 连带 勒 让 德 函 
数 Pr Cx) M О" (а) ЖАТА. 
由 式 (4-69) 和 式 (4-73) 可 得 


2 
Е л ! 2, $ пб +0 = 0 (4-76) 
这 是 一 个 欧 拉 型 方程 ,其 解 为 
R,(r) = А" + В," (4-77) 


显然 , 当 研 究 球 内 的 问题 时 ,因为 包含 了 r=0 А. B DA ЗЕЙ rh Л E f K ЯЕ o 
因此 ,考虑 释 加 原理 , 则 三 维 场 边 值 问题 的 待 求 势 函数 为 


$Cr,0,9) = У) У) [А„г" + В," Рт (соѕ0) (C,sinme + D,cosmg) (4-78) 


п=0 т=0 


4.5.2 轴 对 称 情 况 下 势 函 数 的 通 解 表 达 式 


现在 考虑 一 个 特殊 情况 。 如 果 场 分 布 与 坐标 变量 g 无 关 , 即 为 轴 对 称 场 , 则 式 (4-65) 中 
分 离 常数 办 一 0, 于 是 ,(4-71) 变 为 如 下 形式 : 


2 
(1 a) Е 2z ЧЕ ap 0 (4-79) 


ERRAL E. CERA E 380096. О И А 2 о С 83k. H FAR 
边界 条 件 的 限制 ,4==n(n 十 1) ,上 且 n= 二 0,1,2,…。 由 式 (4-74)、 式 (4-75) 可 知 ,方程 的 解 可 以 
表示 为 


l dre 


б 0 (7 
Р„(=) = Р, (z) Fn! de 


前 几 个 勒 让 德 多 项 式 如 下 : 
Р»(х)=1›,Р,у(х)=х=соз@ 


1' @—1 =< +*=<1 (4-80) 


(322—1) 1 (Зсоѕ?0 1) T (3cos20--1) 


P, (z) 2 


(5х#—3х) ; (5соѕ?0— 3соѕ0) + (5cos30 十 3cosO) 


P, Ga) 


w= юе 
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从 上 面 各 式 可 以 看 出 , 当 ? 为 奇数 时 , 勤 让 德 多 项 式 只 有 奇 次 项 , P, (x) 为 奇 函 数 ,而 当 
7 为 偶数 时 , 则 只 有 偶 次 项 ,P,(z) 为 偶 函 数 , 即 P,( 一 z) 一 (一 D)"P,(Cz); 且 当 z=1, 即 0= 
0 时 ,P,(1) 王 1; 而 当 z= 一 1, 即 0=x It, P,(—1)=(—1)", K 4-24 给 出 了 前 几 个 勒 让 德 
多 项 式 的 图 像 。 

与 连带 勒 让 德 方程 相似 ,除了 式 (4-80) 外 ,方程 (4-79) 还 有 另 一 个 独立 解 Q, (x), 称 为 
第 二 类 勒 让 德 函 数 ,但 它 在 0=0 х 时 趋 于 无 限 大 , 故 当 球 坐标 的 轴 (0 二 0、x) 也 包括 在 所 考 
虑 的 区 域 中 时 ,不 应 计 入 这 第 二 个 解 ; 但 在 有 些 特殊 问题 中 应 计 入 ,这 里 不 做 详 述 。 

因此 , 轴 对 称 二 维 场 的 待 求 势 函数 为 


$r) = У) [A,r" + В„ “+ ]P, (соѕ0) (4-81) 


综 上 所 述 ,无 论 是 与 方位 角 p 无 关 的 轴 对 称 二 维 场 还 是 一 般 的 三 维 场 , 径 向 的 解 总 是 欧 
拉 型 方程 的 解 , 即 A,r” +B, et , 若 含 球 心 (r=0) 在 内 的 问题 ,其 解 中 不 会 出 现 + 00 fn Е 
次 项 ; 极 角 0 方向 的 解 是 勒 让 德 多 项 式 ( 轴 对 称 二 维 场 ) 或 连带 勒 让 德 多 项 式 ( 三 维 场 ), 如 
果 包 含 极 轴 在 内 的 问题 ,其 解 内 不 会 出 现 第 二 类 勒 让 德 函 数 О, (cos0) 或 第 二 类 连带 勒 让 德 
函数 О, Cosh) ,因为 它们 在 极 轴 上 时 均 为 无 穷 大 ; 角 向 8 的 解 则 是 由 正弦 函数 和 余弦 函数 
HA ЕЕ УШ 


4.5.3 ”特殊 函数 不 特殊 一 一 用 MATLAB 绘制 勒 让 德 多 项 式 曲 线 

有 了 前 面 的 贝 塞 尔 函 数 等 做 基础 ,本 节 讨 论 一 下 款 让 德 多 项 式 的 情况 。 和 正弦 .余弦 函 
数 一 样 , 勒 让 德 多 项 式 、 连 带 勒 让 德 多 项 式 等 也 不 是 什么 “特殊 ”的 函数 ,它们 的 表达 式 , 已 经 
用 式 (4-75) \ 式 (4-80) 表 示 出 来 了 。 在 很 多 应 用 软件 如 MATLAB 环境 下 , 勒 让 德 多 项 式 等 
是 作为 内 置 函 数 出 现 的 ,可 以 直接 使 用 ! 如 : 


x=[-1:0.01:1]; #%x 取 值 范围 

m=0; 

n=5; 

y= legendre(n, x); % 计算 所 有 的 n 阶 连带 勒 让 德 多 项 式 
y=y(m+1,:); 名 第 m+1 行 , 即 为 所 求 的 P:, 本 例 给 出 的 是 Ps 
plot(x, y); 名 绘制 曲线 


MATLAB 可 以 一 次 计算 所 有 的 连带 勒 让 德 多 项 式 。 使 用 者 根据 需要 自行 选择 。 比 如 
上 面 示例 的 就 是 计算 Р; 的 情况 。 如 果 要 选择 Pš. iH F: 


m= 3; 

n=5; 

y= legendre(n, x); 名 计算 所 有 的 n 阶 连带 勒 让 德 多 项 式 
y=y(m+1,:); 名 第 m+1 行 , 即 为 所 求 的 P:, 本 例 给 出 的 是 P; 
plot(x, y); 名 绘制 曲线 


利用 上 面 的 绘图 命令 ,图 4-24(a) 给 出 了 是 几 个 连带 勒 让 德 多 项 式 的 情况 ; 图 4-24 (b) 
给 出 了 前 几 个 勒 让 德 多 项 式 的 曲线 。 

例 4.9 在 无 限 大 的 介 电 常数 为 s 的 介质 内 存在 均匀 电场 强度 Bo ,有 一 半径 为 a 的 介 
质 球 置 于 其 中 ,其 介 电 常数 为 se 。 试 求 介质 球 内 外 的 电势 和 电场 强度 。 
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(а) 连带 鞭 让 德 多 项 式 的 图 像 P3(x) (b) 前 几 个 勒 让 德 多 项 式 的 图 像 
图 4-24 勒 让 德 多 项 式 等 的 图 像 
解 ” 设 外 电场 E。 的 方向 与 球 坐标 系 内 极 轴 的 方向 一 致 ,并 取 球 心 为 原点 ,如 图 4-25 
所 示 。 由 于 对 称 性 ,电势 $ 与 方位 角 g 无关, 此 问题 是 轴 对 а ф 
称 二 维 场 , 故 ó Ri РЕ: 


БЫ 


ДЕ 


$lr,p) = 5 LAr" F Bir © P. (соѕ0) 
均匀 外 电场 E, 的 电势 可 表示 为 

фо =— Esz =— Esrcos0 =— EorP1(cos0) 图 4-25 均匀 电场 中 的 介质 球 
设 介质 球 内 外 的 电势 分 别 为 e 和 多, 根据 边界 条 件 确定 解 
中 的 待定 常数 和 分 离 常 数 。 
4 rol, = фо, BI 


УА," + Br- ],_„Р„(созб) = XJ A,r"P,(cos0) =— EorP'1 (cos0) 
= = 

比较 上 式 两 端 ,得 n= 1, ВА, = E, T 

# = (= Eor + Bır”? )Р, (cos0) 


Мотам b= Me 20е, E пру $s th n=1 EIRE =0 时 内 应 为 有 限 什 ， 
故 有 


$2 = A1rPi(cosb) 
再 由 r=a 的 边界 条 件 , 可 得 


Еа + Bn = Ata 
a 


B , 
— е Е, — 26, — = є&;А\ 
а 


联 解 上 面 二 式 ,得 В, =: EE a M А = —5-®—Е,. И. ЖКК ‚РЧ 38 ib 9 
€, Е: Є 72 
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强度 分 别 为 
$ -(-: rka Fe 气 > Escos 和 $ 一 一 Ze, == Е,ғсоѕб 
1 
дф. Lah 
E, vh дг" r 90° 
(удове a 6 а 
-(: 2 ос Fe Еме, + ( itag Te з а Esines 
在 直角 坐标 系 中 ,有 
Зе е 3e; Зе; 
“= 2е 十 a ss 和 E: v 2e 十 ez оё: 2e + єг 


见 ,介质 球 内 的 电场 也 是 均匀 场 , 且 与 外 电场 方向 一 致 。 当 介质 球 外 是 空气 时 , 即 
а =з е Б, = 55 Б, = э-ү ECE. РИК ЕНИН ПИ АРК ЖЯ, bk Ё 


由 于 介质 球 被 极 化 ,其 表面 出 现 束缚 电荷 的 缘故 。 
WO 则 有 s —= => e> ,此 处 的 场 强 为 


E,= к 二 EE, 之 Es, 这 和 例 4.6 中 讨论 的 介质 中 有 介 电 党 в Š А 

数 较 小 的 针 状 夹杂 物 的 情况 类 似 ,介质 有 可 能 在 该 处 被 击 一 一 ~ 2 

穿 而 使 其 绝缘 性 能 受到 破坏 。 = = г 
ФАШ e == „е = co. X Ш 4-26 所 示 的 空气 一 一 |y 


里 均匀 电场 中 有 导体 球 的 情形 。 这 时 导体 球 内 外 的 电势 和 
场 强 分 别 为 图 4-26 均匀 电场 中 的 导体 球 


#=0 和 # = (+ ]E,cos9 


3 3 
E,=0 和 E,=-—Vvh = (1 + Ж), сомё, + [— 1 + ]E,sin&, 


导体 球面 上 的 感应 电荷 面 密度 则 等 于 
ps = є,Е., |= = 3e, Ecos 
可 见 球 的 两 面 对 称 地 感应 出 等 值 而 异 号 的 电荷 ， 球面 上 总 的 感应 电荷 为 零 。 


4.5.4 科技 前 沿 : 球状 静 场 隐形 装置 的 分 离 变 量 法 分 析 


前 面 章 节 分 析 了 二 维 柱状 电磁 隐形 装置 ,本 节 利 用 分 离 变 量 法 来 分 析 设 计 一 个 球形 的 
k h 电磁 隐形 衣 。 
例 4.10 如 图 4-27 所 示 ,无 限 大 的 背景 材料 (ee) 中 有 
一 匀 强 电场 Bu ,方向 为 水 平方 向 ; 有 一 个 半径 分 别 为 a、b， 
ÇN 介 电 常数 分 别 为 sa Tez 的 双 层 介质 球 位 于 背景 材料 中 。 
Аж: 

(1) 背景 材料 中 的 电势 分 布 ; 

(2) 如 果 将 双 层 结构 中 心 的 介质 球 换 为 导体 球 ,背景 


中 的 电势 分 布 又 是 怎样 的 ? 讨论 什么 时 候 背 景 材 料 电 场 依 
{4-27 双 层 介质 球 的 模型 — 然 为 匀 强 ? 
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解 (1) 仿照 例 4.6, 采 用 由 远 及 近 的 "和 剥 洋 萄 ?的 方法 ,并 利用 球 坐 标 系 下 电势 的 通 解 
形式 ,可 以 假设 如 下 形式 的 各 个 区 域 的 电势 函数 : 
$: = АғР, (cos0) 
# = [Br + Cr ° ]P, (cos0) 
$ = [— Ег + 07° ]P, (cos0) 


边界 条 件 为 
六 一 & 时 ,办 # He, п Ez = 
r ðr 
9 
r 六 时 ,加 # He, h Eb h 
代入 边界 条 件 可 得 
Аа = Ba + С/а? 
є;А = є (B — 2С/а?) 
Bb + С/Ё =— E,b + D/b 
el (B — 2C/b*) = e,(C— E, — 2D/b°) 
写成 矩阵 方程 的 形式 ,为 
1 
а 一 4 =F 0 
А 0 
_ 2а 
E2 є a 0 B Е 0 
0 b z -4 C — Eb 
š: D — Е,єь 
2 2 


求解 该 四 元 一 次 方程 组 ,得 
局 2005 — a? Jef — (b? — a? Jepe: + (2a? + bš)e)e; — (a? + 2b°)e)e, 

200° — aè Jei 4+ 206° — а? )єьє; + 2(а? + 2b')eie, + (2а? +0 )eie: 
于 是 ,背景 材料 中 的 电势 分 布 可 以 确定 ; 利用 电势 求 梯度 ,还 可 以 得 到 背景 材料 中 的 电 
场 强度 。 

(2) 当中 心 介质 球 为 导体 球 时 ,与 例 4.9 相同 ,结果 可 以 用 e 一 = 来 获得 ,于 是 得 到 

(2a? + 6? )є — (0° —a’)e, 
200° —а?)єь + (2a? + 0) 
可 知 , 若 令 D==0, 则 可 以 达到 隐形 的 效果 ,此 时 ,导体 球 及 外 过 的 存在 ,对 匀 强 电场 无 扰 


р = Е, (4-82) 


D = Е, 


动 , 有 
02 — а? s _ з 2si 十 6 
6 = 243% 或 P =а е. 
因此 ,在 实验 中 可 以 通过 选择 外 壳 材料 或 者 对 外 过 的 几何 参数 进行 调整 的 方法 ,实现 
隐形 。 


例 4. 11 《科学 报告 ) 杂 志 (Scientific Reports) 曾 经 报道 了 一 种 所 谓 的 三 维 静 磁 “ 隐 形 
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衣 ”, 其 横 截 面 如 图 4-28 所 示 。 这 是 一 种 双 层 球状 结构 ,中 心 њ 
球体 采用 超 导 材料 构成 , 即 ys 二 0, 从 而 任何 磁场 进入 不 到 球 Р фо РА 
体内 部 ; 超 导 材料 外 部 是 一 个 内 外 半径 分 别 为 a Ab ЙО, m Ж 


其 磁 导 率 为 y, 。 当 在 背景 材料 (ys) 中 施加 一 个 匀 强 磁场 H。 一 “~ 
时 ,该 磁场 不 会 受到 任何 扰动 ,就 像 背 景 材料 中 没有 任何 东西 
一 样 。 请 分 析 这 种 “隐形 衣 ” 的 工作 机 理 。 

解 ”本题 采用 电磁 比拟 的 方法 , 设 静 磁 隐 形 衣 周围 的 磁 
标 势 分 布 为 和 加 二 (一 Hor 十 Dr )Pi(cos0), 则 DD 可 以 利用 边 
界 条 件 匹配 得 到 ,如 式 (4-82) 所 示 。 考 虑 将 e 用 y 替换 ,并 今 
ре = 0, D 可 以 简化 为 


D= H, 


4-28 三 维 磁性 隐形 衣 横 
截面 示意 图 


p 207 а?а — ба? + 207) 
207 азр + 2(а? + 20") рь 
令 D=0, 得 到 
_ а? +203 3 — з 2а рь 
m= a WW АЈ 
上 式 就 是 三 维 静 磁 隐 形 衣 的 设计 参数 。 


46 保 角 变换 法 

保 角 变换 法 是 基于 解析 函数 的 性 质 而 提出 的 一 种 非常 重要 的 解析 方法 。 由 于 解析 函数 
具有 调和 性 、 正 交 性 , 保 角 性 以 及 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 等 性 质 ,与 二 维 情况 下 电势 函数 具有 
内 在 的 密切 联系 ,因此 ,可 以 用 于 二 维 平面 场 问 题 的 求解 。 

4.6.1 复 变 函数 及 其 性 质 


1. 复 变 函数 
若 х,у 都 是 实 变数 , 则 变数 
xz 一 工 十 jy = ке? = rcosg + jrsing (4-83) 
称 为 复 变数 ,其 模 和 辐 角 分 别 为 
Бај ЕУ 
(4-84) 
ф = argz = arctan Е 
函数 
w= f(z) = u(r,y)+jv(r,y) (4-85) 


是 复 变 数 的 函数 ,tw 也 是 复数 , 称 为 复 变 函数 。 它 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 分 别 是 实 变 函 数 
u(z,y) 和 w(xz,y), 且 都 是 zx、y 的 单 值 函 数 。 由 < 二 zx 十 jy 确定 的 复 平面 称 为 平面 ,由 w= 
иі јо 确定 的 复 平面 称 为 w 平面 。< 平面 上 的 点 与 训 平面 上 的 点 具有 一 一 对 应 的 关系 。=x 
FPM E H EJE E w 平面 上 也 有 对 应 的 图 形 ,这 种 几何 上 的 对 应 关系 称 为 变换 或 映射 
( 映 象 ) 。 

2. 解析 函数 和 柯 西 - 黎 曼 条 件 

复 变 函 数 的 导数 和 实 变 函 数 导数 的 定义 相似 , 即 其 导数 为 
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dw lim Aw бт YG + А2) fie) 


dz м-0 Az А-0 Az 
一 个 复 变 函 数 如 在 某 区 域内 的 所 有 点 上 都 有 唯一 的 导数 , 则 称 这 个 复 变 函数 是 在 该 
域 的 解析 函数 。 它 是 复 变 函数 中 最 重要 的 一 类 。 
由 于 Az 一 Az 十 jAy, 使 Az-~0, 可 采取 两 种 不 同 的 方式 : 
车 Ay=0, Ax>0 时 , 则 Az—0; 
# Ar=0,Ay>0 时 ,Az 一 0。 


如 在 = 点 不 管 Az—0 的 方式 如 何 ,人 都 有 唯一 的 极限 , 则 多 在 该 点 具有 导数 。 对 于 上 


> 


述 两 种 Az—0 的 方式 ,有 
А dw _ dw _ ди. ðv 
Y= dz dr ar lar 
ый ` s ) (4-86) 
= 0,90 w _ ди ‚ до .du , до 
А z jdy jay Jjay lay ду 
为 使 上 式 中 的 两 种 结果 相等 ,必须 有 
ди _ до 
дт д. 
PO ЖУ (4-87) 
до __ди 
Эх Әу 


这 是 w(<) 有 唯一 导数 的 必要 条 件 , 称 为 柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann) 条 件 。 进 一 步 可 
以 证 明 : # ajo BE х,у 的 连续 函数 , 则 此 条 件 是 ww(z) 为 解析 函数 的 充 要 条 件 , 常 简称 为 


C-R 条 件 。 
复 变 函数 求 导数 是 用 和 实 变 函 数 相同 的 规则 进行 的 。 例 如 : 
dz" ле"! „Яе“ ае" ,dsinz РЕР ШЕ | ЖИН 
dz z dz "а= с” 


容易 证 明 , 这 些 复 变 函数 在 其 定义 域 上 都 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 故 它们 都 是 解析 函数 。 
由 式 (4-86) 和 式 (4-87) 可 知 ,解析 函数 的 导数 可 以 有 4 种 形式 , 即 


ди ,. ðv дъ. ди 


f(z) ЕТ" JJe 2y Эз 
д, ‚4 ðv | .9v 
= эй ду 55 (4-88) 
3. 解析 函数 的 性 质 
解析 函数 有 如 下 性 质 : 
1) 调 和 性 
将 柯 西 - 黎 曼 条件 ( 式 (4-87)) 的 等 式 两 端 分 别 对 z、y 求 导 , 得 
ди div 9. дц 
922 дудх' Әхду ду? 
由 于 偏 导数 存在 且 连 续 , 故 其 混合 偏 导 数 与 求 导 次 序 无 关 且 相等 ,因而 有 
Pu Pu _ 0 
Ix? ду? үт 


即 
Уи 一 0 (1-89) 
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ЈЕНЕ RRT T RA transverse, 
同 理 可 得 
о = 0 (4-90) 
Е Е 
ЖС. ШК ПОВЕС. 
2) EX 
将 柯 西 - 黎 曼 条 件 ( 式 (4-87)) 中 两 式 的 两 端 相 乘 ,可 得 
ди до ди дъ К ди Iv , ди до 0 
Jedz. 9595. M aada дуу 
ш 
Vrue Vrv=0 


这 说 明 解 析 函 数 的 实 部 函数 a 和 虚 部 函数 v 的 
梯度 处 处 正 交 。 由 于 梯度 与 等 值 线 互 相 垂直 ,因此 
和 均 为 常数 的 两 族 曲 线 也 处 处 垂直 。 图 4-29 给 出 
了 解析 函数 sinz 的 实 部 函数 和 虚 部 函数 对 应 的 等 值 
线 , 可 以 看 出 ,二 者 处 处 正 交 。 y 

3) 保 角 性 

由 于 wD M z 有 一 一 对 应 关系 ,= 平面 上 某 一 曲 
с 对 应 zw 平面 上 一 曲线 c“。 在 曲线 c 上 任 一 点 ， 
zw(z) 的 导数 可 表示 为 


= = x (z) = Ме? 


, Р 4-29 sinz 的 实 部 ( 实 线 ) 和 虚 部 
w (x) 一般 也 为 复 变 函数 ,因此 ,M 和 0 也 都 是 (虚线 ) 对 应 的 线 族 


х,у 的 函数 。 由 解析 函数 有 唯一 导数 的 性 质 ,对 任 一 
给 定点 xz,M.9 有 唯一 值 。 如 在 < 平面 上 的 z, 点, 取 其 附近 小 线段 Az, 即 z 从 <。 点 移 至 
zo 十 Az 点 时 , 则 在 包 平 面 上 将 从 zw。 点 移 至 rw 十 Aw 点 。 当 Az 很 小 时 ,有 


Aw dw ч i 
Tz = . =M% 或 Au = AzMoe 

设 да | Azle, Аш = | Awl et, Ж а 8 У Az. Aw 与 实 轴 之 间 的 来 角 , 即 其 辐 
角 , 则 


Aw = |Aw|e? = M, | Ае |е) 


于 是 


| Aw| = М» | А< | 
| (4-92) 


В= «+0, 

这 表明 对 z。 点 附近 任 一 给 定 的 小 线段 Ас. ТЕ <o Ж тоо 点 附近 有 一 与 之 对 应 的 小 
线段 Aw, 称 为 Az 变换 到 ww 平面 上 的 Aw, 如 图 4-30 所 示 , 其 长 度 被 “放大 ”了 M 信 , 其 辐 
角 增 加 了 б, 即 逆 时 针 旋 转 了 0, 角度。 不 论 A< 的 取向 如 何 ,此 M, 和 4 的 值 一 定 。 因 此 ， 
车 有 两 曲线 c, 与 cs 在 = 平面 上 相交 于 >。 点 ,其 夹 角 为 7, 则 变换 到 区 平面 上 后 ,通过 wo 点 
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的 两 曲线 :与 c: 均 旋转 相同 的 0, 角 。 故 在 z 平 面 上 的 两 曲线 ст ® со 的 夹 角 仍 为 y, 即 变换 
具有 保 角 性 质 ,因而 常 称 为 保 角 变换 或 保 角 映射 (也 称 保 角 映 像 ) 。 


ы 


(a) zf (bw 平面 
图 4-30 解析 函数 的 保 角 变换 性 质 


答疑 解 惑 : 需要 指出 的 是 , 当 某 一 点 对 应 的 导数 值 为 0 时 ,上 述 论 断 不 成 立 。 这 是 因为 ， 
对 于 复数 0, 其 模 值 为 0, 但 辐 角 不 确定 。 因 此 , 式 (4-92) 中 的 0, 不 确定 。 这 就 造成 不 同 
的 曲线 旋转 角度 可 能 不 同 , 即 保 角 性 不 成 立 。 


由 于 各 是 z 的 函数 ,所 以 尽管 对 某 一 点 而 言 , 各 个 取向 上 小 线段 所 放大 的 倍数 和 旋转 


的 角度 相同 ,但 它们 均 随 = 而 变 ,因此 不 同 的 点 放大 倍数 和 旋转 角度 都 不 同 。 这 样 ,= 平面 
上 的 曲线 c 变换 到 平面 上 的 曲线 c”, 两 曲线 的 形状 完全 不 同 。 同 样 地 ,在 < 平面 上 任 一 闭 
合 曲线 所 围 区 域 变换 到 <o 平面 上 ,区 域 的 形状 也 完全 不 同 了 。 因 此 ,利用 一 个 适当 的 变换 ， 
可 把 > 平面 上 给 出 的 复杂 边界 曲线 变换 到 zw 平面 上 更 为 简单 的 边界 曲线 。 这 样 ,在 x 平面 
上 很 难 求解 的 二 维 问题 ,变换 到 <o 平面 上 便 容 易 解决 了 。 

4.6.2 保 角 变换 法 求解 平面 场 问题 的 原理 

从 映射 的 角度 来 看 ,解析 函数 ww(z) 可 以 把 平面 上 的 一 个 区 域 ,映射 为 也 平面 上 的 一 
个 区 域 ,在 这 个 映射 过 程 中 ,具有 保 角 的 特性 (导数 不 为 零 处 )。 实 际 应 用 过 程 中 ,如 何 把 电 
磁场 的 边 值 问题 与 保 角 变换 联系 在 一 起 呢 ? 利用 保 角 变 换 处 理 问题 的 步骤 如 何 ? 下 面 以 
图 4-31 为 例 ,利用 变量 蔡 换 的 方法 给 大 家 介绍 。 


эб fard) z fusu) W 


图 4-31 保 角 变 换 图 示 


如 图 4-31 所 示 ,在 = 平面 上 定义 有 一 个 边 值 问题 ,其 覆盖 的 区 域 为 边界 S 包围 的 部 分 。 
以 第 一 类 边 值 问题 为 例 , 则 
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人 


e 
$ |s = /(х,›у,) 

但 观察 边界 可 知 ,由 于 其 不 规则 性 ,显然 无 法 直接 使 用 分 离 变量 法 或 其 他 的 解析 方法 。 
因此 ,考虑 引入 二 元 变量 替换 : u(z,y)、v(z,y), 把 x 平面 上 的 任意 点 (zx,y) ,映射 为 ww 平面 
上 的 点 (u,v) ,试图 将 < 平面 上 的 区 域 变换 为 ww 平面 上 的 形状 较为 简单 的 男 一 个 区 域 ,而 将 
原来 关于 (zx,y) 的 微分 方程 ,转化 为 关于 (u,v) 的 方程 。 众 所 周知 ,在 这 个 过 程 中 ,定义 在 相 
应 区 域 上 的 势 函 数 的 方程 ,一 般 情况 下 会 发 生变 化 ,从 而 验证 “所 有 的 机 械 都 不 省 功 ”, 即 : 
区 域 的 边界 形状 可 能 会 变 得 简单 ,但 是 方程 形式 会 变 得 复杂 。 

因为 解析 函数 ww(z) 二 wu(z,y) 十 jv(z,y) 可 以 实现 保 角 映射 ,其 包含 的 两 个 实 变 函数 
u(z,y) 和 w(xz,y) 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,而 且 在 平面 上 u(xz,y) 二 a 5 ок,у) =со 的 两 曲 
线 族 正 交 。 因 此 ,考虑 采用 解析 函数 的 实 部 函数 和 虚 部 函数 作为 所 选择 的 变量 蔡 换 的 两 个 
函数 , 则 有 

ӘБ _ 98 du | $ v 


or ди дт gongor 


Pe _ 9$ Iu +258) a$ до zez) H2 3g ди до 


дд? ди д2? дц? (Әх дә да? Jy (Әх дид» Ix Ix 
同 理 ， 
2 2$ ди | 2% (y 2$ ә 2 (z) +2 2 ди ду 
Iy ди ду? ax “ду до дуї Ja “ду дидо ду ду 
于 是 ， 
O OOA 
3 9 дх ду] Iu? д2 ду) 192 
д и ү БЫЛ Bu | д?о\әф 
(器 + ду? 35 +Í ++ 


(22 до эз зз |а 


дх дх ду дуЈдидә 


考虑 到 解析 函数 对 应 的 实 部 函数 和 虚 部 函数 ,满足 C 一 R 条 件 和 拉 普 拉 斯 方程 , 即 


дидо дә ди 
ar ду Or ду 

Fu ди дъ ‚ ду 0 
да? ду? ” gr: ду? 


并 注意 到 式 (4-88) ,上述 方 程 可 以 简化 为 
rn 


Jz ду? 
将 其 代入 原 边 值 问题 , 则 原来 的 边 值 问题 可 以 转换 为 
Мы Ед __ @С<би,®),уби,®)) 
тыт | f(z) le 


$ 15 = f(zm,(u,,u,) у, (и, .ъ,)) 
上 式 根据 对 应 关系 将 x、y Huv 表示 了 出 来 。 观 察 可 知 ,由 于 使 用 了 解析 函数 的 实 部 
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和 虚 部 函数 所 对 应 的 二 元 变量 替换 ,也 就 是 保 角 变换 ,从 而 达到 了 “ 既 要 马 儿 不 吃 草 , 又 要 马 
儿 跑 得 快 " 的 效果 : 泊 松 方程 经 过 该 变换 ,结果 依然 是 泊 松 方程 ,形式 不 变 , 只 是 电荷 密度 发 
生 了 变化 ; 拉 普 拉 斯 方程 依然 是 拉 普 拉 斯 方程 ; 但 是 = 平面 上 的 边界 ,经 过 变换 之 后 ,可 
能 ? 变 得 简单 。 具 体 应 用 保 角 变换 的 时 候 , 首 先 需要 根据 实际 情况 对 解析 函数 进行 筛选 , 选 
择 可 以 简化 边界 或 计算 的 变换 ,并 得 到 变量 之 间 的 关系 ; 其 次 ,在 也 平面 上 对 类 似 的 但 又 简 
化 了 边界 的 边 值 问题 进行 解析 分 析 , 从 而 得 到 ww 平面 上 的 势 函 数 分 布 ; 最 后 ,将 变量 从 (u， 
v) 再 替换 到 原始 变量 (zx,y), 即 可 得 到 x 平面 上 的 势 函 数 分 布 。 上 述 三 个 步骤 也 是 利用 保 
角 变 换 法 求解 平面 场 问题 的 “三 部 曲 ”。 

观察 z 平 面 和 ww 平面 ,以 及 定义 在 相应 区 域 上 的 势 函 数 ,可 以 发 现 : 在 利用 保 角 变换 实 
W = PHE w 平面 映射 的 过 程 中 ,有 “五 变 " 和 *“ 五 不 变 ”"。“ 五 变 " 指 的 是 ; 边界 形状 发 生变 
化 ; 导数 为 零 处 角度 发 生变 化 ; 源 的 强度 (电荷 密度 ) 发 生变 化 ; 映射 过 程 中 长 度 发 生变 化 
(导数 的 模 值 ); 电场 强度 发 生变 化 。“ 五 不 变 ” 是 指 : 方程 形式 不 变 ; 导数 非 零 处 两 线 夹 角 
不 变 ; 对 应 点 的 电势 不 变 ; 总 电量 不 变 ; 电容 不 变 (z 平面 上 两 个 导体 之 间 的 电容 ,因为 电 
势 . 电 量 不 变 , 所 以 对 应 到 w 平面 上 ,电容 大 小 不 变 ) 。 

以 上 证 明 过 程 是 针对 第 一 类 边 值 问题 展开 的 。 事 实 上 ,对 第 二 类 、 第 三 类 边 值 问题 , 依 
然 可 以 采用 保 角 变换 的 方法 。 此 外 , 保 角 变 换 不 仅 适用 于 泊 松 方程 、 拉 普 拉 斯 方程 , 它 对 北 
姆 起 兹 方程 也 是 适用 的 。 因 此 ,具有 重要 的 应 用 价值 。 


4.6.3 ”常见 的 保 角 变换 

任 一 保 角 变换 都 给 出 两 个 拉 普 拉 斯 方程 的 势 场 之 间 的 关系 ,应 用 变换 方法 来 求解 场 的 
问题 首先 是 确定 一 个 合适 的 变换 函数 , 它 把 所 求 的 场 与 男 一 个 易于 求解 的 场 联系 起 来 。 但 
是 ,这 个 选择 过 程 没有 什么 捷径 可 走 。 大 多 数 情况 下 ,需要 研究 各 个 解析 函数 所 对 应 的 映射 
关系 ,把 它们 记 在 表格 里 ; 具体 应 用 的 时 候 , 通 过 查找 表格 ,确定 最 适合 的 变换 关系 式 。 


1. 宕 函数 变换 
考察 变换 
w= z" (4-93) 
H > 一 re ,可 得 
w= ре? = ге" 
则 
сч, (4-94) 
0 = пф 


可 见 , 在 w=z" 的 变换 下 ,= 平面 上 的 圆周 |=| 一 ~ 变换 成 ww Ж ЕЛИ] [ао | =”. 
别 是 单位 圆周 |=|=1 变换 成 单位 圆周 |w| ==1; 射线 сф 变换 成 射线 0=0,= neo; 正 实 
їйї p=0 变换 成 正 实 轴 0=0; MIER 0< p< po [二 至] 变换 成 角形 域 0<0< 和 一 gu, 张 角 增 
至 原来 的 n 倍 。 从 而 可 知 , 军 函 数 变换 的 特点 是 把 < 平面 上 以 原点 为 顶点 的 角形 域 变 换 成 
名 平面 上 以 原点 为 顶点 的 角形 域 ,但 其 张 角 扩张 为 原来 的 信 ( 车 <1, 则 张 角 缩 小 ); 反之 


亦 然 。 因 此 , 短 函 数 变换 可 用 来 求解 任意 角形 区 域内 的 场 。 观 察 可 知 , 宕 函数 的 导数 在 原点 处 
为 零 ,因此 ,该 映射 在 原点 处 不 保 角 。 很 多 情况 下 , 正 是 基于 它 不 保 角 的 性 质 来 完成 计算 的 。 
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如 图 4-32 所 示 ,如 果 在 = 平面 上 有 如 图 4-32(a) 所 示 的 任意 夹 角 为 a 的 角形 区 域 , 当 
Ф=а №. 0 一 x 一 za, 则 "一 二, 于 是 式 (4-93) 变 换 成 为 


ami (1-95) 
式 中 ,0 二 a<2x。 此 变换 将 < 平面 上 的 正 实 轴 (yg 二 0) 变 换 到 зо 平面 上 仍 为 正 实 轴 (0=0)， 
而 平面 上 gq 二 a 的 边界 变换 到 ww 平面 上 则 为 负 实 轴 (0 二 x) ,zx 平面 上 的 角形 域 0 二 ga 变 
pR w 平面 上 的 上 半 区 域 。 


Z 

ó 
(a) = 平面 上 的 角形 域 (b) w 平 面 上 的 上 半 平 面 
图 4-32 角形 域 的 变换 


当 w 一 至 时 ,对 应 的 上 述 变换 为 
xo = 2? (4-96) 


1 
z= yw = w? 
此 变换 将 w 平 面 的 正 实 轴 变 换 成 x 平面 上 的 正 实 轴 ,其 负 实 轴 却 因 负 值 的 方 根 变 成 = 
平面 上 的 正 虚 轴 , 这 样 ,zw 平面 上 的 上 半 区 域 变换 成 x 平面 上 的 第 一 象限 的 区 域 。 
例 4. 12 两 个 半 无 限 大 接地 导体 平板 成 夹 角 为 a 的 二 面 角 , 其 间 有 介 电 常数 为 s 的 介 
质 。 与 两 导体 平板 交 线 平行 有 一 个 密度 为 p, 的 无 限 长 直线 电荷 ,如 图 4-32 (а) 所 示 。 试 求 
此 角形 域内 的 电势 。 
解 ”采用 极 坐 标 系 。 
(1) 观察 可 知 ,应 该 选择 变换 函数 为 w=, WAREM z PEF z =r e , 变 
换 到 w 平面 上 则 位 于 zw 一 z = "š ее” ,而 其 镜像 直线 电荷 位 
T u=" e RY, 它们 到 场 点 ww 的 距离 分 别 为 R 与 R', 如 图 4-33 


所 示 。 
(2) 若 选取 ww 平面 上 的 实 轴 为 电势 参考 点 ,于 是 ww 平面 的 
上 半 区 域 的 电势 为 
24 ng Plig == i 
2ле [w= w 图 4-33 zw 平面 上 的 直线 
(3) 以 ыс еы йк лн 电荷 及 其 镜像 
电势 为 


radat — r'a eiar 


ir /Fos 


=Й 
2re 
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当 c 一 < 时 ,有 


= | 
re 


А жы 
re? —r e 
- 757 
кете" 


о tit 
2лє 


(z—z)+j(y— y) 
Pı йб (2—2) + (у+у)° 
dne (2—27) + (у у) 

Ж, = cosg H y' = ѕіп 为 线 电 荷 所 在 位 置 的 直角 坐标 。 


当 e 一 过 时 ,注意 到 z 二 xz/ 十 jy fll 二 zx 一 jy ,有 


Pı 
2re 


(z 十 jy)2 一 (z 一 jy )2 
(х+]у)#— Q” + jy ° 
_ D. |[(z+x')+j(y—y)||(z—z)+j(Oy+ y)| 
2æ |æ +r +j ty || arjay] 
_@ In 18 ху (у у ПС ху (y+ УЭ] 
tne [(хя+-+х)#+(у+у)#][(х—х')#+ (у yD] 
上 述 结果 和 直接 用 镜像 法 所 得 的 结果 相同 。 
2. 对 数 变换 
对 于 对 数 变 换 


xo = lnz (4-97) 
在 极 坐标 系 中 ,zx 二 re”, 则 


w = lnz = lnre? = lnr + jg = и +jv 


u = lnr 
| (4-98) 
"Ep 

可 见 ,= 平面 上 半径 为 ~ 的 圆 , 映 射 到 忆 平 面 上 ,成 为 平行 于 虚 轴 的 直线 ; x 平面 上 与 x 
轴 夹 角 为 的 射线 ,映射 成 包 平 面 上 ,成 为 平行 于 实 轴 的 直线 ; x 平面 上 的 极 坐 标 网 格 , 映 
射 到 志平 面 上 ,成 为 直角 坐标 网 格 , 如 图 4-34 所 示 。 此 外 ,在 = 平面 上 ,由 于 9pE[L0,2r) , 因 
此 ,整个 < 平面 上 映射 成 也 平面 上 wvE[0,2x) 的 一 条 水 平 条 带 区 域 。 对 数 变 换 可 以 处 理 圆 


形 区 域 或 者 角形 区 域 的 场 。 
hv v 
EH 
v 


- 
O u u u u 


(a) :平面 上 的 圆 族 与 射线 族 (b) w 平 面 的 上 半 区 域内 的 直线 族 
图 4-34 对 数 变换 示意 图 


例 4.13 试 求 内 导体 半径 为 i、 外 导体 半径 为 r, 的 同 轴线 单位 长 度 的 电容 。 
解 ” 本 题目 是 求解 电容 的 一 个 例子 。 通 过 假设 导体 表面 的 电荷 量 Q, 利 用 高 斯 定理 很 
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容易 计算 得 到 两 个 极 板 之 间 的 电场 强度 ,进而 通过 积分 得 到 两 个 导体 之 间 的 电势 差 ,由 此 可 
以 计算 电容 。 这 里 考虑 使 用 保 角 变换 的 方法 进行 计算 。 

通过 观察 可 以 知道 , 同 轴线 的 内 外 导体 构成 了 两 个 同心 圆 , 因 此 ,可 以 采用 对 数 变换 ,将 
其 转换 成 ww 平面 上 两 个 平行 的 极 板 ; 同 轴线 内 部 的 区 域 ,转化 为 两 个 平行 板 之 间 的 区 域 。 
从 而 可 以 在 zw 平面 上 利用 平行 板 电容 器 的 公式 进行 计算 。 

观察 可 知 , 采 用 对 数 函 数 o= l1nz=Inre*=Inr+jg=u+jo, W и = ағ, оф. РЕ, 0 
个 圆 形 极 板 映射 为 =lnr ,us 二 lnrs 两 个 平板 极 板 ; < 平面 上 的 同 轴线 , 转 为 w F iE hy 
平行 板 电容 器 。 考 虑 到 沿 圆周 一 周 ,p 变化 2r。 所 以 该 平行 板 电容 器 的 极 板 宽度 为 2x(v 
方向 的 高 度 ) 。 利 用 平行 板 电容 器 的 公式 , 则 对 应 的 电容 为 

= ss _ 2re 

а ІС Ху) 
这 与 第 2 章 基于 高 斯 定理 得 到 的 结果 完全 一 致 。 

例 4.14 如 图 4-35 所 示 , 计 算 角形 区 域内 部 的 电势 分 布 。 


图 4-35 角形 区 域内 部 的 电势 分 布 


解 ” 此 二 面 角 的 特点 是 两 条 射线 对 应 的 电势 分 布 不 同 ,因此 ,如 果 使 用 和 宪 孔 数 的 方法 ， 
将 其 展开 为 平面 , 则 平面 上 的 电势 分 布 不 同 , 依 旧 无 法 直接 求解 。 但 如 果 采 用 对 数 函 数 , 则 
两 条 射线 可 以 转换 为 也 平面 上 的 两 条 平行 线 , 从 而 可 以 求解 。 

观察 ,采用 对 数 函 数 w= 二 lnz 二 lnre? 二 lnr 十 jg 二 4 十 jv; 则 ==lnr,v 二 gpg。 于 是 ,wi 二 gi 二 
0,0. 二 go 二 a。 平 面 上 相交 的 两 条 射线 ,映射 到 志平 面 上 ,成 为 两 条 平行 线 。 考 虑 到 u= 
lnr, 而 ~ 在 0 到 无 穷 之 间 变 化 ,所 以 и 从 负 无 穷 变 化 到 正 无 穷 。 角 形 区 域内 部 ,映射 成 为 两 
平行 线 之 间 的 区 域 ,如 图 4-35 所 示 。 

考虑 到 平行 板 电容 器 之 间 的 场 分 布 是 均匀 的 , 则 在 ww 平面 上 有 

$ = Ао + В 

名 一 办 


因为 $|. =i, $| uea =$: PP) A ,B= 办 ,于 是 


ПЕ 


а 


+ Ф 
由 于 v=p, 因 此 上 式 用 = 平面 的 变量 表示 为 
$= a =й 十 办 


з. 反 三 角 函 数 变换 
对 于 反正 弦 函 数 变换 
w = arcsin(z/c) (4-99) 
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z = csinw (4-100) 
由 于 
2. ебә — eii = ебет $ 
sinjv z Г 2 j 2 jsinhv 
故 同 理 可 得 
sinjv = jsinhv sinhjv = jsinv 
(4-101) 
cosjv = coshv coshjv = созо 
利用 上 述 公 式 ,将 式 (4-100) 展 开 , 得 
z = x + jy = csin(u + jo) = csinucoshu 十 jccosxsinhv 
则 有 
x = csinucoshu 和 у = ccosusinhv 
将 上 面 两 式 平方 后 分 别 相 加 和 相 减 ,得 
ү э де у... 
с? coshzv + с? ѕіпћо š 
, ; (4-102) 
2 __у =i 


č sinu œ cos'u 

由 此 可 见 ,u=c 表示 出 一 共 焦 双 曲 线 族 , 其 半 焦 距 为 c vsin uF cosu =c; M o= c, W 
表示 出 一 椭圆 族 ,其 半 焦 距 为 c wcosh:zuo 一 sinhzu 一 c。 如 图 4-36 所 示 ,在 w 平面 上 任 一 平 
行 于 虚 轴 的 直线 (u 二 ci ) 和 平行 于 实 轴 的 直线 (v==c;) 分 别 变 换 为 < 平面 上 的 一 双 曲 线 和 一 
椭圆 。w 平 面 上 的 PQRS 区 域 变换 为 > 平面 上 的 P'Q'R'S' 区 域 , 且 各 对 应 角 均 相等 。 应 该 
指出 ,z( 或 y) 值 是 周期 性 的 ,这 是 因为 在 一 c= 至 = 之 间 的 无 限 个 u 值 将 只 给 出 一 个 xz 值 。 
因此 ,必须 谨慎 处 理 ,注意 变换 函数 的 单 值 性 ,一 般 仅 在 主 值 范围 内 讨论 。 图 4-37 给 出 了 实 
际 应 用 中 的 两 种 情况 。 


(a) :平面 上 的 双 曲 线 族 和 椭圆 族 (b) :平面 上 的 矩形 域 
图 4-36 z=csinw 的 变换 


图 4-37(a) 中 ,vw 宇 0,0<u 二 2x, 可 以 实现 从 < 平面 到 ww 平面 的 单 值 映 射 ; 图 4-37(b) 
中 ,一 x/2 志 wu 志 x/2, 一 2 之 v 过 2, 也 可 以 实现 从 = 平面 到 平面 的 单 值 映射 。 图 4-37 中 
的 黑色 粗 线 , 表 示 的 是 极限 情况 下 的 几 个 椭圆 和 双 曲 线 。 椭 圆 的 极限 是 连接 两 个 焦点 、 宽 度 
为 2c 的 线段 ; 双 曲线 的 极限 是 > 轴 以 及 z 轴 上 以 焦点 为 顶点 的 两 条 方向 相反 的 射线 。 

这 类 变换 常用 来 求解 两 椭圆 导体 柱 面 间或 共 焦 双 曲 柱 面 的 场 ,以 及 它们 的 极限 情形 。 
对 于 反 余 弦 函 数 变 换 , 可 以 用 相似 的 方法 分 析 , 具 有 类 似 的 变换 特性 。 
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(а) 顶 圆 族 示 意 (b) 双 曲线 族 示意 
图 4-37 实际 应 用 中 的 情况 示意 


例 4.15 如 图 4-38 所 示 , 在 x 平面 上 ,y 轴 上 有 一 个 无 限 大 的 导体 板 ,其 电势 为 加; т 
轴 上 有 一 个 半 无 限 大 的 导体 板 ,其 对 应 的 电势 为 $2。 
试 求 第 一 象限 .第 四 象限 的 电势 和 电场 强度 分 布 。 

# ”参见 图 4-37(b) 的 情形 ,容易 发 现 : = 平面 上 
的 两 个 导体 板 , 可 以 看 做 双 曲 线 的 极限 情况 。 因 此 ， 
考虑 采用 ww 二 arcsin(z/c) 来 进行 变换 , 则 可 以 得 到 
图 4-38(b) 的 ww 平面 的 情况 。 其 中 ,第 一 象限 、 第 四 
象限 的 区 域 ,被 映射 到 两 条 平行 直线 之 间 。 


利用 平行 板 电容 器 的 性 质 ,容易 知道 在 ww 平面 HA 求 第 一 象限 第 四 象限 
上 ,有 的 电势 分 布 


(a) :平面 (b) w 平 面 


== тү: 
考虑 到 < 平面 变量 与 ww 平 而 变量 的 关系 , 则 电势 分 布 表示 为 
ПРЕ а = Re[arcsin Z ]+ $ 
юшкын зна КЖЕ: 
$= кера # arcsin 2 +*]= к = Re[# + ig 


其 中 ,t=2 arcsin 2+ 9 
Жн Е ИЖ ОЈ З ел, Bi 22 ЖОП ТАЕ Bb y ЭЛЕ Н, REM у 分 量 。 考 
虑 到 解析 函数 导数 的 四 种 表达 形式 一 一 式 (4-88) , 则 


: : 36.9 _ a$. a$ | ja] -时 
E = Е. +}Е; Ix J ду дт +i дт дх + дт dz 
FEET ЕЕ, ER a O 的 表达 式 代 入 ， ia 
È 2(# — p1) __2(ф—#) Ve 
rJe F sle =T 


由 于 


с — z = с —xz + y —j2zy (2 —а? + у?) + 422 у e P 


2zy 
0 = arctan ——— 
с? Рақ z + у? 
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所 以 
Ë - 2(ф — $1) с 
x KE — а? + у)? + 42? y 
ЖЕЗ AI E R > BI ИГ ДЖ н, Ж уң BE ng Н k ik. HPE, 


4.6.4 许 瓦 兹 -克利 斯 多 菲 变换 


实际 问题 中 经 常 遇 到 且 较 为 复杂 的 平行 平面 场 域 ,是 由 有 限 段 折线 所 围 成 的 边 多 角 
形 区 域 。 应 用 许 瓦 兹 -克利 斯 多 菲 变换 ,可 将 = 平面 上 的 多 角形 区 域 的 边界 变换 为 w 平面 
上 的 实 轴 ,而 将 多 角形 区 域 变 换 为 w 平面 的 上 半 平 面 。 这 种 变换 仍然 是 保 角 的 ,也 称 为 多 
角形 变换 。 应 该 指出 ,x 平面 上 的 多 角形 区 域 可 以 是 封闭 的 ,也 可 以 是 非 封闭 的 ,但 后 者 可 
以 看 成 是 封闭 于 无 穷 远 处 , 即 多 角形 的 一 个 或 几 个 顶点 在 无 限 远 处 。 不 论 多 角形 两 相 邻 边 
的 交点 是 在 有 限 远 还 是 无 限 远 , 均 视 为 项 点 ,其 夹 角 亦 视 为 项 角 。 

如 图 4-39 (a) 所 示 ,z 平 面 上 有 一 个 nn 边 多 角形 边界 ,其 各 项 点 的 坐标 为 z (i 二 1,2， 
3,…,n) ,相应 的 内 角 和 外 角 分 别 为 w 与 B:。 将 此 n 边 形 边界 变换 到 ww 平面 的 实 轴 上 ,多 角 
形 的 内 域 变换 为 ww 平面 的 上 半 区 域 ,必须 使 界 点 坐标 и; 与 顶点 坐标 z, 相对 应 , 且 其 顺序 应 
一 致 ,变换 函数 可 由 下 面 的 方程 取 积分 得 到 , 即 


dz 
dw 


A (w= u) (w= u) (w=) = AJI бо) 
mt 


(4-103) 

AME A- AEE y P ЖН A EARRA w 平面 变换 到 平面 上 时 ， 

使 整个 图 形 放 大 和 旋转 的 复 常 数 。 显 然 , 如 图 4-39(b) 所 示 的 w= и, 的 界 点 为 奇 点 ,变换 不 
应 包括 界 点 在 内 。 


МАЕНА 
t и иу шщ 


(а) > 平面 上 的 多 角形 边界 (b) w 平 面 实 轴 上 的 界 点 
图 4-39 多 角形 变换 
将 式 (4-103) 积 分 , 便 可 求 得 变换 函数 , 即 
z= AÍ Goe—u)* do + B (4-104) 
式 中 , 电 是 另 一 个 复 常数 。 上 式 即 为 许 瓦 效 - 克 利 斯 多 非 变换 公式 。 


为 了 理解 式 (4-104) 的 意义 ,可 将 该 式 用 微分 关系 代 蔡 , 且 当 <o 平面 上 的 实 轴 变换 为 = 
平面 上 的 多 角形 边界 时 ,将 式 (4-103) 中 各 顶点 的 内 角 a; ННЯ p Sna RE 
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顶点 的 外 角 表 示 = 平面 上 的 多 角形 边界 在 相应 顶点 上 旋转 的 角度 ,如 在 顶点 B,AB 的 延伸 
Білет В; 即 转 到 BC。 这 样式 (4-103) 变 为 


de= A] to =w dw (4-105) 
i=l 


式 (4-103) 和 式 (4-105) 都 表示 ww 平面 上 的 长 度 元 dw 变换 到 > 平面 上 的 dz 时 的 放大 
倍数 和 旋转 角度 , 即 以 dw 的 长 度 和 方向 ( 辐 角 ) 来 描写 dz 的 长 度 和 方向 。 由 于 构成 ww 平面 
上 实 轴 的 全 部 dw 的 辐 角 是 常数 0, 故 当 实 数 形式 的 w 在 一 = 至 十 = 连续 变 化 时 , 式 (4-105) 的 
辐 角 就 直接 确定 了 < 平面 的 多 角形 边界 上 d< 方向 的 变化 , 即 

9) argA уз Barg(w и) (4-106) 

事实 上 ,在 ww 平面 的 实 轴 上 dw 的 方向 不 变 , 故 上 式 表明 对 于 w 为 任意 实数 时 ( 实 轴 上 
的 点 ) 在 x 平面 上 dx 的 倾角 , 即 dz 与 x 轴 的 夹 角 。 

现在 考察 w 从 一 c 变 到 十 cc 时 ,dz 的 方向 变化 。 当 w<wu 时 , (wwi)(i=1,2,3,"…， 
nn) 均 为 负 , 即 所 有 arg (w— u: ) = z, [у 

9) argA >a argA 一 2r 
为 常数 ,因为 nn 边 形 的 所 有 外 角 之 和 等 于 2r。 上 式 表明 wu 时 ,zw 在 实 轴 上 的 变动 ,将 在 
< 平面 上 绘 出 一 条 直线 。 而 当 z 经 过 xi 从 而 使 得 (ww 一 ui ) 为 正 时 ,arg(w 一 ww ) 二 0, 而 其 他 
的 arg(w 一 wi)= 二 x(i 二 2,3,…,n), 于 是 


(9) argA эВ argA 一 (2r 一 及) = агаА—2х-+В, 
这 表示 dx 的 倾角 增加 了 pi ,对 应 < 平面 上 绘 出 的 那 条 直线 旋转 了 角度 。 当 aou, 
时 ,arg(dz/dw) 保 持 这 个 新 的 值 不 变 ; 在 < 平面 上 仍 得 一 条 直线 。 同 样 , 当 ww 经 过 ws 时 , 即 
当 aa ous 时 , (tw 一 ws ) 由 负 变 正 , 则 arg(w 一 ws ) 由 天 变 为 0, 而 其 他 arg(w 一 uw) 二 x(i 二 
3,4,…，,n) ,于 是 得 
are( Æ) argA DR агаА — 2r +8 + 6, 

即 在 x 平面 上 后 来 绘 出 的 直线 又 旋转 了 ps 角 , 以 后 的 变化 依 此 类 推 ,直到 描绘 出 整个 多 角 
形 边界 。 可 见 ww 平面 上 界 点 a .bcd 等 的 位 置 决定 于 在 > 平面 上 倾角 发 生变 换 的 位 置 , 即 
TUA A,B,C,D 等 的 位 置 。w 平面 实 轴 上 的 线段 | w+ — и, | 变换 为 > 平面 的 多 角形 边界 上 
线段 的 长 度 |zi+1 一 z; | , 即 式 (4-105) 的 模 决 定 了 dz 对 dw 的 放大 倍数 。 为 使 变换 到 < 平面 
上 的 多 角形 和 给 定 的 多 角形 有 相同 的 尺寸 ,必须 适当 选择 常数 a, 的 值 ,以 使 轴 上 的 界 点 
与 所 给 定 的 多 角形 的 相应 顶点 对 应 。 

如 果 芭 王 士 c 的 点 也 对 应 = 平面 上 的 一 个 顶点 ,显然 ,变换 函数 不 会 包含 w= + co fJ á 
在 内 。 因 为 n 边 多 角形 的 内 角 之 和 为 (n 一 2)x, 则 这 时 在 < 平面 上 对 应 顶点 的 内 角 将 由 多 角 
形 的 其 他 内 角 之 和 来 确定 。 这 样 , 式 (4-103) 中 就 只 有 (n 一 1) 个 因子 相 乘 。 

例 4.16 将 < 平面 上 在 原点 交 成 直角 的 两 条 半 无 限 长 直线 变换 为 w 平面 上 的 实 轴 。 

解 设 z= 一 c2,0, 十 co 分 别 和 xz=jce,0, 十 cc 相对 应 ,如 图 4-40 所 示 。 在 z= 二 0 点 ， 


dz = A (w— 0)? dw = Аш dw 
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(a) 直角 形 边界 (b) w 平 面 的 上 半 平 面 
图 4-40 直角 形 边界 的 变换 


积分 得 
= Ао? +В 
Щ w=0,z=0 时 , 故 B=0, 0 = 一 2 5 w=4 的 点 相对 应 , 则 А'=1„ Hk, ЛЕ 
式 为 
х= шї 或 x= = 
ЭЙ, ДЕТИП E ГО Е PR С o 


“4.6.5 神通 广大 的 保 角 变 换 


从 前 面 的 描述 可 以 看 出 ,解析 函数 具有 良好 的 性 质 ,如 正 交 性 、 调 和 性 、 保 角 性 等 ,而 且 
在 利用 解析 函数 完成 的 变量 替换 中 , 泊 松 方程 拉 普 拉 斯 方程 甚至 是 后 面 将 要 遇 到 的 浆 姆 霍 
效 方程 等 ,形式 都 不 变 。 因 此 ,基于 解析 函数 的 保 角 变 换 方法 ,具有 非常 重要 的 用 途 , 是 进行 
科学 研究 的 利器 , 真 可 谓 神通 广大 。 

2006 年 ,美国 (科学 ) 杂 志 刊 登 了 两 篇 研究 电磁 隐形 装置 的 论文 。 其 中 的 一 篇 , 称 之 为 
光学 保 角 变换 ,就 是 利用 保 角 变换 实现 电磁 隐形 衣 设 计 , 其 中 使 用 的 变换 函数 ,被 人 们 称 之 
为 儒 阔 夫 斯 基 变 换 。 在 随后 的 几 年 中 ,基于 保 角 变换 的 电磁 隐形 装置 的 设计 ,以 及 其 他 新 颖 
电磁 器 件 的 设计 ,层出不穷 。 

为 了 让 大 家 进一步 了 解 保 角 变换 的 功能 ,下 面 再 列举 一 个 例子 , 即 利用 分 式 变换 ,将 偏 
心 同 轴线 转 为 同 轴线 。 为 此 , 先 介绍 一 下 分 式 变换 : 
az +b 
cz +d 
上 式 被 称 为 分 式 变换 ,也 称 之 为 双 线 性 变换 。 


将 上 式 进 行 适当 化 简 ,可 以 得 到 一- 个 记 +C, 其 中 ,A 一 和 4,B 一 妆 ,C 一 皇 。 由 此 


可 见 ,分 式 变换 可 以 看 做 是 两 次 平移 变换 和 一次 反 演变 换 (ww 二 1/<) 得 到 的 分 式 变换 具有 
下 面 两 个 最 主要 的 特点 : 保 圆 性 , 即 x 平面 上 的 圆 ,变换 到 w 平面 上 依然 是 圆 。 其 中 , 直 
线 作为 圆 的 特例 来 看 待 。@ 保 对 称 性 。 关 于 圆 的 镜像 点 ,经 过 变换 之 后 ,依然 互 为 镜像 点 。 
作为 一 个 特例 ,圆心 的 镜像 点 是 无 穷 远 处 。 这 里 ,镜像 点 就 是 镜像 法 里 提 到 的 原始 电荷 和 镜 
像 电 荷 所 在 的 位 置 , 也 称 为 对 称 点 。 

当 牵 涉 到 圆 的 问题 时 ,分 式 变换 是 重要 的 候选 方案 。 下 面 以 计算 偏心 同 轴线 单位 长 度 
的 电容 为 例 , 给 大 家 介绍 一 下 分 式 变换 是 如 何 实现 “乾坤 大 挪移 ”的 。 


(ad Z bc) (4-107) 


w 一 
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例 4.17 如 图 4-41 所 示 有 两 个 平行 圆柱 ,半径 分 别 是 R 和 R KE EE 工 ( 工 二 Ri + 
R,)。 试 求 该 系统 每 单位 长 度 的 电容 量 。 


图 4-41 相 离 的 两 个 圆柱 变换 为 同 轴 圆 柱 


# 由 于 这 两 个 圆柱 不 共 轴 ,因此 计算 起 来 相对 复杂 。 设 法 把 这 两 圆柱 变 为 同 轴 圆 柱 ， 
就 可 引用 同 轴线 的 结论 进行 计算 。 从 横 截面 看 ,两 圆柱 是 两 个 贺 C, 和 Cs。 为 把 圆 C AA 
C, 转换 为 同心 圆 ,考虑 采用 分 式 变换 ,因为 它 能 够 实现 把 x 平面 上 的 圆 映射 为 w 平面 上 的 
圆 。 为 此 , 先 要 找到 a Mo 两 点 ,它们 关于 圆 C, 是 对 称 点 (镜像 点 ) ,关于 圆 C, 也 是 对 称 点 。 
大 致 位 置 必然 如 图 4-41 中 的 x 平面 所 示 。 

由 圆 的 对 称 点 的 定义 ,a 和 2 可 用 代数 方法 找到 , 取 圆 C, 的 圆心 为 = 平面 的 原点 , 取 连 
心 线 为 z 轴 ,把 a 和 4 的 坐标 分 别 记 作 т, 和 zz ,由 对 称 点 定义 ,得 

zix: = Кї 
(L—x,)(L —x,) = Rš 
由 这 两 个 方程 解 得 


х= F [d +R — R) — а? +R RY — АКИ ] 


ze = [+R R) + VO ЕЕ РАТ] 
根 号 下 的 式 子 又 可 改写 为 
а? + Ri—Rš)° 一 4RiEL2 =(L* + Ri + Rš — 2L2Rt — 21285 + 21.888) — 4RIR? 
=(L +R, —R:)(L— R, +R,)XXL + R, +R,)(L — R, — В) 
=(15—Е—Е)* — 4RR 


取 分 式 线性 变换 
wz) = 21 

2—13 
这 个 变换 把 点 waCzi) 变 为 z ЗР П ЙО АЧ то = 0. blr) у w ЖЩ) Д В д, w= со, [А] 
Ci ÆA ЖАШ ЕА СІ. MFA a 和 2 对 于 圆 C 是 对 称 点 ,因而 200 和 w= со li 
Ci 为 对 称 点 。 换 句 话说 , 圆 Ci 以 原点 по 0 为 圆心 (注意 : 无 穷 远 点 和 圆心 是 对 称 点 )。 同 
理 , 圆 C; 变 为 平面 上 的 圆 Ci ,而 圆 C: 也 是 以 原点 ae = 0 为 圆心 。 这 样 , 圆 C! 和 圆 Cs 是 同 
心 圆 (注意 : Bj C, 外 部 变换 为 圆 Ci 的 外 部 , 圆 C, 外 部 变换 为 圆 Cs 的 内 部 ; 因此 ,= 平面 上 
两 圆 之 外 的 区 域 一 定 变换 到 ww 平面 上 两 圆 之 间 的 部 分 , 且 圆 Cs 包含 圆 Ci ) 。 

为 了 计算 电容 量 , 还 必须 知道 圆 Ct 和 圆 Cs 的 半径 Ri 和 Rs, 在 < 平面 的 圆 C1 上 取 一 点 
z 二 一 Ri, 它 变 为 w PHA C Eh 
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es a Ren 


"=; =R= Е К, 十 zs 
于 是 ， 
R [Rta LER) =R -R -RD — ARR 
1 十 zz| (L+R)? —R} + sR RD — 48285 
同 理 , 在 = 平面 的 圆 C, 上 取 一 点 = 一 工 十 R: , 它 变 为 zw 平面 的 圆 C2 上 的 
w= ЕЁ a 
L+R,—x, 
于 是 ， 
к, == RY R +/ RR — 4608 
+К,—х| (L+R) – Е — /15—Е—КЮ* — ARR 


容易 看 出 ,R2: 二 Ri 。 对 于 同 轴线 来 讲 ,每 单位 长 度 的 电容 量 为 
2reo 
~ ln(R2/R1) 


这 需要 先 计算 R/R ,将 前 面 的 式 子 代入 ,并 进行 化 简 , 得 到 

к, [L+R >) — R; 012 — R -Rp — ARR] 

R, LHR) -R =R RÐ ARR; ] 
L+R) — Rš =R -Rp — 46:83 ] 
[L+R >) — Rš 2 — В — RI)’ — 46Р ] 
(L+R,—R,)(L — R, +R.) + VL’ — Е — Ri) — 48183 
(L+R, —R:)(L—R, + R,) =R -R — 4R:Rš 
pu Ri Rh. (=н i 


C 


x 


2R R; 2R,R; 
因此 ,每 单位 长 度 的 电容 量 为 
2reo 
12 — R: — Rš 12 = К — К}? 
1 1 2 1 2 
"| RR + ( ZR, R; ) 1 


在 这 个 题目 的 求解 中 ,两 个 圆柱 的 横 截 面 之 间 是 相 离 的 关系 ; 如 果 它 们 具有 包含 的 关 
系 ,但 是 不 共 轴 ,依然 可 以 采用 类 似 的 办 法 进行 计算 ,如 图 4-42 所 示 。 
由 此 看 来 , 保 角 变换 确实 具有 “大 变 活 人 ”的 效果 , 真 可 谓 神 通 广 大 ! 


图 4-42 相 含 的 两 个 圆柱 变换 为 同 轴 圆 柱 
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最 后 简单 介绍 一 下 美国 4 科学》 杂志 刊登 的 利用 保 角 变换 设计 电磁 隐形 装置 的 思路 。 这 
里 面 要 用 到 第 5 章 提出 的 亥 姆 霍 兹 方程 , 即 Ag 十 局 22g 一 0。 它 反映 了 电磁 波 的 传播 特征 ， 
其 中 k,n 分 别 表示 电磁 波 的 波 数 和 相应 媒质 的 折射 率 。 类 比 第 4. 6. 2 节 中 的 推 证 ,利用 保 
角 变换 对 该 方程 进行 变换 ,由 于 


а? РА ди ү до \2 (ә ү 9g (++ $4 3) 
J КЭУ [(55) + (8) le 5) | fe) P = 


所 以 
92 9 kè КИЕ ЫЕ = 0 
ЕР + a Ы | f (z) TF 
即 
+8 pT 一 0 


所 以 , 效 姆 霍 效 方程 形式 依旧 保持 不 变 , 但 是 媒质 的 折射 率 发 生 了 变化 ,如 下 : 


, 


а (4-108) 


n 
| fee) | 

这 样 就 可 以 设计 一 个 保 角 变换 , 即 人 
曲 的 曲线 ,能够 绕 过 特定 目标 障碍 物 ,从 而 达到 隐形 的 目的 。 而 实现 的 方法 也 非常 简单 : 
需 用 式 (4-108) 描 述 的 新 的 折射 率 材料 填充 在 相关 区 域 (w 平面 ) 即 可 。 利 用 这 个 公式 ， 还 
可 以 设计 其 他 的 新 型 电磁 器 件 。 

为 了 便于 保 角 变换 的 学 习 , 本 书 在 附录 部 分 罗列 了 大 致 20 种 常用 的 保 角 变换 及 其 映射 
区 域 对 照 表 , 感 兴 趣 的 读者 可 以 仔细 查阅 。 


本 章 小 结 


1. 本 章 知识 结构 框图 


镜像 法 
(D 金属 与 介质 边界 ， FH. HW. R: 唯一 性 定理 
(2) 介质 与 介质 边界 ， 平面 


拉 普 拉 斯 方程 边 值 问 题 
狄 利 赫 里 问题 (第 一 边 值 ) ， 诺 依 曼 问 题 (第 二 边 值 ) ， 鲁 宾 问 题 (第 三 边 值 ) 


4) б 


分 离 变 量 法 保 角 变 换 法 
(1) 直角 坐标 系 ; (Т) 解析 函数 性 质 ; 
(2) НАЖ; (2) 保 角 变换 原理 ; 


(3) RERA (з) 常见 保 角 变换 
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2. 镜像 法 
镜像 法 是 边 值 问题 的 一 种 解析 解法 ,其 理论 根据 是 唯一 性 定理 ,其 实质 是 用 场 源 的 镜像 
来 代替 边界 上 的 感应 电荷 或 束缚 电荷 (感应 电流 或 磁化 电流 ) 的 作用 ,由 场 源 及 其 镜像 共同 
确定 原 待 求 区 域 中 的 场 。 镜 像 法 的 关键 是 由 边界 条 件 确 定 镜像 的 个 数 、 大 小 及 其 位 置 ,如 


表 4-3 所 示 。 
жаз 不 同 媒质 间 具 有 平面 或 加 形 边界 时 镜像 的 个 数 、 大 小 及 其 位 轩 
E R 导体 与 介质 电介质 间 
HAM m ШЕШ Жош жш 
场 源 ГА [2] [2] 
Ж 2а е-е 
媒质 1 中 的 场 | 镜像 е AmA 9=—29 тате 
‚_ а? ,_ a 
镜像 位 置 | 。 对 称 т=®% d=% 对 称 
, 2ez 
媒质 2 中 的 场 le Q= = 
БТ 原声 源 处 
3. 分 离 变 量 法 


分 离 变 量 法 是 广泛 采用 的 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 重要 直接 解法 。 要 求 根 据 给 定 的 边界 形 
状 , 来 选择 适当 的 坐标 系 。 拉 普 拉 斯 方程 解 的 具体 形式 取决 于 边界 条 件 。 三 种 坐标 系 下 拉 


普 拉 斯 方程 的 解 如 表 4-4 所 示 。 


坐标 系 


表 4-4 在 三 种 常用 坐标 系 内 用 分 离 变 量 法 所 得 拉 普 拉 斯 方程 的 解 


分 离 常 数 


拉 普 拉 斯 方程 的 解 


直角 
坐标 系 


ы =0(k, 为 零 ) 
0222006, 为 实数 ) 
k: <O, 为 虚数 ) 


X(z) 一 Aiz 十 4A， 
Х(2) = АувїшЁ,„х-++ A:cosk,z 

Х(2) = Але! *: 1+ +Азет 10 |z =A; sinh |А, |x +Azcosh |А, |+ 
$y) = DXCDY(Y Zz) 

其 中 ,Y(y) 、Z(z) 根 据 边界 条 件 取 与 XCz) 类 似 的 三 种 形式 的 解 之 一 


圆柱 
坐标 系 


ki =0 

(包含 二 维 场 特例 ) 
k:<0(k, 为 虚数 ) 
(у= | k. | 为 实数 ) 
KSO, 为 实数 ) 


$(r,9) = | Ñ Anr” + Anr”) Binsinng + B;,cosng) + Aulnr + 


as |+ 


gryp,z) = У) ГАЈ, (Yr) + AsN, (yr) IX 


я=0 


(Binsinng + В.„соѕпф) (С, sinhyz + C;,coshyz) 


brp) = У) ГАІ, kr) БАК, (kr) 1X 


(Binsinng + Bzncosng) (Cin ѕіпА. = + С, соѕА, х) 
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续 表 
坐标 系 分 离 常 数 拉 普 拉 斯 方程 的 解 
ж PZE Ф.Ф) = > [A,r" + B,r 7“ ] P, (cos0) 
坐标 系 | moc) bep = Š) УЛГА + В, рх Pr (созд) (C, sinmp + D, cosmp ) 
= 


4. 保 角 变换 法 

解析 函数 具有 调和 性 、 正 交 性 和 保 角 性 , 且 满 足 C-R 条 件 。 可 以 借用 解析 函数 来 求解 
无 源 的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 ,这 就 是 保 角 变换 的 方法 。 

借助 于 保 角 变换 ,可 把 一 个 给 定 的 、 其 场 域 几何 特征 较 复杂 的 二 维 场 问题 变换 为 一 个 场 
域 几 何 特征 较 简单 的 二 维 场 问题 ,而 方程 形式 不 变 , 从 而 简化 计算 。 


习题 


4.1 在 距 地 面 (大 地 可 视 为 导体 ) 高 为 h 处 有 一 根 与 地 面 平行 .半径 为 a(a<<h) 的 无 限 
长 带电 直 导 线 , 其 电荷 线 密度 为 p,。 试 求 它 在 空间 产生 的 电场 强度 和 它 在 地 面 上 的 感应 电 
和 荷 面 密度 及 此 系统 单位 长 度 的 电容 。 у 
4.2 ”在 无 限 大 水 平 导 体 平板 下 面 距 板 为 h 处 有 一 质量 为 m 
的 带电 小 球 。 试 求 此 小 球 在 空间 恰 能 飘浮 起 来 时 所 带 的 电量 Q. 


hi, h 
若 导体 板 带 有 密度 为 ps 的 面 电荷 ,这 时 小 球 的 带电 量 又 应 为 ”、 а 
何 值 ? 
4.3 ”空气 中 有 一 点 电荷 Q 位 于 相交 成 直角 的 两 个 半 无 限 大 导 
体 平面 内 , 且 距 两 平面 的 距离 分 别 为 请 与 hi( 见 题 4.3 图 ), 斌 求 ，0 x 
(1) 导体 平板 所 构成 的 直角 区 域内 任 一 点 的 电势 和 电场 题 4.3 图 
强度 ; 


(2) 每 块 导体 板 上 的 感应 电荷 面 密度 及 感应 电荷 量 。 

4.4 双 根 平行 传输 线 的 半径 为 a, 轴线 间 的 距离 为 D, 两 轴线 距 地 面 均 为 h。 试 求 此 双 
根 传输 线 单位 长 度 的 电容 。 

4.5 在 内 半径 为 a 的 无 限 长 直 导体 圆 简 内 ,在 距 其 轴线 为 da(d 二 a) 处 置 一 密度 为 o 
且 与 轴线 平行 的 无 限 长 直线 电荷 。 试 求 圆 简 内 任 一 点 的 电势 ,电场 强度 和 圆 简 内 表面 上 的 
感应 电荷 面 密度 。 

4.6 ”在 半径 为 a 的 无 限 长 理想 导 磁 圆柱 体 (y 二 吕 ) 外 距 其 轴线 为 d 处 置 一 与 轴线 平 
行 的 无 限 长 直线 电流 工 ,圆柱 外 为 空气 。 试 求 圆 柱 外 的 磁感应 强度 。 

4.7 点 电荷 Q 位 于 半径 为 的 接地 薄 导 体 球 壳 内 , 且 距 球 心 为 4。 试 求 导体 球 过 内 的 
电势 和 电场 强度 及 球 壳 内 表面 上 的 感应 电荷 面 密度 。 

4.8 两 个 点 电荷 十 Q 和 一 Q 分 别 位 于 半径 为 a 的 导体 球 的 直径 延长 线 上 (两 侧 ) ,并 且 
关于 圆心 对 称 HESR GJ Саа) , 试 证 明 其 镜像 电荷 是 位 于 球 心 的 电 偶 极 子 ,其 偶 极 矩 为 
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_2aQ 
а ° 
4.9 空气 中 有 一 电荷 Q 放 在 如 题 4. 9 图 所 示 的 接地 导体 上 方 , 画 出 镜像 电荷 分 布 并 
标 出 相应 电荷 量 , 写 出 空气 中 电势 分 布 函数 %Cz,y,z) 的 表达 式 (不 必 详 细 计 算 ) 。 
4.10 ”地 面 上 有 一 半径 为 a 的 半球 形 土 堆 , 球 心 在 地 面 上 。 若 在 半球 的 对 称 轴 上 距 球 
DH hha) 处 置 一 点 电荷 Q( 见 题 4.10 图 )。 若 大 地 可 视 为 导体 , 试 求 空间 的 电势 和 半球 
凸 部 上 的 感应 电荷 。 


题 4.9 图 题 4. 10 图 


4.11 ”两 同心 薄 导 体 球 壳 的 半径 分 别 为 ni 和 ro 二 rs) ,外 球 过 接地。 一 点 电荷 Q WL 
于 两 球 党 间 、 距 球 心 为 d 处 ( 见 题 4. 11 图 )。 试 求 大 球 充 内 各 点 的 电势 。( 提 示 : 只 考虑 该 
电荷 关于 两 个 球 壳 的 一 次 镜像 ,不 考虑 镜像 电荷 的 镜像 .) 

4.12 真空 中 有 一 半径 为 a 的 接地 导体 球 ,AB 是 它 的 一 条 切线 ,OB 和 OA 间 的 夹 角 
为 60"( 见 题 4.12 图 )。 若 在 B 点 放 一 点 电荷 Q, 试 求 导体 球面 点 A 处 的 感应 电荷 面 密 度 。 


题 4.11 图 


4.13 Ë z<0 的 区 域 为 理想 导体 ,区 域 的 平面 边界 上 分 布 有 电荷 ,电荷 面 密度 为 ps = 
psosinazxsinBy, 其 中 psa B 为 常数 。 试 求 上 半空 间 任 一 点 的 电势 。 


4. 14 一 个 横 截面 是 矩形 的 无 限 长 薄 导 体 管 ,其 截面 尺寸 沾 z 方 向 为 4a, 沿 y 方 向 为 5。 
边界 而 上 的 电势 除 z=a,0<y< 名 ,$ 二 名 > 和 二 a, 名 <y<b,4 46 >) (po 为 党 


数 ) ,其 余 平面 上 的 电势 均 为 零 。 试 求 矩形 导体 管内 任 一 点 的 电势 。 
4.15 沿 = 方 向 为 无 限 长 的 矩形 薄 导 体 管 ,其 截面 尺寸 沿 方向 为 a , 沿 у 方向 为 5。 
试 求 下 述 两 种 情况 下 此 矩形 域内 的 电势 


(1) Bš y=0 的 平面 上 % 一 加 sin 到 外 ,其 余 平面 上 的 电势 均 为 零 ; 


(2) 除 х=0 的 平面 上 $= 二 加 Ж са 的 平面 上 % 一 加 外 ,其 余 平面 上 的 电势 均 为 零 。 
4.16 试 求 如 题 4. 16 图 所 示 的 矩形 区 域内 的 电势 分 布 。 
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4.17 在 三 维和 矩形 域 的 边界 面 上 , 除 z=0 的 平面 上 $8 二 加 和 xz 二 a 的 平面 上 % 一 加 sin 
于 外 ,其 他 各 平面 上 的 电势 均 为 零 ( 见 题 4. 17 图 )。 试 求 此 矩形 域内 的 电势 。 


4.18 一 半径 为 a 的 无 限 长 直 导 体 圆柱 置 于 均匀 电场 E 中 , 柱 轴 与 Es E, КИЕ 
外 是 空气 。 设 导体 圆柱 表面 的 电势 为 零 , 试 求 柱 外 任 一 点 的 电势 .电场 强度 与 柱 面 上 的 感应 
电荷 面 密度 及 其 最 大 值 。 

4. 19 ”电子 透镜 是 由 两 个 半径 为 a 长 为 全 的 导体 国 简 构成 ,其 间 的 颖 阶 很 小 ,两 端面 
各 有 导线 机 网。 两 贺 简 及 其 栅 网 的 电势 分 别 为 0 和 加 ( 见 题 4.19 图 )。 试 求 透镜 内 的 电势 。 

4. 20 在 空气 里 的 均匀 电场 E, Е — 438 a 的 长 直 导 线 ,其 轴线 与 5, TH RIMI 
一 层 介 电 常 数 为 e、 外 半径 为 5 的 电介质 。 试 求 空间 各 点 的 电势 。 

4.21 空气 中 有 一 半径 为 a 的 无 限 长 直 介质 圆柱 ,其 表面 电势 分 布 为 Саф) =U, 
СЕЕ 4.21 图 所 示 。 试 求 圆柱 外 任 一 点 的 电势 分 布 。 


人 0 бф, 


Ф, ф) 


题 4.21 图 


4.22 半径 分 别 为 六 和 疡 (m <) 的 两 个 同 轴 长 圆 简 , 内 简 被 分 成 相互 绝缘 的 四 等 份 , 彼 
此 间 的 缝隙 很 小 ,电势 交错 为 十 加 和 一 加 ( 见 题 4.22)。 外 简 接 地 。 试 求 外 简 内 的 电势 分 布 。 

4.23 一 半径 为 a 的 无 限 长 又 无 限 薄 的 导体 圆 简 的 截面 如 题 4. 23 图 所 示 ,假设 该 圆柱 
的 上 半 部 分 和 下 半 部 分 的 电位 分 别 为 U。 和 一 U。。 试 导出 该 导体 圆 简 内 、 外 的 电位 表达 式 。 


180 4 | 电磁 场 与 电磁 波 


4.24 半径 为 &\ 长 为 2 的 圆 简 ,侧面 接地 ,与 侧面 绝缘 的 顶 面 和 底面 的 电势 均 为 如。 
试 求 圆 简 内 的 电势 。 

4.25 ”半径 为 a 的 接地 导体 球 外 是 介 电 常数 为 s 的 均匀 介质 ,在 球 外 距 球 心 为 & 处 置 
一 点 电荷 Q。 试 用 分 离 变 量 法 求 介质 中 的 电势 ,并 将 所 得 结果 与 镜像 法 的 结果 比较 。 

4.26 已 知 一 同 轴 线 的 内 外 半径 分 别 为 ri 、r; ,两 导体 上 电势 分 别 为 Vi、V,。 试 用 柱 坐 
标 系 下 分 离 变 量 法 计算 两 导体 间 的 电势 分 布 。 

4.27 均匀 磁场 H, 中 置 一 内 外 半径 分 别 为 r 与 的 导 磁 球 过 ,其 磁 导 率 为 , 球 过 外 部 
是 空气 。 试 求 空 腔 内 的 磁场 强度 ,并 讨论 и> 时 导 磁 球 壳 的 磁 屏蔽 作用 。( 提 示 : 磁 屏 蔽 系 
数 定义 为 导 磁 球 壳 空 腔 内 的 磁场 强度 H, 与 均匀 外 磁场 H, 大 小 的 比值 即 K= Н. / Нь.) 

4.28 ”半径 为 a 带电 量 为 Q 的 球 置 于 空气 里 的 均匀 外 电场 E。 中 。 在 下 列 两 种 情况 下 
试 分 别 求 空 间 各 点 的 电势 和 电场 强度 : 

(1) 带电 球 为 导体 球 ; 

(2) 带电 球 为 介 电 常 数 为 s 的 介质 球 , 电 荷 均匀 分 布 于 球体 内 。 

1.29 均匀 电场 E。 中 有 一 无 限 大 导体 平板 , 板 面 与 E, 垂直 ， | в | 


导体 板 上 置 一 半径 为 а 的 导体 半球 , 球 心 在 导体 板 上 ( 见 题 4. 29 
强度 及 球面 与 导体 板 上 的 感应 电荷 面 密度 。( 提 示 : 由 边界 条 件 0 Р 


可 知 ,本 题目 与 匀 强 电场 中 的 完整 导体 球 完全 一 致 。) i 
4.30 在 空气 里 的 均匀 外 电场 E, 中 有 一 半径 为 并 被 切 成 O 
两 个 薄 导 体 半 球 壳 , 其 切面 与 Eo 垂直。 试问 为 阻止 此 两 半球 过 分 
离 需要 多 大 的 力 ? (提示 : 电场 ,电荷 分 布 与 完整 的 球 壳 一 致 ; 利用 球 充 表 面 的 电荷 密度 和 
电场 强度 计算 ,并 考虑 轴 对 称 特性 。) 
4.31 АШЫЙ: 


a) az) = 1900) ,a>0, 车 a 二 0, 结 果 又 如 何 ? 


图 )。 设 导体 板 及 球面 的 电势 为 零 , 试 求 空间 任 一 点 的 电势 .电场 ® 
fA. 


(2) 2002) =0. 

4.32 在 沿 z 方 向 为 无 限 长 的 矩形 区 域 的 边界 面 上 ,电势 函数 G 二 0。 和 矩形 域内 在 点 
Gy ) 处 有 一 无 限 长 单位 直线 电荷 (p, 二 1) 与 > 轴 平行 ,如 题 4. 32 图 所 示 。 试 求 此 矩形 域 
内 的 电势 分 布 。 

4.33 在 相距 为 六 的 两 无 限 大 平行 导体 板 间 有 一 与 导体 板 面 垂直 上 且 沿 方向 为 无 限 长 的 
带电 平板 ,其 电荷 面 密度 为 ps 二 a,sin (zx 一 z 人 ;其 申 а„ 为 常数 ,n 为 正 整 数 ( 见 题 4. 33 


图 )。 边 界 条 件 是 |z| 一 ce 时 G=0; у=0,Ь 时,G 二 0。 试 求 两 平行 板 之 间 区 域内 的 电势 函数 G. 


р, 
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4.34” 半 无 界 理想 导体 平板 正 上 方 的 空气 中 有 一 与 导体 平板 平行 且 间 距 为 h 的 无 限 长 
单位 线 电 荷 (p, 二 1) , 试 求 空气 中 的 格林 函数 。( 提 示 : 上 述 情况 下 的 电势 分 布 函数 即 格林 
РК.) 

4.35 ”有 一 半径 为 a 的 圆 域 ,在 圆 域内 给 定 密度 为 p(~ ,yg ) 的 电荷 分 布 ,在 圆 域 的 边界 
上 给 定 的 电势 值 为 $1,-。 二/(g ), 试 求 圆 域内 第 一 类 边 值 问 题 的 格林 函数 。( 提 示 : 假设 
圆 内 任意 位 置 有 单位 线 电荷 分 布 ,设置 边 界 条 件 为 接地 ,所 得 电势 分 布 即 为 所 求 。) 

4.36” 半 无 限 大 导体 平面 与 y=0 的 平面 重合 。 在 其 附近 的 点 (x ,y ) 上 置 一 密度 为 p 
的 无 限 长 直线 电荷 , 且 与 导体 平面 平行 。 试 用 保 角 变换 法 求 空间 的 电势 和 电场 强度 及 导体 
平面 上 的 感应 电荷 面 密度 。 

4.37” 试 证 明 变 换 函 数 ww 二 sin 可 把 = 平面 上 宽度 为 a 的 半 无 限 长 矩形 区 域 变换 
Ж 平面 上 的 上 半 平 面 。 若 在 宽度 为 a 的 半 无 限 长 矩形 区 域 的 中 心 面 上 距 端面 为 ”处置 
一 密度 为 p, 的 无 限 长 直线 电荷 , 且 与 各 边界 面 平行 ,各 边界 面 上 的 电势 均 为 零 ,如 题 4. 37 
图 所 示 。 试 求 此 矩形 域内 的 电势 。 

4.38 椭圆 同 轴线 内 导体 的 外 表面 与 外 导体 的 内 表面 为 共 焦 椭 圆柱 面 。 若 内 导体 外 表 
面 的 半 长 轴 与 半 短 轴 分 别 为 a 和 6b, 外 导体 内 表面 的 半 长 轴 与 半 短 轴 分 别 为 a。 和 5b, 两 导 
体 间 填 充 介 电 常 数 为 的 介质 ,如 题 4. 38 图 所 示 。 试 求 此 椭圆 同 轴线 单位 长 度 的 电容 。 


— Ѓ 


题 4.38 图 


4.39 两 共 面 的 半 无 限 大 导体 平板 与 > 一 0 的 平面 重合 ,其 内 缘 间 隔 为 24 ,两 平板 上 的 
电势 分 别 为 零 与 各, 如题 4. 39 图 所 示 。 试 求 变换 函数 及 空间 任 一 点 的 电场 强度 。 

4.40 一 无 限 长 电容 器 的 横 截 面 结构 如 题 4. 40 图 所 示 , 极 板 间 填充 的 是 空气 。 用 保 角 
变换 法 求 该 电容 器 沿 轴 向 单位 长 度 的 电容 。 


题 4.39 图 
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CHAPTER 5 


本 章 导读 : 前 面 章 节 已 经 介绍 了 静电 场 和 静 磁场 的 性 质 及 相应 解法 ,本 章 将 步 入 时 变 
电磁 场 领域 。 时 变 电 磁场 是 电磁 场 理 论 的 核心 部 分 ,也 是 学 习 后 续 章 节 的 理论 基础 。 其 核 
心 内 容 是 电磁 场 的 基本 方程 , 即 麦 克 斯 书 方程 组 。 要 求学 生 掌握 这 些 基本 方程 ,电磁 场 的 基 
本 边 值 条件 、 坡 印 廷 矢量 ; 理解 位 移 电 流 、 电 磁场 的 矢量 势 与 标量 势 、 洛 伦 兹 条 件 和 达 妆 贝 
尔 方程 .推迟 势 等 概念 。 后 续 章节 将 基于 本 章 内 容 推导 电场 与 磁场 的 波动 方程 ,讨论 平面 电 
磁 波 的 传输 、 电 磁 波 的 发 射 等。 作为 “ 静 ” 与 “ 动 ” 的 过 渡 章 节 , 大 家 务必 掌握 相关 内 容 。 


5.1 法 拉 第 电磁 感应 定律 


在 静态 场 的 情形 下 ,电场 磁场 是 独立 存在 的 ,因此 将 电场 和 磁场 分 开 来 研究 。 当 电荷 、 
电流 随时 间 变 化 时 ,其 产生 的 电场 E 和 磁场 H 不 仅 是 空间 的 函数 ,也 是 时 间 的 函数 , 称 为 时 
变 电 磁 场 。 而 且 电场 和 磁场 不 再 相互 独立 ,它们 相互 依存 .相互 转化 ,构成 不 可 分 割 的 统 
一 体 。 


5.1.1 法 拉 第 电磁 感应 定律 


1831 年 ,英国 科学 家 法 拉 第 首次 从 实验 上 发 现 并 总 结 出 电磁 感应 定律 ,证 明 变 化 的 磁 
场 可 以 产生 变化 的 电场 。 如 果 磁 场 中 存在 导体 构成 的 闭合 回路 , 当 穿 过 该 回路 的 磁 通 发 生 
变化 时 ,此 回路 中 将 出 现 感应 电动 势 并 引起 感应 电流 。 感 应 电动 势 大 小 与 磁 通 时 变 率 成 正 
比 关系 , 且 感 应 电动 势 在 导体 回路 中 引起 的 感应 电流 产生 的 磁场 总 是 阻止 回路 中 磁 通 的 变 
化 ( 楞 次 定律 )。 法 拉 第 电磁 感应 定律 的 数学 表达 式 为 


= dyn 5 
e=% (5-1) 


式 中 , 负 号 表示 感应 电动 势 所 引起 的 感应 电流 的 磁场 总 是 企图 阻止 回路 中 磁 通 的 改变 。 它 
从 一 个 方面 揭示 出 电 现 象 和 磁 现 象 之 间 的 内 在 联系 。 如 果 规 定 感应 电动 势 的 正方 向 (参考 
方向 ) 也 即 感应 电流 的 正方 向 和 磁 通 的 正方 向 之 间 符 合 右手 螺旋 关系 ( 见 图 5-1(a))。 当 磁 


жп. рае 2-0 时 ,相应 感应 电流 的 磁场 方向 总 是 与 原 磁场 方向 相反 ( 见 图 5-1(b)); 当 


磁 通 减少 , 即 革 <0 时 ,相应 感应 电流 的 磁场 方向 总 是 与 原 磁场 方向 相同 ( 见 图 5-1(c))。 
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(а) @ 的 参考 方向 (b) Weron, E WISKA é (b) Wa чон, 6 的 真实 方向 
图 5-1 感应 电动 势 与 感应 电流 的 正方 向 和 真实 方向 


法 拉 第 电磁 感应 定律 迈 出 了 电 与 磁 联 系 的 第 一 步 ,是 电磁 理论 中 最 重大 的 发 现 之 一 。 
一 方面 ,人 们 依据 电磁 感应 的 原理 制造 出 了 发 电机 ,从 而 使 电能 的 大 规模 生产 和 远 距 离 输送 
成 为 可 能 ; 另 一 方面 ,电磁 感应 现象 在 电工 、 电 子 以 及 电磁 测量 技术 方面 都 得 到 了 广泛 
应 用 。 

对 于 N 三 线圈 的 导体 回路 , 当 与 它 交 链 的 磁 链 发 生变 化 时 ,由 于 磁 链 为 W= Nó, ,该 导 
体 回 路 中 的 感应 电动 势 应 为 


难点 点 拨 : 由 已 知 磁场 求 感应 电动 势 时 ,首先 需要 做 的 是 规定 感应 电动 势 的 正方 向 。 方 
法 : 感应 电动 势 产生 感应 电流 的 正方 向 和 磁 通 的 正方 向 之 间 总 是 符合 右手 螺旋 关系 。 


导体 回路 中 出 现 感应 电动 势 , 则 必然 出 现 感应 电场 ,该 电场 并 非 由 电荷 所 产生 ,是 由 其 
他 形式 的 能 量 转换 而 来 , 且 感 应 电动 势 等 于 感应 场 强 沿 闭 合 回路 的 线 积分 , 即 


є=фк.ш (5-3) 
1 


法 拉 第 电磁 感应 定律 指出 ,感应 电动 势 的 大 小 只 与 磁 通 对 时 间 的 变化 率 有 关 ,而 与 引起 
磁 通 变化 的 原因 无 关 。 因 此 ,法拉第 电磁 感应 定律 既 适 用 于 导体 回路 静止 不 动 而 磁场 变化 
的 情形 ( 感 生 电 动 势 ) ,也 适用 于 回路 相对 于 磁场 运动 ( 即 回路 的 导体 切割 磁力 线 ) 的 情形 ( 动 
生 电 动 势 ) ,或 二 者 兼 而 有 之 。 另 外 ,法 拉 第 在 总 结 该 实验 规律 时 仅 局 限于 导体 回路 ,未 能 深 
刻 地 揭示 电磁 本 质 , 麦 克 斯 韦 提出 “ 涡 旋 电场 ”的 概念 并 补充 了 这 一 理论 ,提出 变化 的 磁场 激 
发 感应 电场 的 现象 不 仅 发 生 在 导体 回路 中 ,而 且 可 以 发 生 在 一 切 媒质 内 。 在 任意 假设 的 闭 
合 回路 中 ,只 要 磁场 随时 间 而 变化 ,就 会 出 现 感应 电场 。 后 来 电磁 波 的 出 现 完 全 证 实 了 麦克 
斯 韦 对 电磁 感应 定律 所 作 的 这 一 推广 的 正确 性 。 


5.1.2 感应 电动 势 的 计算 


1. 感 生 电动 势 
如 果 静 止 的 导体 回路 处 于 随时 间 变 化 的 磁场 中 ,只 是 磁场 随时 间 变 化 ,回路 所 包围 的 面 
积 不 变 ,导体 回路 中 产生 的 感应 电动 势 , 即 感 生 电动 势 为 


д Я IB ` 
Itl s s 9 


e= 


ds (5-4) 
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再 结合 式 (5-3) ,可 得 


上 式 称 为 法 拉 第 电磁 感应 定律 的 积分 形式 。 它 表明 变化 的 磁场 可 以 产生 变化 的 电场 。 这 是 
电场 与 磁场 紧密 联系 的 一 个 重要 方面 。 对 式 (5-5) 应 用 斯 托 克 斯 定理 ,可 以 得 到 法 拉 第 电 


磁感应 定律 的 微分 形式 , 即 
ухк=—°# (5-6) 
上 式 表明 ,感应 电场 的 性 质 和 静电 场 或 稳 恒 电场 完全 不 同 , 它 是 有 旋 场 ,变动 的 磁场 是 
其 流 涡 源 。 在 静态 场 的 情形 下 ,由 于 强 =0, 故 有 VXE=0。 
2. 动 生 电动 势 


如 果 磁 场 不 随时 间 变 化 ,导体 回路 在 磁场 中 运动 ,回路 所 包围 的 磁 通 相应 发 生变 化 , 回 
路 中 也 会 产生 感应 电动 势 , 即 动 生 电动 势 。 设 导体 回路 以 速度 w 相对 于 磁场 运动 ,如 图 5-2 
所 示 , 当 导体 回路 在 di 时 间 内 由 总 运动 到 时 , 穿 过 回路 的 磁 
通 将 发 生变 化 : 

dé, = фә — pm 
其 中 ,ym 与 分 别 为 回路 移动 前 后 穿 过 此 回路 的 磁 通 。 在 dt 
时 间 内 ,回路 上 的 任 一 个 线 元 矢量 dl 移动 了 vdi 的 距离 , 则 它 所 
扫 过 的 面积 元 矢量 为 dS=dI X vdi, 面 元 矢量 dS 的 方向 为 其 外 
法 线 方向 。 当 d 很 小 时 ,可 以 近似 认为 穿 过 面 元 的 磁场 是 均匀 
的 , 穿 出 此 面 元 的 磁 通 为 
B · dS = B ° (dl X о) = (v X В) • did: 


因此 , 穿 出 整个 回路 所 扫 过 面积 的 磁 通 为 中 (w X в). didt 。 在 时 变 电 磁 场 中 , 磁 通 连 
续 性 原理 仍然 成 立 , 其 微分 形式 和 积分 形式 分 别 为 


图 5-2 在 磁场 内 运动 的 
导体 回路 中 产生 
动 生 电 动 势 


У. В= 0 (5-7) 
和 
js . ds = 0 (5-8) 
则 对 图 5-2 中 所 示 的 封闭 面 ,根据 磁 通 连续 性 原理 ,流入 该 密闭 曲面 的 净 磁 通 为 0, 即 
фа —фыг -f w X B) + didt = 0 
故 有 


dó, = фе — фа =- fow X в). didt 
再 结合 式 (5-1) ,可 得 产生 的 感应 电动 势 即 动 生 电 动 势 为 


6 =— He (wxB) .dl (5-9) 
dt 1 


3. 变化 的 磁场 内 运动 的 导体 回路 
一 导体 回路 在 变化 的 磁场 内 运动 ,其 产生 的 感应 电动 势 是 上 述 两 种 情形 的 释 加 , 即 
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е 3B 

ё= é +ë, |: Эг ` 

但 在 实际 情况 中 ,一 般 不 会 对 感 生 电动 势 和 动 生 电 动 势 分 别 求解 ,通常 先 求 出 穿 过 导体 

回路 的 磁 通 ,然后 根据 式 (5-1) 或 式 (5-2) 直 接 求 出 感应 电动 势 。 感 应 电动 势 的 正方 向 ( 即 
参考 方向 ) 和 感应 电场 的 方向 相同 ,与 磁场 的 正方 向 符合 右手 螺旋 关系 。 


5.1.3 动 生 电动 势 的 另 一 种 推 证 方法 


前 面 通过 法 拉 第 电磁 感应 定律 得 到 了 动 生 电 动 势 的 表达 式 式 (5-9)。 其 实 还 可 以 通过 
局 外 场 强 积分 的 方法 对 此 进行 简单 推 证 。 当 一 段 长 为 1 的 导体 在 磁场 中 以 速度 v 运动 时 ， 


as+$ Co B -dl (5-10) 
1 


因为 导体 中 的 自由 电荷 也 以 速度 w 相对 于 磁场 运动 ,因而 А 
受到 一 个 洛 伦 兹 力 的 作用 , 即 = 
Е =QvXxB (5-11) 
此 力 与 磁场 方向 和 运动 方向 皆 垂 直 , 如 图 5-3 所 示 。 Š 
对 这 些 受 力 电荷 来 讲 ,与 处 在 一 个 外 电场 中 的 情况 相 类 似 ， 
此 电场 对 应 的 强度 为 © 
E= Q = оХВ (5-12) 
这 个 电场 强度 显然 不 是 由 电荷 产生 的 ,不 是 库仑 场 ,所 E Жы сааны 
以 称 之 为 局 外 场 。 
依据 第 3 章 的 概念 ,由 式 (3-13) ,将 局 外 场 沿 导 体积 分 , 即 得 到 感应 电动 势 的 大 小 
6. = [Еа = | сх В). (5-13) 


如 果 导 体形 成 了 闭合 回路 , 则 积分 的 结果 就 是 式 (5-9) 。 
例 5.1 在 通 有 电流 ¿= 1, соѕог 的 长 直 细 导线 一 侧 平行 地 放置 一 矩形 导线 框 ,如 图 5-4 
所 示 。 若 线 框 以 速度 vw 沿 垂直 于 导线 的 方向 运动 , 试 求 
线 框 中 的 感应 电动 势 。 

解 ”可 以 运用 两 种 方法 求 得 。 

方法 1 采用 直角 坐标 系 ,使 载 流 导线 与 导线 框 位 
于 x 二 0 的 平面 内 , 且 线 框 沿 x 轴 正 方向 运动 。 设 电流 i 
沿 y 轴 为 正方 向 ,于 是 感应 电动 势 《的 正方 向 在 线 框 中 
图 5-4 和 抢 形 线 框 在 变动 的 磁场 内 ”为 顺 时针 方 向 ,如 图 5-4 所 示 。 电 流 i 在 距 载 流 直 导 线 

运动 产生 的 感应 电动 势 为 x 处 所 产生 的 磁感应 强度 为 


a 
2rr хх 


设 1 二 0 时 , 线 框 的 MN 边 距 载 流 直 导线 为 4。 当 :一 上 的 瞬时 ,MN 边 位 于 x' 二 d 十 vi , RHE 
的 瞬时 磁 通 为 


. шай oib, х +a _ polab, a+d+vt 
各 [s as 2r Je x 2x ш z 2т li d +ot 


Cosot 


故 感 应 电动 势 为 


186 4 | 电磁 场 与 电磁 波 


= dpa _ 1 ( z) 
& Ph 2 [95012-6 


当 ененнен исен е0. 
WREE TRIER Z W v==0, 导 线 框 中 只 有 感 生 电 动 势 , 即 
e= ehbe a(i + Jsino 
如 果 电 流 不 变化 ,w 二 0, 则 i 二 Ts (常数 ) , 线 框 中 仅 有 动 生 电 动 势 , 即 
Р telato f 1 1 ) 


(r) 
ажи а+а+и соко ] 


sinwt +v 


2x \й{+= a+d+ot 
方法 2 分 别 求 出 感 生 电动 势 与 动 生 电动 势 ,然后 求 和 。 
令 线 框 在 :一 上 的 瞬时 静止 ,MN 边 位 于 x' 二 d 十 vi, 仅 由 线 框 的 磁 通 变化 而 产生 的 感 生 


电动 势 为 
aB _ ñ “(а poln 
é I! a ds р (2 pem созш! |bdx 
zta P 
бо пан н = об inot . = tä 
2n РІ 2n х 
_ polmob . М б а ) 
3p Sino! ln| 1 i 


由 线 框 的 NP 边 与 QM Wi Сох В) • dl 二 0, 故 运动 的 кишенин 


¿|a exn-as onsa [taa |, ушан 
m a 8) 4+ P Е мм 272 wd! те 2r(z + a) par 


6 1 ) а os ( 1 1 
2n (27 x +a 2n OM | d+u а+а4+= 


因此 ,总 的 感应 电动 势 为 
= = 56180 b 


ё= 6+6, ЕРЕ 


Еее 

015.2 直角 坐标 系 中 的 yOz 平面 上 有 一 宽 和 高 
Ла b 的 矩形 导线 框 ,轴线 在 轴 上 ,假设 垂直 于 
导线 框 加 时 变 磁 场 B= 二 BscosQte, , 且 导 线 框 绕 其 轴线 
以 角速度 a 旋转 ,如 图 5-5 所 示 。 试 求 矩 形 导线 框 中 的 
感应 电动 势 。 

解 设 1=0 时 导线 框 平面 的 法 线 与 外 磁场 的 方向 
即 工 轴 的 严 角 为 wo, 当 :一 : 时 导线 框 平面 的 法 线 的 角 
度 为 g 二 go 十 wt。 则 穿 过 运动 的 导线 框 的 磁 通 为 
Ym = B + S = Bacos% + Ѕсоѕр = В, Scos% cosl + wt) 5-5 ”矩形 线 框 在 变动 的 磁场 内 
其 中 ,S==ab 是 导线 框 的 面积 。 因 此 ,导线 框 中 所 产生 运动 产生 的 感应 电动 势 
的 感应 电动 势 为 


g=- зь = В, S [0510 созро + et) + соз sin(go + et) ] 


ШЖ w=, f 


z Jsinor + ч 


соз! ] 


l _—_ 1 _ 
d+v d+vt ТЫГЕ 
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é = В, Ѕоѕіп(201 + po) 
如 果 导 线 框 不 转动 , 则 w 一 0, 有 
é = é, = Ba SN cosp sin% 
如 果 磁 场 不 变化 , 则 Q 二 0, 这 时 令 B= B. = B, 为 常数 ,有 
é = é, = В,Ѕоѕіп(ф + ot) 


*5.1.4 再 议 无 线 输电 


无 线 输电 ,是 科学 家 们 正在 研发 的 最 新 供电 技术 ,原理 是 采用 无 线 方式 传输 电力 能 量 并 
驱动 电器 的 技术 。 无 线 输电 技术 与 无 线 通 信 的 主要 区 别 是 着 眼 于 传输 能 量 , 而 非 附 载 于 能 
量 之 上 的 信息 。 这 种 技术 有 望 用 于 很 多 领域 ,如 海上 风力 发 电站 向 陆地 、 向 自然 环境 艰险 的 
地 区 输电 及 生活 中 很 多 便携 设备 的 无 线 充 电 等 。 

近年 来 取得 较 大 进展 的 无 线 输 电 技术 都 基于 电磁 感应 原理 ,虽然 输电 距离 较 近 ,但 在 小 
功率 短 距离 输电 的 情况 下 具有 很 大 的 优势 。 其 原理 如 图 5-6 所 示 ,设备 由 发 送 端的 初级 线 
圈 和 接收 端的 次 级 线圈 组 成 ,初级 线圈 加 载 一 定 频 率 的 交流 电 , 通 过 电磁 感应 在 次 级 线圈 中 
产生 一 定 的 电流 ,从 而 实现 能 量 从 传输 端 至 接收 端的 传输 。 比 较 新 颖 的 方式 是 磁场 共振 式 
无 线 输电 ,由 能 量 发 送 装置 和 能 量 接收 装置 组 成 , 均 由 铀 制 线圈 制 成 , 当 两 个 装置 调整 到 相 
同 频率 ,或 者 说 在 一 个 特定 的 频率 上 共振 ,它们 就 可 以 交换 彼此 的 能 量 。 这 项 技术 由 麻 省 理 
工学 院 C(MIT) 的 研究 团队 提出 ,利用 该 技术 点 亮 了 2m 外 的 一 慢 60W 的 灯泡 ,该 成 果 发 表 
在 美国 4 科学) 杂志。 实验 中 使 用 的 线圈 直径 达到 50cm, 无 法 实现 商用 化 ,因为 缩小 线圈 尺 
二 时 接收 功率 自然 也 会 下 降 。 

交流 电源 初级 线圈 次 级 线 图 


S- 


图 5-6 无 线 输电 原理 示意 图 


人 们 也 在 探究 长 距离 的 无 线 输电 ,如 激光 束 输电 和 微波 输电 等 。2016 年 10 月 ,俄罗斯 
的 火箭 宇航 “能 源 ” 公 司 的 科学 家 们 利用 激光 束 和 一 个 特殊 的 光电 转换 装置 ,为 远 在 1. 5km 
的 手机 进行 了 无 线 充电 。 但 考虑 到 日 常生 活 的 实用 性 、 安 全 性 和 空间 局 域 性 ,长 距离 的 无 线 
输电 还 有 很 长 的 路 要 走 。 


5.2 位 移 电流 和 全 电流 定律 


5.1 节 的 内 容 说 明了 变化 的 磁场 可 以 激发 电场 ,那么 变化 的 电场 是 否 可 以 激发 磁场 呢 ? 
答案 是 肯定 的 。 

麦克 斯 韦 方程 组 是 电磁 理论 的 基石 ,是 麦克 斯 韦 在 总 结 前 人 成 果 的 基础 上 提出 来 的 。 
它 不 仅 是 对 前 述 理论 的 简单 概括 和 总 结 ,而 且 有 创造 性 的 发 展 ,其 最 突出 的 成 果 就 是 位 移 电 
流 的 提出 。 

由 法 拉 第 电磁 感应 定理 可 知 , 时 变 场 和 静电 场 不 同 ,电场 的 旋 度 不 再 为 0。 在 麦克 斯 韦 
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之 前 的 其 他 理论 成 果 有 
у. р = р (5-14) 
V = 0 (5-15) 
VX H = J (5-16) 


在 时 变 场 的 情形 下 ,变化 的 电荷 产生 变化 的 电场 ,高 斯 定理 式 (5-14) 仍 然 成 立 , 磁 通 连 
续 性 原理 式 (5-15) 仍 然 成 立 ,但 研究 安培 环 路 定律 在 时 变 场 的 适用 性 时 则 出 现 了 矛盾 。 
对 稳 恒 磁场 中 的 安培 环 路 定律 式 (5-16) 两 边 取 散 度 ,因为 任 一 矢量 的 旋 度 的 散 度 必 等 
于 零 , 有 
V. (VX H) = V+ J = 0 (5-17) 
也 就 是 说 ,在 稳 恒 磁场 中 稳 恒 电流 总 是 连续 的 。 
但 是 在 时 变 场 中 电荷 随时 间 变 化 ,根据 电荷 守恒 定律 ,有 
У. J = (5-18) 
即时 变 电 流 不 再 连续 , 式 (5-17) 和 式 (5-18) 相 矛盾 。 因 为 电荷 守恒 定律 是 准确 成 立 的 普遍 
规律 ,只 能 认为 稳 恒 磁场 的 安培 环 路 定律 不 再 适用 于 时 变 场 ,需要 对 它 加 以 修正 ,使 之 满足 
普遍 的 电荷 守恒 定律 的 要 求 。 
式 (5-14) 两 边 对 时 间 求 偏 导 ,有 


ae _ у, 2D 
a V 


代入 式 (5-18) ,可 得 
vs (2+) о (5-19) 
这 说 明 上 式 括号 中 的 矢量 是 连续 的 ,J Эз É h В СЕЕ С 6 Чын ЙЕ ЖЕ, =E 和 
运 流 电流 密度 J, 一 ou) ,本 书 中 基本 不 涉及 运 流 电流 ,所 以 后 续 章节 中 J 基本 单 指 J。, 读 者 


可 以 根据 上 下 文理 解 , 而 二 与 具有 相同 量 纲 , 称 之 为 位 移 电流 密度 , 即 
дәр 


д 
Ј = ЕЛ 
上 式 是 麦克 斯 韦 1862 年 首次 提出 的 ,并 认为 位 移 电 流 和 自由 电流 以 同一 方式 激发 磁 
场 。 这 样 ,麦克 斯 韦 将 安培 环 路 定律 修正 为 
ухн=у+°Р 


这 样 便 不 会 与 电荷 守 便 定律 发 生 矛 盾 , 上 式 称 为 全 电流 定律 的 微分 形式 。 应 用 斯 托 克 斯 定 
理 , 可 以 得 到 全 电流 定律 的 积分 形式 : 


$u -a= | (3+2). as (5-22) 
1 5 dt 


这 表明 在 时 变 场 的 情形 下 ,自由 电流 和 时 变 电 场 都 是 磁场 的 洲 涡 源 ,都 可 以 产生 磁场 。 对 静 
EAH D=o ,磁场 仅 由 自由 电流 产生 ,于 是 全 电流 定律 又 退化 为 安培 环 路 定律 。 因 此 ,不 


仅 变 化 的 磁场 可 以 激发 变化 的 电场 ,而 且 变 化 的 电场 也 可 以 激发 变化 的 磁场 。 后 者 是 电场 
与 磁场 紧密 联系 的 另 一 个 重要 方面 。 
因为 介质 中 的 电位 移 和 撩 量 D 二 eoE 十 P 二 eE ,由 式 (5-20) 可 得 


(5-20) 


(5-21) 


第 5 章 ”时 变 电 磁场 |P 189 


Io = E4 (5-23) 
由 此 可 见 , 位 移 电流 并 不 是 由 自由 电荷 的 运动 所 产生 的 。 在 一 般 介 质 中 ,位 移 电 流 由 两 


部 分 构成 : 第 一 项 6 红 由 电场 随时 间 的 变化 引起 , 另 一 项 区 则 是 极 化 强度 对 时 间 的 变化 


率 , 它 是 由 介质 中 东 缚 电荷 在 时 变 电 场 中 的 运动 所 引起 的 , 称 为 极 化 电流 密度 ,可 用 贱 = 至 


表示 。 在 真空 中 ,P==0, 位 移 电流 密度 仅 由 电场 随时 间 的 变化 决定 。 
介质 中 的 位 移 电 流 密 度 还 可 以 表示 为 
ЈЉ =є—= (5-24) 
因此 ,位 移 电 流 存在 于 一 切 媒质 中 ,只 要 电场 随时 间 变 化 , 便 会 有 位 移 电 流出 现 , 且 随 频 
率 的 升 高 而 增 大 。 由 此 看 来 ,位 移 电流 只 不 过 是 代表 电场 随时 间 的 变化 率 的 一 个 假想 的 电 
流 密度 概念 而 已 。 


重点 归纳 : 传导 电流 是 电荷 在 导电 媒质 中 有 规则 运动 形成 的 电流 ; 运 流 电流 是 电荷 在 
不 导电 的 空间 ,如 真空 或 极 稀薄 气体 中 有 规则 运动 形成 的 电流 ; 位 移 电 流 则 是 由 电位 移 
矢量 随时 间 变 化 形成 的 , 它 存在 于 一 切 媒质 中 ,只 要 有 变化 的 电场 , 便 会 有 位 移 电 流 。 


和 传导 电流 的 计算 一 样 , 通 过 任 一 截面 S 的 位 移 电流 为 
i= f Jo as (5-25) 


式 (5-19) 插 号 中 的 电流 密度 包括 传导 电流 密度 J.、 运 流 电流 密度 J 和 位 移 电 流 密 度 
Jo, 合 称 为 全 电流 密度 。 由 式 (5-19) 可 知 ,全 电流 密度 是 连续 的 ,其 对 应 的 积分 形式 为 


$ (2+2). ав=о (5-26) 
s dt 


图 5-7 展示 了 一 个 由 电子 管 .电阻 .电容 器 及 导线 构成 的 交流 电路 ,电子 管内 通过 运 流 
电流 ,电阻 及 导线 中 流 过 传导 电流 ,而 电容 器 中 则 通过 位 移 电 T 
流 。 在 电路 的 任何 节点 或 支 路 上 ,全 电流 总 是 连续 的 。 ИБ O дт © 
ag gr ине 1С) j 
导电 流 仍然 连续 。 因 此 ,全 电流 的 连续 性 不 论 对 于 时 变 场 或 r|] 
静态 场 都 成 立 。 这 是 电荷 守恒 定律 的 必然 结果 。 s| =a 

位 移 电流 的 引入 具有 重大 意义 。 它 揭示 了 变化 的 电场 可 
以 产生 磁场 ,表明 磁场 可 以 由 脱离 电荷 以 外 的 电场 变化 来 激 E57 电子 管 交流 电路 
发 ; 它 和 法 拉 第 电磁 感应 定律 一 起 ,揭示 了 电磁 场 可 以 互相 激 
发 和 转化 ,并 预言 了 电磁 波 的 存在 ; 这 一 假说 使 古老 的 电磁 学 说 彻底 改变 ,使 人 类 对 电磁 现 
象 的 认识 有 了 质 的 飞 路 。 

例 5.3 已 知 海水 的 电导 率 c= 二 4S/m, 相 对 介 电 常数 6, 二 81, 假 设 海水 中 的 电场 为 E= 
Eacoswtes wo 一 2rX104rad/s, 计 算 海水 中 的 位 移 电流 密度 和 传导 电流 密度 。 

解 海水 中 的 传导 电流 密度 为 


J. = oE = oE,,cosote, 


R. 
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位 移 电流 密度 为 


h= = Æ 
Da ra 


也 可 以 计算 得 到 传导 电流 和 位 移 电 流 振幅 之 比 


f де 2x X 10* X = х 10 X 81 
J. с 4 
可 见 在 工作 频率 /二 10kHz 时 ,海水 中 传导 电流 占 主导 。 

例 5.4 由 半径 为 a、 相 距 为 4(d<a) 的 圆 形 极 板 构 成 的 平行 板 电 容器 ,其 中 的 介质 是 
非 理想 的 ,具有 电导 率 o、 介 电 常 数 e 和 磁 导 率 y。。 假 定 电容 器 内 的 电场 是 均匀 的 ,不 计 边 
缘 效应 , 且 所 加 电压 二 Usinwt 的 角 频 率 w 很 低 。 试 求 电容 器 中 的 位 移 电 流 、 传 导电 流 和 
导线 中 的 传导 电流 及 两 极 板 间 的 磁感应 强度 。 

解 ”采用 如 图 5-8 所 示 的 圆柱 坐标 系 ,使 平行 板 电容 器 圆 形 极 板 的 中 心 轴 与 x 轴 重 合 ， 
忽略 电容 器 的 边缘 效应 , 且 所 加 电压 и 的 频率 很 低 , 则 两 
极 板 间 的 电磁 场 可 视 为 准 静 态 场 , 故 其 中 的 电场 强度 为 


=— ogos, En sinwter 


1.125 х 10% 


UL. 
E = Z e, = —"sinot e, 


d d 
电容 器 两 极 板 间 任 一 点 的 传导 电流 密度 与 位 移 电流 
密度 分 别 为 
J. = oE = Ve sino е. 
др дЕ _ soU,, 
Jo = 93 =; = q 0090. о-в 求 电容 器 中 的 位 移 
可 以 看 出 ,两 个 电流 密度 不 随 空间 坐标 变化 ,因此 ,通过 питан 


电容 器 的 传导 电流 和 位 移 电流 分 别 为 
& faas 1,8 = ŽUnsinot = Gu 


wU. 


PI “созш! + S 


ip | 。dS = JpS 


=e SU, cosot = wCU „соз! 


其 中 ,S 一 xa? 为 极 板 面积 ,C 一 共和 G 一 只 分 别 是 圆 形 平行 板 电容 器 的 电容 和 漏电 导 。 
忽略 导线 的 电阻 ,由 全 电流 的 连续 性 可 得 导线 中 的 传导 电流 为 

P= it ip = "05 
设 位 移 电 流 沿 = 方向 为 正 。 在 两 极 板 间 取 一 个 半径 为 > EHE z MERT 5. 

应 用 全 电流 定律 的 积分 形式 , 则 有 


фн „а= Го. 十 Jp) + dS = Го. + Jo)2xrdr 


(gsinwt + we coswt ) 


即 


zU 


Н ° 2xr = 


(osinwt + ewcoswt ) 
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因此 ,电容 器 两 极 板 间 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 分 别 为 


Watz 
H = 4 (sino! 十 swcoswt ) e; 


B 一 eUa (asina! 十 swcoswt) e; 
如 果 极 板 间 为 理想 介质 , 即 rc 一 0, 有 


_ ровот, 
Б 2d 


m 
созш! ep 


如 果 o>ew, 即 极 板 间 媒质 为 良 导体 , 则 导体 中 的 位 移 电 流 远 小 于 传导 电流 , 故 有 


оО. . 
В = 97 sino e; 


5.3 麦克 斯 韦 方 程 组 和 洛 伦 兹 力 公式 


5.3.1 妻 克 斯 韦 方程 组 


1864 年 ,麦克 斯 韦 对 时 变 电 磁 场 中 电磁 现象 的 实验 规律 进行 了 全 面 的 分 析 总 结 ,主要 
创新 有 : 将 静电 场 的 高 斯 定理 和 稳 恒 磁场 的 磁 通 连续 性 原理 推广 到 时 变 场 ; 将 法 拉 第 电磁 
感应 定律 的 适用 范围 推广 到 一 切 媒质 中 ; 引入 位 移 电 流 的 概念 ,将 稳 恒 磁场 的 安培 环 路 定 
律 修改 为 适用 于 时 变 场 的 全 电流 定律 ; 提出 了 麦克 斯 韦 方程 组 ,依次 为 第 一 方程 第 二 方 
程 . 第 三 方程 .第 四 方程 ,如 下 : 


微分 形式 积分 形式 
ухн=у+9Р $u -a= | (3+2). as (5-27) 
at 1 5 ðt 
vx E =— 9B fe. a=- f 2. as (5-28) 
at 1 s ôt 
у. В= 0 фв-ав=0 (5-29) 
ур р bp.ds=Q (5-30) 
再 加 上 三 个 电磁 场 的 辅助 方程 , 即 
B= „Н (5-31) 
р = =E (5-32) 
1. = сЕ (5-33) 


便 构 成 了 完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 , 它 对 静止 媒质 中 宏观 电磁 现象 的 普遍 规律 做 出 了 高 度 概 
括 性 的 总 结 ,是 电磁 场 的 基本 方程 , 它 全 面 地 描述 了 电场 和 磁场 间 的 相互 联系 、 电 磁场 和 场 
源 之 间 的 关系 以 及 电磁 场 与 其 所 处 媒质 间 的 关系 。 它 在 宏观 电磁 场 理 论 中 的 地 位 ,就 如 同 
牛顿 定律 在 经 典 力学 中 的 地 位 一 样 。 

由 麦克 斯 韦 方程 组 可 见 : 

(1) 麦克 斯 韦 第 二 方程 式 (5-28) 和 第 四 方程 式 (5-30) 给 出 了 电场 的 旋 度 和 散 度 , 即 电 
场 包括 由 时 变 磁场 激发 的 感应 电场 和 自由 电荷 激发 的 库仑 电场 两 部 分 ; 麦克 斯 韦 式 (5-27) 
第 一 方程 和 第 三 方程 式 (5-29) 给 出 了 磁场 的 旋 度 和 散 度 , 即 磁 场 也 包括 自由 电流 激发 的 磁 
场 和 时 变 电 场 激发 的 磁场 两 部 分 ; 式 (5-31) 一 式 (5-33) 这 3 个 辅助 方程 则 给 出 了 电磁 场 与 
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其 所 处 媒质 间 的 关系 。 

(2) 第 一 方程 式 (5-27) 与 第 二 方程 式 (5-28) 是 麦克 斯 韦 方 程 组 的 核心 ,它们 显示 了 电 
场 和 磁场 间 的 相互 制约 和 彼此 的 紧密 联系 ,从 而 表明 了 电磁 场 变 化 的 主要 特征 ; 它们 说 明 
时 变 电 场 和 时 变 磁 场 可 以 互相 激发 ,表明 时 变 电 磁 场 可 以 脱离 场 源 而 独立 存在 ,在 空间 形成 
电磁 波 。 麦 克 斯 韦 根 据 时 变 电 磁 场 的 普遍 规律 ,首次 从 理论 上 预言 了 电磁 波 的 存在 ,并 指出 
光 也 是 一 种 电磁 波 ,电磁 波 在 真空 中 的 传播 速度 等 于 光速 。1887 年 ,赫兹 所 做 的 电磁 波 实 
验 以 及 近代 无 线 电 技术 的 实践 完全 证 实 了 这 个 预言 的 正确 性 。 

(3) 从 第 一 方程 式 (5-27) 和 第 二 方程 式 (5-28) 可 知 ,电场 激发 的 磁场 是 右 旋 的 


[对 应 2 ,而 磁场 激发 的 电场 却 是 左旋 的 | su — 28]; 电场 变化 最 大 处 的 磁场 最 大 ,而 磁 
场 变化 最 大 处 的 电场 最 大 ,如 图 5-9 所 示 。 


Emax 
Hras Has 


图 5-9 电场 与 磁场 互相 激发 形成 电磁 波 


(4) 第 三 方程 式 (5-29) 和 第 四 方程 式 (5-30) 表 明 磁 场 和 电场 本 身 所 具有 的 规律 , 即 磁 
通 连续 性 原理 和 变动 的 自由 电荷 可 以 激发 电场 的 高 斯 定理 。 时 变 场 情形 下 , 空间 中 磁力 线 
仍 为 闭合 曲线 ,而 电力 线 则 起 始 于 正 电 荷 终 止 于 负电 荷 。 但 需要 说 明 的 是 ,在 远离 场 源 的 无 
源 区 域 中 ,电场 和 磁场 的 散 度 都 为 零 ,这 时 电力 线 和 磁力 线 均 为 闭合 曲线 , 且 相 互 交 链 ,在 空 
间 形 成 电磁 波 。 

(5) 麦克 斯 韦 方程 组 中 已 包含 了 电荷 守恒 定律 。 第 四 方程 式 (5-30) 可 由 第 一 方程 


式 (5-27) 和 电荷 守恒 定律 导出 。 由 式 (5-27) 有 V. (VX H)= V+ СЕЗБЕ 


ERV = ERA HZ 了 一 O) 一 0, 则 Y* 也 一 p 十 C, 其 中 C 是 与 时 间 无 关 的 一 个 党 


数 。 若 假设 在 某 一 时 刻 VY .了 与 po 同时 为 零 , 则 常数 C 必 为 零 ,于 是 得 到 第 四 方程 
式 (5-30)。 也 可 由 第 一 方程 式 (5-27) 和 第 四 方程 式 (5-30) 导 出 电荷 守恒 定律 。 同 理 ,第 三 
方程 式 (5-29) 可 由 第 二 方程 式 (5-28) 导 出 。 

(6) 在 线性 媒质 中 ,麦克斯韦 方程 组 是 一 组 线性 微分 方程 ,可 以 应 用 有 至 加 原理 。 

(7) 麦克 斯 韦 方程 组 是 反映 宏观 电磁 现象 普遍 规律 的 电磁 场 基本 方程 。 静 电场 、 稳 恒 
电场 和 稳 恒 磁 场 的 基本 方程 都 只 不 过 是 麦克 斯 韦 方 程 组 在 静态 条 件 下 的 特例 而 已 。 

(8) 麦克 斯 韦 方 程 的 积分 形式 适用 于 一 切 场合 ,但 其 微分 形式 只 适用 于 场 量 的 各 个 分 
量 连续 、 可 微 的 情况 。 


5.3.2 正弦 电磁 场 基本 方程 的 复数 形式 
在 时 变 电 磁场 中 , 场 量 是 空间 变量 和 时 间 变 量 的 函数 。 前 面 所 讨论 的 麦克 斯 书 方程 组 
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适用 于 任何 时 间 变 化 规律 。 本 节 讨 论 正 弦 电 磁场 , 即 场 源 随 时 间 按 正弦 或 余弦 规律 变化 , 它 
所 激发 的 电磁 场 的 每 一 个 分 量 也 随时 间 以 相同 的 频率 按 正弦 或 余弦 规律 变化 。 正 弦 电 磁场 
也 称 时 谐 电 磁场 ,在 实践 上 也 易于 产生 ,数学 形式 简单 ,可 用 三 角 函 数 或 指数 函数 来 表述 ,是 
实际 问题 中 最 常见 的 时 变 电 磁 场 。 非 正弦 电磁 场 则 可 以 应 用 传 里 叶 级 数 展 开 法 化 为 正弦 电 
磁场 的 线性 释 加 来 研究 。 因 此 ,正弦 电磁 场 中 麦克 斯 韦 方 程 组 的 表示 形式 非常 重要 。 
正弦 电磁 场 中 的 任 一 场 量 都 随时 间 做 正弦 或 余弦 变化 ,这 就 与 复数 有 了 关系 ,可 以 用 复 
数 的 实 部 或 虚 部 来 表示 ,比如 ,电场 强度 在 直角 坐标 系 内 可 以 表示 为 
E =E, e, + E, e, + E. e, 
=Emcos(wt + ф„) е, + Emcoslwt + ф,) e, + E...cos(ot + ф„) e, 
=Ке[Е„е“=+т2 e, Ее e, + E; , tw. e, ] 


=Re[ (Ёш e, + Èm e, + Ë.,, е.) ]= Re[E,, e“ ] (5-34) 
即 
E = Ее[Ё„е” ] 
其 中 ， 
Èn = Ёш e, + É, e, + En e, (5-35) 
称 为 电场 强度 复 矢 量 ; 
Èm = Еее, E, = Ese, Ém = Em (5-36) 


称 为 电场 强度 各 分 量 的 复 振幅 。 各 分 量 振 幅 Е Е. Е 和 初 相 角 Ф. e, pe 都 是 空间 坐 
标的 函数 。 

有 同学 可 能 会 有 疑问 ,电场 强度 随时 间 做 余弦 变化 ,上 式 做 了 取 实 部 的 操作 ; 如 果 电场 
强度 随时 间 正 弦 变 化 ,是 不 是 该 取 虚 部 呢 ? 

事实 上 ,也 有 教材 中 使 用 的 是 取 虚 部 的 操作 。 但 读者 务必 要 记 住 : 无 论 是 取 虚 部 ,或 者 
取 实 部 ,都 是 正确 、 可 行 的 ,都 可 以 得 到 相同 的 结果 。 但 是 对 于 个 人 来 讲 ,必须 坚持 一 个 选 
择 ! 要 么 取 实 部 ,要 么 取 虚 部 ,万 万 不 可 随意 选择 。 更 不 可 在 一 道 题目 里 面 一 会 儿 取 实 部 ， 
一 会 儿 取 虚 部 。 


难点 点 拨 : 对 于 电场 强度 随时 间 做 正弦 变化 的 情况 ,可 以 这 样 处 理 ; 
E =Е,е, + Ее, + Ее, 
=E msinlwt + ф,)е„ 十 下 sin(wl + @,)e, 十 下 -sin(wt + @.)e, 


=E,.cos[e: +e – Fe + Ешсоз[вг 二 z) + Есон + — х). 


=Re [Eme (tez) е, + Е, еб +) e, + Её (+?) е, ] 
КеГ С ЈЕ, „ете, — jE mere, — jE me) ] 


=Re[ Én] 
也 就 是 说 ,如 果 场 量 按照 正弦 变化 ,电场 强度 也 可 以 写作 类 似 的 复数 形式 。 


对 于 时 谐 电磁 场 其 他 所 有 场 量 ,也 可 以 运用 类 似 的 表达 式 。 这 种 “简单 问题 复杂 化 ”的 
做 法 有 什么 好 处 呢 ? 复数 表达 式 的 运用 使 得 数学 运算 简化 ,比如 将 对 时 间 变 量 的 偏 微分 变 
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为 代数 运算 。 例 如 р= Кер „е“ 1. 
әрә 
a d 


将 各 场 量 都 用 复数 表示 ,用 jw 的 因子 代替 对 时 间 的 导数 ,消去 方程 两 边 的 时 间 因 子 
е" ,并 省 略 了 符号 Re。 例 如 麦克 斯 韦 第 一 方程 式 (5-27) 可 表示 为 
VX Hs = Jn јо Dn 


Re[D,,e“ ] = Re[je Dn ] 


上 式 也 可 以 写 为 
Vx H = ј +jo D 


p A= s j =й аети Зе ЖОН ЖШ АЕ. FIA ЗЇ Ж ЗЕ 
斯 韦 方程 组 的 复数 形式 ， 
WH=j+joD 
VX E =— јоВ 
i 6-37) 
У. В = 0 
у. D = р 
和 辅助 方程 的 复数 形式 ， 
B = „Н 
0 = Е (5-38) 
jJ. = сЕ 


可 以 看 出 ,麦克 斯 书 方程 组 写成 复数 形式 后 时 间 因 子 / 换 成 了 频率 因子 w, 时 域 问题 转 
化 为 频 域 问题 。 应 该 指出 , 式 (5-38) 中 媒质 的 介 电 常 数 s 和 磁 导 率 / 只 有 在 理想 介质 时 才 
都 是 实数 。 在 高 频 时 有 耗 媒 质 中 这 些 媒质 参量 将 都 是 复数 ,上 且 随 频率 而 变化 。 

大 多 数 情况 下 都 从 频 域 出 发 研究 电磁 问题 ,因此 以 后 复数 形式 方程 各 场 量 通常 省 掉 表 
示 复 数 的 “。” 号 ,但 仍 表示 场 量 的 复数 有 效 值 撩 量 。 这 并 不 会 引起 混淆 ,因为 电磁 场 的 复 
数 形式 和 瞬时 值 形式 有 明显 的 区 别 , 即 具有 jw 因子 的 显然 是 复数 形式 ,而 具有 对 时 间 的 偏 
Б АЛЛА ДУ 

例 5.5 将 下 列 场 矢 量 由 复数 形式 写成 瞬时 值 形 式 ,或 作 相 反 的 变化 。 

(1) Е=Ее е, ; 

(2) E= —jEəe #е,; 

(3) Е=е,Е,соѕ(о —Bz)+e,Eosin(wt — В) „ 

解 (1) 题 为 复数 形式 ,其 瞬时 值 形式 为 

Е = Re(e.Eoe”e¥)= Ecos(wt— Bz)e, 


O 另 一 种 习惯 是 把 场 量 表示 为 D=Re[D ет ] 的 形式 , 则 对 时 间 的 导数 为 加 二 一 juD ,本 书 一 律 采用 е“ Ж 
示 法 。 
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(2) 题 为 复数 形式 ,其 瞬时 值 形式 为 
Е= Rele, E,d еі еті? ) = Ecos(o Bz 
СЗ) 题 为 瞬时 值 形式 ,也 可 以 写作 
E = Eocos(wt — Bz )е, + Ecos[ ww — = |6 


x 


2 


Je, Eosin(wt — Вх )е, 


其 复数 形式 为 


E = Ее e, + Ese ete, = (е, —je,) Ее 
5.3.3 洛 伦 兹 力 


电荷 能 够 激发 电磁 场 , 反 过 来 电磁 场 对 电荷 有 作用 力 。 洛 伦 兹 把 静态 场 中 的 结果 推广 
为 普遍 情况 下 电磁 场 对 任意 运动 的 电荷 系统 的 作用 力 。 在 时 变 场 情形 下 ,空间 中 以 速度 wv 
运动 的 电荷 Q 在 时 变 电 场 和 时 变 磁 场 的 共同 作用 下 , 它 受 到 的 洛 伦 效 力 为 
F=QE+v XB) (5-39) 
当 连 续 分 布 的 电荷 系统 以 速度 w 在 时 变 电 磁 场 中 运动 时 ,单位 体积 的 电荷 系统 所 受到 
的 洛 伦 兹 力 密度 可 以 表示 为 
f=pE+JXB (5-40) 
近代 物理 学 的 实践 已 证 实 了 式 (5-39) 和 式 (5-40) 的 正确 性 。 麦 克 斯 韦 方程 组 和 洛 伦 
效力 公式 正确 地 反映 了 宏观 电磁 场 运动 的 基本 规律 以 及 电磁 场 与 带电 系统 的 相互 作用 规 
律 ,因而 它们 成 为 宏观 电磁 理论 的 基础 。 


5.4 电磁 场 的 边 值 关系 


麦克 斯 韦 方程 的 微分 形式 只 适用 于 场 量 的 各 个 分 量 连续 、 可 微 的 情况 。 而 需要 求解 的 
实际 问题 场 域 中 往往 存在 几 种 不 同 的 媒质 ,在 媒质 界面 上 场 量 不 连续 , 则 我 们 必须 回 到 麦克 
斯 圳 方程 的 积分 形式 ,通过 一 定 的 推算 得 到 时 变 场 的 边 值 关 系 。 


5.4.1 两 种 媒质 间 电 磁场 的 边 值 关系 


考虑 介 电 常数 与 磁 导 率 分 别 为 s wa 和 es we 的 两 种 媒质 界面 ,假设 ”为 分 界面 上 任意 
位 置 的 法 向 单位 矢量 ,正方 向 由 媒质 2 指向 媒质 1。 横 跨 分 界面 取 一 无 限 窄 的 小 矩形 闭合 
回路 ,如 图 5-10 所 示 。 在 该 矩形 回路 上 应 用 全 电流 定律 的 积分 形式 ,因为 回路 无 限 窄 ,其 包 
围 的 面积 趋 于 零 , 故 它 所 包围 的 体 自由 电流 和 位 移 电流 均 趋 于 零 。 如 果 分 界面 上 存在 密度 
为 Js 的 面 电流 ,其 方向 与 Al 垂直 , 且 闭合 回路 的 绕 ой 

行 方向 与 Js 的 方向 符合 右手 螺旋 关系 , 故 它 所 包围 
的 面 电流 为 JsAL, 于 是 可 得 磁场 强度 瓦 沿 此 闭合 回 aa ар” 
路 的 线 积分 为 «ш 


jn * dl = HuAl— HaAl = JsAl 
1 
即 B 5-10 求 边界 面 上 Н, 的 边界 条 件 
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Hx. — Н» = Js 
| (5-41) 


n X (Н, — B.) = Js 
同 理 , 在 矩形 回路 上 利用 法 拉 第 电磁 感应 定律 的 积分 形式 


= [ 28, —— We 
$e = s ðt же dt 


由 于 该 矩形 回路 面积 趋 于 零 , 穿 过 它 的 磁 通 量 如 趋 于 零 , 于 是 可 得 电场 强度 EE 沿 闭合 
回路 的 线 积分 为 0, 如 下 : 
фе - dl = Ep Al — E, Al = 0 


Вр 
Е. — En = 0 
| (5-42) 
n X (E, —E,) = 0 

横 跨 分 界面 取 一 无 限 薄 的 扁平 小 圆柱 闭合 面 , 如 图 5-11 所 示 , 由 于 小 圆柱 闭合 面 无 限 

薄 , 其 包围 体积 趋 于 零 , 故 它 所 包围 的 体 电荷 也 趋 于 零 。 如 果 分 界面 上 存在 密度 为 ps 的 面 

电荷 , 则 该 小 圆柱 闭合 面 所 包围 的 电荷 为 csAS ,在 

该 闭合 面 上 应 用 高 斯 定理 的 积分 形式 ,有 

$p “dS = Dn AS — Da AS = psAS 


即 


Din = Da = Ps 
| G-A азл 求 边界 面 上 D, 的 边界 条 件 
n ° (Din — Dan) = ps ы 


同样, 在 该 加 柱 闭 合 面 上 磁 通 连续 性 原理 的 积 
分 形式 ,可 得 
$B e dS = Bn AS — Ban AS = 0 


即 

Bin д: Bon =0 

| (5-44) 
п • (B, —B:) = 0 

由 此 可 见 , 时 变 场 的 边 值 关系 在 形式 上 和 表态 场 相同 ,为 
n x (H, — H,) = Js 
nX (E, —E:) = 0 
(5-45) 


n° (B, — В) = 0 
n ° (D, — D.) = ps 
因此 ,在 两 种 不 同 媒 质 的 分 界面 上 ,电场 强度 EE 的 切 向 分 量 和 磁感应 强度 B 的 法 向 分 
量 总 是 连续 的 ; 磁场 强度 H 的 切 向 分 量 和 电位 移 矢 量 D 的 法 向 分 量 发 生 突变 ,突变 量 分 别 
为 分 界面 上 的 面 电流 密度 Js 和 电荷 面 密度 os 。 
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5.4.2 两 种 理想 介质 间 电 磁场 的 边 值 关系 


理想 介质 是 o= 0 的 一 种 无 欧姆 损耗 的 简单 媒质 ,两 种 理想 介质 的 分 界面 上 不 存在 面 电 
流 或 面 电 荷 , 即 Js 二 0,ps 二 0, 故 由 式 (5-45) 得 


Нь=Н=0 
Е. — En = 0 
(5-46) 
Bin — B, = 0 
Din — Dan = 0 


543 ”介质 与 理想 导体 间 电 磁场 的 边 值 关系 


ЯЛ Ж ооо, Е520, НЈ. =0Е 将 产生 无 穷 大 的 电流 , 故 在 理想 导体 内 必 有 下 一 0; 
ШИШ УХЕ=—»#Н 可 知 ,H 二 0, 故 由 式 (5-45) 可 得 介质 与 理想 导体 分 界面 上 的 边 值 关 
系 为 

nxH=Js 
пхЕ=0 
п,В=0 

n ° D = os 

由 此 可 见 ,在 理想 导体 的 表面 上 只 有 磁场 强度 的 切 向 分 量 H, 和 电位 移 矢 量 的 法 向 分 
量 D,。 由 于 D, =еЕ, = ps , 故 理想 导体 表面 上 的 电场 强度 和 电位 移 矢量 分 别 为 


(5-47) 


к=к (5-48) 
E 
和 
D = psn (5-49) 
由 nXH=Js ФН 与 Js 矢量 关系 ,容易 得 到 
H=JsXn (5-50) 
和 
B=pJsXn (5-51) 


因此 ,电场 强度 EE 或 电位 移 和 撩 量 D 总 是 垂直 于 理 
想 导体 的 表面 ,而 磁场 强度 H 或 磁感应 强度 B 总 是 平 
行 于 理想 导体 的 表面 ,如 图 5-12 所 示 。 

对 于 实际 导体 ,o 为 有 限 值 ,导体 内 部 电场 与 磁场 不 
等 于 零 。 但 由 于 高 频 时 的 趋 肤 效应 ,电流 集中 于 导体 表 
面 附近 ,而 且 当 频率 趋 于 无 限 大 时 ,电流 只 分 布 于 导体 о == E=0 H=0 
表面 。 因此 ,在 高 频 下 用 理想 导体 的 边界 代替 实际 导体 图 5-12 介质 与 导体 分 界面 上 
的 边界 ,可 使 问题 得 以 简化 。 即 使 在 频率 不 很 高 的 情况 的 场 量 
下 ,由 于 实际 金属 导体 的 电导 率 很 大 ,外 部 的 电磁 波 在 
导体 表面 上 发 生 强 烈 反 射 , 因 而 进入 导体 内 部 的 电磁 波 能 量 非 常 小 ,这 时 用 理想 导体 的 边界 
代替 实际 金属 导体 的 表面 也 不 会 带 来 显著 的 误差 。 这 部 分 内 容 第 6 章 将 做 详细 分 析 。 


198-4Ц| 电磁 场 与 电磁 波 


5.5 ”电磁场 的 能 量 守 恒定 律 与 坡 印 廷 矢量 


5.5.1 电磁 场 的 能 量 守恒 定律 一 一 坡 印 廷 定理 


麦克 斯 韦 方程 组 所 反映 的 最 重要 的 内 容 是 时 变 电 场 和 时 变 磁 场 可 以 相互 激发 而 形成 电 
磁 波 从 而 离开 场 源 向 空间 传播 。 电 磁场 是 物质 ,是 能 量 的 携带 者 ,因而 电磁 波 的 传播 过 程 也 
是 电磁 能 量 的 传播 过 程 。 

时 变 电 磁场 中 电场 和 磁场 都 随时 间 变 化 ,空间 各 点 的 电场 能 量 密度 、 磁 场 能 量 密度 也 随 
时 间 变 化 ,电磁 能 量 按 一 定 的 分 布 形式 储存 于 空间 ,并 随 着 电磁 场 的 运动 变化 而 在 空间 传 
输 ,形成 电磁 能 流 。 由 电磁 场 的 基本 方程 可 以 导出 电磁 场 的 能 量 守 恒定 律 和 电磁 能 量 的 传 
播 规律 。 运 用 矢量 微分 恒等式 : 

У. (E X H) = H ° (VX E) — E ° (VX H) 


HEMKE Олен у R 27 УХЕ — UA Ез} 
DB др 
V (ЕхХН) =—Н.°#—Е.}—Е. 3 
由 于 
5 ra af1 
н. 5В =н. 201 (зин н) [тн в) Зен") 
和 
әр ә(1 afi 
91 228-0) 3 eE) 
得 
V- (ЕХ H) [epi Tn: E-J (5-52) 
因 
w= JE. D= der? (5-53) 
ük =+H.B= Тин? (5-54) 
分 别 是 各 向 同性 的 线性 媒质 中 电场 和 磁场 的 能 量 密度 。 它 们 之 和 , 即 
w= ш + = +(E - D+ H + B) = LE? + Н? (5-55) 
则 是 电磁 场 的 能 量 密度 。 于 是 式 (5-52) 可 写 为 
V. (ЕхН›+Е.] =% (5-56) 
将 上 式 对 电磁 场 中 的 任 一 体积 V 积分 ,并 利用 高 斯 散 度 定 理 , 可 得 
ф ax mn -as+ | Е: Jav =- 6-57 
5 V dt 


其 中 ,S 是 包围 体积 V 的 闭合 面 。 而 式 中 的 
w= | wav = 1| az. p+ n + Bav (5-58) 
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是 体积 内 的 电磁 场 能 量 。 
为 了 探求 式 (5-57) 的 物理 意义 ,注意 到 下 一 工 . 将 该 式 改写 为 


с 


_ дуу 


ЕЛ (5-59) 


2 
$ кєхн›.а5+| 三 dy = 
s vo 


җир. |} Lav 是 体积 V 内 传导 电流 所 引起 的 损耗 功率 , 即 单位 时 间 内 的 焦耳 热 损耗 。 


式 (5-59) 右 端 是 单位 时 间 内 体积 V 中 减少 的 电磁 场 能 量 , 式 (5-59) 左 端的 第 二 项 表示 
单位 时 间 内 热 损耗 的 能 量 。 根 据 能 量 守恒 定律 ,单位 时 间 内 体积 V 中 减少 的 电磁 场 能 量 一 
部 分 被 热 损耗 , 另 一 部 分 能 量 只 能 从 包围 V 的 闭合 面 S 流出 。 因此 , 式 (5-59) 左 端 第 一 项 


Jax * dS 就 表示 单位 时 间 内 从 闭合 面 S 流出 体积 V 的 电磁 能 量 , 也 即 流出 闭合 面 S 的 


功率 ,由 此 可 知 , 当 体积 VV 内 没有 外 源 时 ,单位 时 间 内 体积 V 内 减少 的 电磁 能 量 一 2 区 一 部 
分 转变 为 热 的 能 量 损耗 , 另 一 部 分 穿 出 包围 体积 V 的 闭合 面 S, 这 就 是 电磁 场 的 能 量 守 恒定 
律 ,也 称 为 坡 印 延 定理 。 式 (5-57) 是 它 的 积分 形式 ,而 式 (5-56) 则 是 它 的 微分 形式 。 

如 果 式 (5-57) 中 的 体积 V 包括 整个 空间 , 则 流出 无 限 远 处 闭合 面 的 电磁 场 能 量 为 堆 ， 
于 是 有 


IW 


fe -Jav =% (5-60) 
这 表明 场 域 V 内 单位 时 间 转 变 为 热 的 能 量 损耗 等 于 电磁 场 总 能 量 的 减少 。 
如 果 场 域 V 内 还 有 外 源 , 即 存在 局 外 电场 强度 E., 则 有 
ф æxm .as+f Гау =- W +f < EdV 6-61) 


式 中 ， fa * EAV 表示 体积 V 内 的 外 源 提 供 的 功率 。 这 就 是 普遍 情况 下 电磁 场 能 量 守 恒定 


律 即 坡 印 廷 定理 的 积分 形式 ,表示 单位 时 间 内 穿 出 闭合 面 S 的 能 量 和 体积 V 内 的 焦耳 热 损 
耗 能 量 等 于 V 内 单位 时 间 电磁 场 能 量 的 减少 和 外 源 所 做 的 功 。 
利用 高 斯 散 度 定理 ,可 由 式 (5-61) 得 到 坡 印 廷 定理 的 微分 形式 , 即 


У. (E X H) +Ë === Ti "E. (5-62) 
5.5.2 坡 印 廷 矢量 能 流 密度 矢量 


ниф (EX m “dS 是 穿 出 闭合 面 S 的 功率 , 则 矢量 EE XH 可 解释 为 穿 出 闭合 面 S R. 
与 面 垂直 的 单位 面积 的 电磁 功率 。 因 此 ,定义 一 个 矢量 


S=EXH (5-63) 
称 为 坡 印 廷 矢量 , 它 是 描述 空间 电磁 能 量 传播 规律 的 一 个 重要 物 
理 量 。 
在 空间 某 一 点 上 ,5 的 方向 是 该 点 能 量 流动 的 方向 ; 其 数值 是 0 ç 


通过 与 能 量 流动 方向 垂直 的 单位 面积 的 功率 , 故 它 又 称 为 能 流 密 H 
度 或 功率 流 。E、H 和 S 三 者 之 间 两 两 垂直 , 且 符 合 右手 螺 旋 关 图 5-13 坡 印 廷 矢量 与 
系 , 如 图 5-13 所 示 。 需 要 指出 , 坡 印 廷 矢量 即 电 磁场 的 能 流 密度 场 量 的 关系 
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矢量 S 既是 空间 坐标 的 函数 ,也 是 时 间 的 函数 ,所 以 它 的 值 表示 穿 过 单位 面积 的 瞬时 功率 。 
如 果 电 磁场 域 V 内 无 传导 电流 , 则 式 (5-56) 变 为 


yg = Se (5-64) 
21 


上 式 与 电流 连续 性 方程 即 电荷 守恒 定律 类 似 , 也 称 为 电磁 能 流 的 连续 性 方程 。 它 表明 电磁 
场 能 量 也 像 流体 一 样 具有 流动 的 性 质 ,这 是 由 于 电磁 场 内 所 储藏 的 电能 和 磁 能 本 身 的 运动 
而 产生 的 。 


5.5.3 正弦 场 的 复数 坡 印 廷 矢量 与 复 功率 


前 面 已 经 定义 了 坡 印 廷 矢量 S。 当 电场 强度 E 和 磁场 强度 H 都 随时 间 变 化 的 时 候 , 比 
如 正弦 电磁 场 的 情况 , 坡 印 廷 矢量 $ 也 是 随时 间 变 化 的 ,是 瞬时 值 形式 。 一 般 情况 下 并 不 关 
注 瞬 时 值 形式 ,而 更 关注 它 在 一 个 周期 内 的 平均 值 。 假 设 正弦 电磁 场 的 瞬时 值 为 
E =E, e, + E, e, + E, e; 
=Emcos(wt + Qa) e, + Epmcoslwt + @,,) e, + Emcoslwt + Pa) e, (5-65) 
H =R, e, + H, e, + H. e, 
= Hy..cos(ot + Prr) e, + Hymcos(wt Pry) e, + Н.„соѕ(о + Pru) e, (5-66) 


它们 的 复 矢量 形式 为 
Ё. = Еше”= e, + E, ese e, + Emea e, (5-67) 
Н. = Hmem e, + Н,е e, + Н.е e, (5-68) 
则 按照 坡 印 廷 矢量 的 定义 ,有 
S=EXH 


=E,., Hy,cos(ot + Pa )cos(wt + @, ) e, — Emm H.,,cos(et 十 Ye )cos(ot + Pr) e, 一 


Е, H,,cos(ot + Pe )cos(ot + Pre ) e, + Е. H.,,cos(ot + Pey )cos(ot + фы) e, + 


Em Hsmcos(wt 十 Qa )cos(ot + фы) e, — Em H,,,cos(et 十 Ge )cos(wl + Pry) e, 


(5-69) 
可 以 看 出 , 坡 印 廷 矢量 的 六 项 形式 相似 ,因此 , 仅 考 虑 第 一 项 的 平均 值 ,然后 写 出 全 部 结果 。 
显然 可 知 : 
Т 
1 | EnH .cos(et + p= )cos(er + pi) = +E, H.,.cos(g, =ф,) 
° 
Jep T=. TEMEER EAT S 可 以 表示 为 
S = [E,.H,.cos(g, =P) е. — EnaHacos(pe — фы) e,— 
E;,.H;,.cos(@, — @=) e, + Em H;.cos(@, — @=) е. + 
Emm Н.„соѕ(ф. — Prr) e, — Em Н,„соѕ(ф. — ry) e, ] (5-70) 


这 就 是 坡 印 廷 矢量 的 平均 值 形式 。 

考虑 到 对 正弦 电磁 场 而 言 ,多 数 情 况 下 场 量 都 采用 复 矢 量 形式 ,因此 直接 用 复 矢量 形式 
计算 得 到 平均 坡 印 廷 矢量 更 具有 实际 意义 。 

根据 又 乘 的 定义 、 复 矢量 的 表示 方法 ,不 难看 出 : 
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其 中 ， 
5. = + E, x Н; = E. X H: (5-71) 


称 为 复数 形式 的 坡 印 廷 矢量 。 使 用 中 应 该 特别 注意 最 大 值 和 有 效 值 的 不 同 ! 

学 过 电路 分 析 的 同学 对 上 述 过 程 都 不 应 该 陌生 ,正弦 稳 态 电路 中 的 功率 计算 与 上 述 过 
程 有 异曲同工 之 妙 。 表 5-1 为 其 与 电磁 场 的 对 比 。 

事实 上 ,如 果 对 于 复数 形式 的 坡 印 廷 矢量 在 空间 任意 一 个 闭合 曲面 上 做 积分 ,并 考虑 麦 
克 斯 韦 方程 组 , 则 有 


-}5. -dS = 下 xH*).dS= К +], ин 一 sE:)dV 


和 


=P+jQ 
P =- Rĝ s. . ds 


Q—— m) s. + as 


式 (5-72) 中 的 有 功 功率 Р 表示 电磁 场 传播 功率 的 时 间 平 均值 即 平 
均 功 率 , 无 功 功率 Q 只 是 电能 和 磁 能 相互 转换 的 一 种 量度 。 它 们 和 


(5-73) 


(5-72) 


в 


穿 人 闭合 面 S 内 的 复数 功率 组 成 一 个 功率 三 角形 ,如 图 5-14 所 示 。 Р 
这 时 可 以 看 到 ,电磁 场 理论 与 电路 理论 的 对 照 , 是 何其 相似 啊 ! 


表 5-1 电路 与 电磁 场 中 参量 对 照 表 


图 5-14 功率 三 角形 


иа H 正弦 电路 物 ш Ht 正弦 电磁 场 
电压 ult) Uncoslwt +@,) 电场 强度 E 式 (5-65) 
та) Incoslwt + ф) 磁场 强度 H 式 (5-66) 
BEHU, Ú, | Ume „Оет 电场 强度 复 矢量 Ew,E., 式 (5-67) 
电流 相 量 1。,j。 | eso les 磁场 强度 复 矢量 Han,E., 式 (5-68) 
瞬时 功率 ро) u(t) +100) 瞬时 坡 印 廷 矢量 S=EXH, (5-69) 
1 
1070г.) А 
平均 功率 а а ЖЕНЕН ЕШВ | 式 (5-70) 
О.І, соѕ(ф, — ф;) 
相 量 计算 平均 功 | 1 а А 。 ,.| 复 矢量 计算 平均 坡 | 1 ы А 
ЖР кей, is ,ReD. .i озб +Re E, X H; =КеЕ,хН; 
有 功 功率 P reù, + акей, е 12 | 平均 坡 印 廷 失 量 5 | 去 Re Es XH; =Re E.XH; 
їз у. > ， | 复数 坡 印 廷 矢量 的 | 1 ТЕ . 
无 功 功率 Q зай, + і ай, i | ago + Im E, X H; —Im E, X H: 
复数 功率 S 0 ід i 复数 坡 印 廷 矢量 S。 | Е. XH; Е. ХН: 
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例 5.6 已 知 无 源 的 自由 空间 中 ,时 变 电 磁 场 的 电场 强度 复 矢量 为 
E(z) = E,e Fe, (V/m) 
P kE 为 常数 , 求 : 
(1) 磁场 强度 复 矢量 ; 
(2) 坡 印 廷 矢量 的 瞬时 值 ; 
(3) 平均 坡 印 廷 矢量 。 
解 (1) 由 麦克 斯 韦 第 二 方程 有 


е. е, е: 


jkE, e e, jop H 


从 而 得 到 
# = $ Еее, 


w po 
(2) 电场 和 磁场 的 瞬时 值 分 别 为 
E(z,t) = Eocos(wt — kz )e, 


H(z,t) = Eo a — kz)e, 
wHo 
因此 , 坡 印 廷 矢量 的 瞬时 值 为 
2 
S(z,t) = E(z,t) X H(z,t) = КЕЗ cos? (wt — kz )е. 
who 
(3) 平均 坡 印 廷 矢量 

S =-1Ке[Е(=) ХН" (2) ] = +Re|E; ee x Er ње ] 
2 2 7“ шон + 


а; 
2wpo 


例 5.7 同 轴线 内 导体 的 半径 为 r ,外 导体 的 内 外 半径 分 别 为 
r+ 和 rs, 内 外 导体 的 电导 率 为 o, 其 中 载 有 等 值 而 异 号 的 电流 I, 
导体 间 的 电压 为 UU, 内 外 导体 间 填 充 介 电 常 数 为 e 的 介质 。 试 求 同 
轴线 传输 的 功率 及 导体 中 的 损耗 功率 。 

解 取 同 轴线 的 轴线 与 圆柱 坐标 系 内 的 < 轴 重 合 ,并 使 内 导 
体 中 的 电流 沿 < 方向 为 正 ,外 导体 中 的 电流 则 为 一 IT, 如 图 5-15 


е. 


所 示 。 
当 rri( 内 导体 内 ) 时 ,电场 强度 、 磁 场 强度 及 坡 印 廷 矢量 分 ”图 5-15 同 轴线 中 的 
别 为 能 量 传输 
Е; = У = г es 
с піс 
кр Ir 
Hi 2xr nri ar fe 2ari е 
S; = Е хн, =— Er 
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4 r=0 时 ,5; 二 0, 可 见 在 内 导体 中 S$; iñ — e, 方向 逐渐 减少 至 零 。 
е (外 导体 内 ) 时 .有 


J I 
E. =} =- e, 
k; с 902—1 )з б" 
н 1 1 1х(#—#) щл sh dh 
u zx7| 0005—18) 1° 2xr(ríi—r;) ” 
S. = E. X H. 0 s 


2т°г (ri —ri)’o 
当 к=з 时 ,S$。. 二 0, 可 见 在 外 导体 中 S$. ire, 方向 逐渐 减少 至 零 。 
当 пе (介质 内 ) 时 , 设 单位 长 内 导体 的 带电 量 为 Qu , 则 介质 中 的 电场 强度 既 有 法 


向 分 量 E,, 又 有 切 向 分 量 E.。 这 样 , 坡 印 廷 矢量 S 也 对 应 两 个 分 量 。 于 是 有 Е,= Q y 


2лє 


U= f'ere | 4 оп 
A 2me J, r 2лє т 
故 Qu= TU ,因此 
їп 7® 
rn 
E, = —U 
rln 22 
rn 
I ЕЕ : 
Zrr er?’ m= 2rr 
5.=ЕН, = — Bl 
2лг?1п 7® 


上 面 的 S. 是 介质 中 传输 能 量 的 分 量 ,将 它 对 内 外 导体 间 圆 环 状 的 介质 截面 积分 ,考虑 
到 其 面 元 矢量 为 dS 三 e.dS, 则 得 到 同 轴线 传输 的 功率 , 即 


p=|s.e + as = [P s, + 2arar = UL = 
S т 


rz: Jar 
| 


UI 
^\ 
这 个 结果 和 通常 电路 中 传输 功率 的 表示 式 相同 。 但 是 ,电磁 能 量 并 不 是 通过 导线 传输 
的 ,而 是 在 内 外 导体 之 间 的 介质 中 沿 着 传输 线 的 方向 由 电源 端 向 负载 端 传输 ,导线 只 是 起 着 
引导 能 量 传输 的 作用 。 
由 边界 条 件 可 以 求 得 介质 中 内 导体 外 表面 附近 电场 强度 的 切 向 分 量 与 坡 印 廷 矢量 的 法 
向 分 量 分 别 为 


Е, | =n 一 Е, = =. 
пс 
和 
P _ 
8,1, Е.Н, |, =— зз = 81, 
因此 ,长 为 1 的 内 导体 所 消耗 的 功率 为 
= P 2 1 = 
P; =- Í se 48 PPEP 2xr = Г Pr, PR; 
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其 中 ,Ri 一 是 长 为 1 的 内 导体 的 电阻 。 由 此 可 见 , 内 导体 中 转变 为 焦耳 热 的 功率 是 介质 


onri 


中 的 能 流 密度 的 分 量 通 过 内 导体 表面 流入 的 。 


在 外 导 休 的 内 表面 附近 , 同 理 有 
1 
Е, |, = Е. = тте ре тр 
和 
S,|,-, = ЕН, |, Е 


2л? r, (ri — rå )с 


注意 到 外 导体 内 表面 上 的 面 元 矢量 为 4 S, =е, 15; WEKA /的 外 导体 所 消耗 的 功率 为 


г 


р. = | 5,е, ° dS: = 
5, ш * 2r r: (05 — ri )o 


6 2кғ1 = Г 


其 中 ,R. 一 一 一 -是 长 为 1 的 外 导体 的 电阻 。 同 样 地 ,外 导体 内 转变 为 焦耳 热 的 损耗 功 


on(ri— ri) 


率 则 是 介质 中 的 功率 流通 过 外 导体 的 内 表面 流入 的 。 
5.6 电磁 场 的 矢量 势 和 标量 势 
5.6.1 电磁 场 的 矢量 势 和 标量 势 


在 有 源 的 情况 下 ,例如 研究 天 线 辐射 ,波导 或 谐振 腔 的 契合 等 问题 时 ,应 用 麦克 斯 韦 方 
程 组 直接 求解 电磁 场 是 很 困难 的 。 因 此 ,与 静态 场 相同 , 在 时 变 电 磁 场 的 求解 中 也 引入 势 函 


数 间接 求解 。 
在 有 源 空 间 , 电 磁场 的 麦克 斯 韦 方 程 组 为 
| әр 
VX H = J + эг 
ух Е =— В 
д1 
У.В = 0 
У. р = р 
类 似 稳 恒 磁场 ,由 V，B 二 0, 引 入 电磁 场 的 矢量 势 即 动态 矢量 势 A, 满 足 
В = XA 
或 
н=--ухА 
“ 
将 式 (5-75) 代 入 式 (5-74) 中 的 第 二 方程 ,得 
WE=—2 VX A = VX 
дї 
即 


(5-74) 


(5-75) 


(5-76) 


(5-77) 


上 式 括号 中 的 矢量 是 无 旋 的 ,与 静电 场 中 电势 的 引入 类 似 , 这 里 引入 动态 标量 势 $, < 
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9 
E+% =v 


Bp 


дА 
at 


式 中 ,$ 和 A 分 别 为 时 变 电 磁 场 的 标量 势 和 矢量 势 。 它 们 均 是 空间 坐标 和 时 间 的 函数 ,都 是 
人 为 引入 的 辅助 函数 。 如 果 已 知 两 个 辅助 函数 $ 和 A 的 值 , 则 可 以 代入 式 (5-76) 和 式 (5-78) 
求 得 EE 和 HH。 第 5. 6.2 节 将 由 麦克 斯 韦 组 的 男 外 两 个 方程 得 到 两 个 势 函 数 $ 和 A 满足 的 
方程 , 即 达 朗 贝 尔 方程 。 


5.6.2 洛 伦 兹 条 件 与 动态 势 的 波动 方程 一 一 达 朗 贝尔 方程 


为 了 求 得 势 函数 和 A 与 场 源 之 间 的 关系 ,将 式 (5-76) 代 入 式 (5-74) 中 的 第 一 方程 ， 
并 利用 矢量 微分 恒等式 ,得 
VX H = 5 VX VXA = TO-A) VA) 1+? 
将 式 (5-78) 代 入 上 式 , 有 


г а? 
VCV А) — МА yJ vfen x) ep A 


Е=—уф— (5-78) 


即 
#А—У[®А+ен -en ==) (5-79) 
同 理 , 再 将 式 (5-78) 代 入 式 (5-74) 中 的 第 四 方程 ,得 
V- D =—e V- (#+)= x 
即 


+з a = 一 上 (5-80) 
at є 


于 是 便 得 到 了 两 个 势 函数 满足 的 方程 式 (5-79) 和 式 (5-80) ,但 是 这 两 个 方程 都 包含 有 
少 和 人 4, 是 联 立 方程 。 

观察 A 和 $ 的 引入 可 知 二 者 都 不 是 唯一 的 ,它们 的 取 值 具有 一 定 的 任意 性 。 若 #5 和 A 
是 一 组 满足 方程 式 (5-79) 及 式 (5-80) 的 动态 势 函 数 , 则 由 下 式 确定 的 另 一 组 动态 势 函数 六 
ЖА”, Bp 


"S af 
— 6-5 


A’ = A+ Vf 
它们 也 是 原 方程 的 解 , 且 对 应 同一 电磁 场 ,其 中 f 为 任 一 标量 函数 。 显 而 易 见 ,只 有 同时 已 
知 某 矢量 的 旋 度 和 散 度 ,才能 唯一 地 确定 该 矢量 。 而 数学 上 ,可 以 任意 地 规定 其 散 度 值 ,从 
而 得 到 一 组 确定 的 A ЯФ. 
顺 着 这 个 思路 ,可 以 适当 地 选择 V. A 的 值 ,使 得 势 函 数 的 两 个 方程 进一步 简化 , 若 假 定 
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a$ Е 


У А еи =0 (5-81) 
则 式 (5-79) 与 式 (5-80) 可 分 别 简化 为 
ZA 
VA—ep 2 =— yJ 
(5-82) 


үф е 926 = Р. 

2 є 

这 是 动态 势 函数 的 波动 方程 , 称 为 达 朗 贝尔 方程 。 由 此 ,A 与 $ 分 别 满足 不 同 的 微分 方程 ， 

且 方 程 的 形式 也 很 对 称 。 两 个 动态 势 函 数 与 场 源 的 关系 变 得 简单 ,A 只 依赖 于 自由 电流 密 

度 J, 而 $ 只 依赖 于 自由 电 蓓 密度 p。 式 (5-81) 称 为 洛 伦 兹 条 件 即 洛 伦 兹 规范 条 件 。 方 程 中 
了 和 po 由 电荷 守 便 定律 Y。 JJ 一 一 联系 着 ,给 定 了 ЈА Е Гр. 


上 面 利用 麦克 斯 韦 第 二 方程 .第 三 方程 求 得 了 电磁 场 的 标量 势 和 矢量 势 A, 又 用 第 一 
方程 .第 四 方程 和 洛 伦 兹 条 件 导 出 了 动态 势 函数 的 达 朗 贝尔 方程 。 因 此 , 达 朗 贝尔 方程 和 洛 
伦 兹 条 件 则 是 用 动态 势 函 数 表述 的 电磁 场 基本 方程 。 给 定 场 源 J 和 p, 求 解 动态 势 函数 的 
达 朗 贝尔 方程 , 便 可 得 到 A 和 $$ 的 解 ,再 代入 式 (5-76) 和 式 (5-78) 就 可 得 到 HH 和 EE。 实 际 
上 ,可 以 只 求 A 的 解 , 再 由 洛 伦 兹 条 件 根 据 A 求 得 $5。 这 样 ,只 要 给 定 电流 分 布 了 ,就 可 以 得 
到 电磁 场 的 解 , 此 求解 过 程 为 


ë = B>H 
T 
ўла "i a 


J > A У А єр gr 0 


> $—E 
在 无 源 空间 ,J 二 0,p 二 0, 动 态势 函数 的 波动 方程 变 为 齐 次 微分 方程 即 


A _ 


МА =s зт = 0 


; (5-83) 
Уф ен 955 = 0 
ЕТӘ 
在 静态 场 的 情形 下 ,动态 势 函 数 的 达 朗 贝尔 方程 退化 为 势 函 数 的 泊 松 方程 4 一 一 /xj 
和 Yy 一 一 上。 在 静态 场 中 ,由 于 了 和 p 之 间 没 有 联系 , 故 4 与 $ 彼 此 独立 ,B 二 VXA ТЕ 


一 V# 分 别 由 A 和 $$ 单独 确定 。 在 无 源 空间 , 式 (5-83) 则 退化 为 拉 普 拉 斯 方程 A==0 V $ 
一 0。 
对 于 正弦 电磁 场 ,动态 势 函 数 的 达 朗 贝尔 方程 (5-82) 可 表示 为 
МА-+ А =— yJ 


(5-84) 
уф-ф = 0. 
Е 
式 中 ,一 w vep 称 为 波 数 。 洛 伦 兹 条 件 式 (5-81) 则 变 为 
У. A +jweu$ = 0 (5-85) 


电场 强度 和 磁场 强度 的 表达 式 为 
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Е =— Vé — јоА 
1 (5-86) 
Н = T УХА 
ЖАЙ аз [н] r IE 92 E RAI ñ ЗУ РА RU ii J. AI Jy P: 07 
МА-А =0 
(5-87) 
мМ#+Ё'$=0 


但 在 这 种 情况 下 不 采用 势 函 数 求解 电磁 场 ,因为 这 时 E 和 HH 也 满足 相同 形式 的 方程 ， 
该 方程 称 为 刻 姆 霍 效 方程 ,将 在 第 6 章 进行 讨论 。 


5.7 推迟 势 和 似 稳 电 磁场 


5.7.1 达 朗 贝尔 方程 的 解 一 一 推迟 势 


本 小 节 主 要 求 动态 势 函数 达 朗 贝尔 方程 的 解 。 因 为 两 个 方程 具有 相同 的 形式 ,只 求 出 
一 个 方程 的 解 就 可 以 类 比 出 另外 一 个 方程 的 解 。 另 外 ,因为 达 朗 贝尔 方程 是 线性 的 , 场 的 对 
加 原理 可 以 应 用 到 方程 的 求解 中 , 即 先 考虑 某 一 体积 元 内 变化 电荷 所 产生 的 动态 标量 势 , 然 
后 对 所 有 场 源 区 域 积 分 ,就 得 到 总 的 动态 标量 势 。 


下 面 先 求 坐 标 原点 处 变化 的 点 电荷 Q() 所 产生 的 动态 标量 势 $, 其 电荷 密度 为 p(r,1) = 
QWE) ,于 是 动态 标量 势 $ 所 满足 的 达 朗 贝尔 方程 可 表示 为 
6 T$ =— 050) (5-88) 
dt 


在 球 坐 标 系 中 求解 ,由 于 点 电荷 的 动态 标量 势 函 数 具 有 球 对 称 性 ,$ 与 极 角 0 和 方位 角 
9 无 关 , 仅 为 坐标 变量 r 和 时 间 1 的 函数 。 因 此 , 式 (5-88) 可 写 为 


1 Ә(,д$ a QD 
= 2 (е 2) ep m 290) (5-89) 
除 原点 外 , 即 r40 处 ,动态 标量 势 $ 满足 齐 次 波动 方程 , 即 
19 a$ 3$ _ 
(96) во (5-90) 


由 于 


1 2 (=) 25,2) 1 2 (s+) 1 (5%) 


т? дг ðr t ðr дү? rðr ðr r д? 
故 式 (5-90) 又 可 以 写 为 
2 
1 920%) _ cu 0% 


r д? Әг 
或 
Prp) _ 1 Ə° (r$) 
a СУ ӘР (5-91) 
其 中 ， 
v=} (5-92) 
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是 电磁 波 在 介质 中 的 传播 速度 , 称 为 波 速 。 式 (5-91) 是 关于 r$ 的 一 维 波动 方程 ,其 解 为 
r$ = Е. (к= ши) + F,(r + ot) 
即 


$r) (5-93) 


Fir — vi) | 
г 


Е, (к + ət) 
г 


AP F, (по) v й +r 方向 离开 波源 的 球面 波 ,而 Е. Crt ог) ДЕИД Е Е o й 
—r 方向 朝 着 波源 会 聚 的 球面 波 。 
对 于 电磁 辐射 问题 ,电磁 波 由 变化 的 电荷 和 电流 激发 在 无 界 媒质 中 传播 ,只 需 考虑 沿 


十 -方向 行进 的 球面 波 。 将 已 (Cr 一 we) 的 自 变量 改 为 [ — T ]— MW 
fı 1—2 / 
$(r,0) = sea sAn (5-94) 
r f 


sup. [e T] ra 的 函数 ,具体 形式 由 场 源 激发 时 的 条 件 决定 。 


考虑 在 静电 场 中 ,位 于 原点 的 电荷 Q 产生 的 静电 势 满足 泊 松 方程 吧 % 一 -Loco ii 


为 $n 二 1- 推广 到 时 变 场 ,可 以 证 明 式 (5-88) 的 解 为 
j о! :– 
$ra) = дез = (= (5-95) 


对 于 有 限 区 域 A ERBE ple ,y ,> ,2 连续 分 布 的 变化 电荷 ,在 点 (zy ,= ) 处 
取 电 荷 元 dQ=pdw , 设 它 到 场 点 PCz,y'z) 的 距离 为 及 , 则 电荷 元 在 P 点 所 激发 的 动态 标 
量 势 可 写 为 
Қау nuE )av 
4лєК 
根据 场 的 到 加 原理 ,V“ 内 所 有 电荷 在 场 点 P(z,y'z) 所 激发 的 总 动态 标量 势 为 


е8) 
1 p у Zs = 


4тє/ v R 
同 理 ,在 有 限 区 域 V' 内 连续 分 布 的 变化 电流 在 场 点 所 激发 的 动态 矢量 势 应 为 


d$ = 


dV’ (5-96) 


$lx, ys zt) 


sy ,一 一 
A(zr.y,sz,t) 二 | "l> (5-97) 
ан сме КАА 与 波源 同 频率 的 正弦 函数 ,分 别 为 


ух ШЫК 
$lrsysz:t) Lf есу ze 
4те. Е 
К уе 
1 | pa y sze av’ 
R 


(5-98) 


4пєЈу 
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, Е 
TA dP 7, 


К 


Абсун Aj T(z sy (5-99) 
Ё 


ЗУ PKI EP УН AS т ЖЕЛИ ЭЗ BS ТЕГИ т Wuth gra r Mpya tir i У w E, VEHR 一 
kR, 
总 而 言 之 ,对 于 距离 波源 为 尺 的 观察 点 , 某 一 时 刻 i 的 势 函 数 并 不 是 由 4 时 刻 波源 的 电 


荷 和 电流 决定 的 ,而 是 由 较 早 时 刻 /一 /一 坚 的 波源 所 决定 。 换言之 ,电磁 波 传播 一 段 距离 
需要 一 定 的 时 间 ,而 不 是 瞬间 完成 的 ,因此 观察 点 势 场 的 变化 滞后 于 场 源 的 变化 ,滞后 的 时 
间 1 一 /二 苹 就 是 电磁 波 传播 距离 R 所 需要 的 时 间 。 在 真空 中 电磁 波 的 传播 速度 就 是 光速 


c。 由 于 观察 点 处 的 电磁 场 决 定 于 较 早 时 刻 的 场 源 , 因 此 , 场 点 处 的 动态 标量 势 % 和 矢量 势 
A 称 为 推迟 势 。 应 用 推迟 势 求解 电磁 波 的 辐射 问题 将 在 第 7 章 中 介绍 。 


5.7.2 似 稳 条 件 和 似 稳 电 磁场 


对 于 正弦 电磁 场 ,由 式 (5-98) 与 式 (5-99) 可 知 ,推迟 作用 体现 在 相位 角 滞 后 AR ,可 见 如 
果 波 源 频率 较 高 或 者 场 点 距离 波源 较 远 , 则 推迟 作用 显著 ; 反之 , 若 波源 频率 较 低 或 场 点 距 
离 波源 较 近 ,推迟 作用 不 明显 。 也 就 是 说 ,如 果 kR<1, 则 e 直 守 1, 可 以 不 考虑 推迟 作用 。 


H R= R= R= R <i g 
v v А 


(5-100) 
这 时 时 变 场 的 分 布 与 静态 场 的 分 布 相似 ,满足 上 述 条 件 的 电磁 场 称 为 似 稳 电磁 场 ,也 称 为 组 
变 场 或 准 前 态 场 , 式 (5-100) 所 表示 的 条 件 称 为 似 稳 条 件 或 近 区 场 条 件 。 由 于 К<, ДОШ 
稳 区 随 场 的 频率 升 高 而 缩小 。 不 满足 上 述 条 件 [ 妈 >р ] 的 场 则 称 为 迅 变 场 。 依 距离 而 
言 ,R< 分 的 区 域 称 为 近 区 , 近 区 的 电磁 波 是 束缚 电磁 波 。R~ 仿 的 区 域 称 为 感应 区 ,对 应 的 


场 为 感应 场 。 而 R 六 人 的 区 域 则 称 为 远 区, 远 区 的 电磁 波 是 自由 电磁 波 。 因此 ,对 于 似 稳 场 
或 近 区 场 可 不 计 推迟 作用 ， 而 对 于 迅 变 场 或 远 区 场 及 感应 场 则 必须 考虑 推迟 作用 。 


延伸 思考 : 以 计算 机 系统 的 核心 CPU 为 例 , 其 工作 频率 大 致 在 2GHz 左右 ,工作 波长 为 
15cm,CPU 的 尺寸 可 以 大 致 估计 为 5cm 左右 。 由 此 看 来 ,对 于 以 CPU 为 代表 的 大 规模 
集成 电路 而 言 , 其 推迟 作用 不 可 忽略 ! 随 着 电脑 主 频 的 不 断 提升 ,芯片 尺寸 大 幅度 缩减 ， 
这 个 推迟 作用 越 来 越 明显 。 因 此 ,在 集成 电路 、 射 频 电路 领域 ,必须 采用 电磁 波 的 理论 开 
展 设计 和 分 析 , 而 不 能 采用 单纯 电路 的 理论 。 


这 样 , 动 态 标 量 势 和 矢量 势 将 和 静态 场 的 势 函数 具有 相同 的 形式 ,分别 表示 为 
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$(r,y,z,1) = l ey D gy 
е 4тє/ v Е 
(rsy sz D 65-101) 
vyz p = -| JG yz 0) ду" 
А(2.у-2.0) ie A dv 
对 于 正弦 似 稳 场 或 近 区 场 ,有 
多 (zyyzyt) = Е Ж ебу D jw 
> dnelv R 
ДРА (5-102) 
vyp = | Ey z d y 
А(х,у,2,10) af A ау 


在 导电 媒质 中 , 似 稳 电场 必 将 引起 传导 电流 密度 J 二 oE 和 位 移 电 流 密度 Jo 一 2 . 对 
麦克 斯 韦 第 一 方程 


ткн = +50 =вЕ+°Р = ©р+°Р 
两 边 取 散 度 ,并 运用 第 四 方程 VY， D= o, 4 
рр = (5-103) 
其 解 为 
р = бе“ = бет (5-104) 
式 中 ， 
== (5-105) 


称 为 弛 殉 时 间 。 它 是 自由 电荷 密度 p 衰减 到 其 初始 值 p。 的 二 所 需 的 时 间 。 金属 导体 在 微 
波 范围 的 频率 下 ,有 exeo。 若 取 6o 宅 10 F/m, o™10S/m, W rs10-28s。 因 此 ,在 一 般 情 
况 下 金属 导体 内 部 有 p= 二 0, 即 使 最 初 放 入 密度 为 m 的 自由 电荷 , 它 将 极 快 地 散 开 并 分 布 于 
导电 媒质 的 表面 。 与 静电 场 的 情形 相同 ,在 时 变 场 中 导电 媒质 内 部 没有 自由 电荷 。 


5.7.3 电磁 理论 与 电路 理论 之 间 的 关系 


др 
д | _ 


在 低频 正弦 电路 中 ,工作 频率 很 低 ,不 但 似 稳 条 件 成 立 ,而 且 满 足 we Со, Ц J 


Е 96 ст, PAPIE PENDEK Ч Ва З ЕР ШИШИ BRAN, EIN 
韦 方 程 组 第 一 方程 写 为 YX 百 王 ,两 边 取 散 度 , 有 V。Vx R 

H=V: J=0 RÈ J + dS = 0. 即 电路 各 节点 上 的 电流 是 和 连 А 

ЖОТОЛ яте аа Т С Т OE © E. 

流 定律 ) , 即 С AB 

У) і=0о 05-106) а" 

图 5-16 Жк Y — H H ËH К.а 志和 电容 C 所 组 5-16 似 稳 场 中 的 串联 电路 
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成 的 串联 电路 ,满足 似 稳 条 件 。 可 由 似 稳 场 方程 得 到 低频 电路 方程 。 似 稳 场 的 场 源 中 的 传 
导电 流 密度 为 
J = o(E+ E.) 


式 中 ,是 似 稳 电场 ,E. ЖЕЙИН ШАКЫЙ. BEA E— — 9—94, h Ез 


Е, = 4-—Е = T +w + А 
с с дї 
于 是 
[ea г 2. аъ] №. di 十 | 24 дА ш 
即 
> ава f'a. 
= k. +f эг JA dl (5-107) 


上 式 右 端 第 一 项 的 积分 为 电路 的 总 电阻 ,如 果 略 去 电源 内 部 和 导线 的 电阻 以 及 电容 与 
电感 中 的 能 量 损耗 , 则 积分 值 为 R= 三, 第 一 项 等 于 Ri。 

右 端 第 二 项 是 动态 标量 势 梯度 的 线 积分 ,积分 与 路 径 无 关 , 故 只 在 电容 器 内 部 积分 , 即 
认为 电场 全 部 集中 于 电容 器 内 , 故 该 项 等 于 电容 器 两 极 板 间 的 电压 , 即 wc = фв— А = С = 
Ыш. 

右 端 第 三 项 ,由 于 电容 器 两 极 板 间 的 距离 很 小 而 近似 于 闭合 回路 积分 ,而 A 的 闭合 回 
路 积分 是 磁 通 , 故 该 项 是 感应 电动 势 。 但 外 电路 的 磁 通 远 小 于 电感 线圈 中 的 磁 链 , 即 认为 磁 


场 全 部 集中 于 电感 线圈 中 , 故 该 项 等 于 电感 线圈 的 电压, 即 и, = — в, = Чү = СЕ — 
а ' 
LS, р. 
ë= Ri + Ыш +. d (5-108) 
这 就 是 似 稳 电路 方程 。 对 正弦 电磁 场 , 上 式 为 
ё вісі +. і (5-109) 


这 就 是 低频 串联 电路 中 的 第 二 定律 即 电压 定律 。 
由 此 可 见 , 低 频 电 路 理论 是 麦克 斯 韦 电磁 理论 在 一 定 条 件 下 的 近似 结果 。 第 一 ,电路 尺 


寸 远 小 于 电磁 波 的 波长 即 R< 二 或 频率 远 低 于 /<< 未 ,以 满足 准 萝 态 条 件 即 似 稳 条 件 ; 第 


二 ,认为 电路 的 电场 能 量 和 磁场 能 量 分 别 集中 于 电容 和 电感 中 ,并 忽略 其 能 量 损耗 及 电路 导 
线 损耗 。 电 磁场 理论 是 普遍 适用 的 ,但 其 微分 方程 较 复 杂 , 在 一 般 情 况 下 不 易 求 得 严格 解 。 
虽然 电路 理论 是 一 种 近似 ,但 低频 电路 方程 是 一 组 代数 方程 ,用 它 分 析 与 计算 问题 要 简单 
得 多 。 

因此 ,求解 电磁 问题 有 两 种 方法 , 即 场 的 方法 和 路 的 方法 。 场 是 路 的 普遍 的 微观 描述 ， 
路 是 场 的 有 条 件 的 简化 与 宏观 体现 。 当 频率 升 高 以 致电 路 尺寸 与 波长 可 比拟 时 , 似 稳 条 件 
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不 再 满足 ,电场 储 能 和 磁场 储 能 的 空间 已 难于 分 开 , 除 极 个 别 的 情形 外 , 似 稳 电路 方程 失去 
适用 条 件 ,只 有 用 场 的 理论 来 解决 。 但 是 ,即使 在 高 达 微 波 频 率 的 范围 ,在 一 定 的 条 件 下 ,也 
可 以 使 用 电路 的 方法 以 简化 计算 ; 而 在 低频 范围 有 时 为 了 获得 电场 或 磁场 的 分 布 , 或 者 电 
路 元 件 的 计算 ,也 使 用 电磁 场 的 方法 。 


“5.8 科技 前 沿 : 麦克 斯 韦 方 程 组 的 空间 协 变性 一 一 电磁 
隐身 衣 的 基本 原理 


本 章 已 推导 得 到 了 麦克 斯 韦 方程 组 ,这 是 一 切 电磁 现象 所 遵从 的 规律 ! 麦克 斯 韦 方程 
组 是 一 个 线性 方程 组 ,满足 一 加 原理 ,而 且 具 有 空间 协 变 性 , 即 麦克 斯 韦 方 程 组 在 不 同 的 坐 
标 系 中 具有 相同 的 形式 。 换 言 之 , 即 通过 坐标 变换 ,不 改变 其 方程 的 形式 。 如 图 5-17 所 示 ， 
在 图 5-17(a) 所 示 的 空间 А 中 任 取 一 点 P(z,y,x) ,按照 函数 对 应 法 则 X =X (X) 18 ЖЮ 
射 为 图 5-17(b) 所 示 空 间 B 中 的 点 P(x ,y ,x’)。 其 中 ,入 = 二 (x,y,z),XX =y z). H 
麦克 斯 韦 方程 的 空间 协 变性 ,对 于 频率 为 w 的 电磁 波 , 在 空间 A 有 
VX E+jeg ° H = 0 


VX H — jwe + E = 0 (5-110) 
变换 到 空间 B, 则 有 
Ух Е'+]он',Н =0 
VX H'—jee + E' =0 (5-111) 
式 中 ,e e. 分 别 表示 空间 A 和 空间 В 的 电磁 参数 ,它们 都 是 矩阵 形式 ,表示 的 是 各 
向 异性 的 材料 。 
对 照 式 (5-110) 和 式 (5-111) ,理论 上 可 以 推 得 
mo Ns АТ 
ë €X = detA 
o q = Азас? AT 6-112) 
其 中 ,A 为 雅克 比 矩 阵 ,A4 二 9X /9XX, 代 表 着 两 空间 变量 的 关系 ,一 般 情 况 为 3X3 И.А" 为 
A 的 转 置 矩 阵 。 


Ц 


ч! 


(а) 坐标 变换 前 (а) 坐标 变换 后 
图 5-17 麦克 斯 韦 方程 的 空间 协 变性 示意 图 


2006 年 ,英国 物理 学 家 Pendry 等 人 提出 了 电磁 隐身 的 可 行 性 构想 ,在 随后 的 实验 中 这 
个 构想 得 到 验证 。 其 理论 基础 就 是 麦克 斯 韦 方程 组 的 协 变性 。 图 5-18 展示 了 Pendry 等 人 
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提出 的 “隐身 衣 ” 的 基本 原理 示意 图 。 图 5-18(b) 中 用 特别 设计 的 电磁 材料 填充 于 半径 为 R. 
和 R, 的 柱 面 之 间 , 电 磁 波 将 沿 着 这 种 “特殊 ”的 媒质 流动 , 绕 过 隐形 区 域 的 物体 ,之 后 又 回 
到 原来 的 传播 轨迹 ,从 而 实现 隐形 区 域 中 物体 的 隐形 。 图 5-18 中 带 箭头 曲线 给 出 了 一 条 电 
磁 波 的 典型 传播 路 径 。 事 实 上 ,电磁 隐形 衣 的 设计 也 非常 简单 : 假设 在 空间 X 中 有 一 个 任 
意 闭 合 的 曲线 (三 维 空间 为 曲面 ), 如 图 5-18(a) 中 所 示 半 径 为 R 的 柱 面 。 取 其 内 部 任意 一 
点 0, 设 想 曲 线 ( 面 ) 保 持 不 动 但 O 点 向 四 周 膨胀 ,并 得 到 另外 一 个 曲线 ( 面 ), 如 图 5-18(b) 
中 半径 为 Ri 的 柱 面 。 这 样 ,原来 O 点 的 位 置 ,凭空 多 出 一 个 区 域 来 ,这 就 是 隐形 区 域 。 而 上 
述 膨 胀 的 过 程 ,恰恰 可 以 用 空间 A 到 B 的 一 个 坐标 变换 来 表述 。 根 据 麦 克 斯 韦 方程 组 的 协 
变性 ,利用 式 (5-111) 式 (5-112) 即 可 得 到 隐形 衣 ( 两 个 曲线 或 曲面 之 间 的 区 域 ) 的 电磁 参 
数 。 有 具有 这 个 参数 的 材料 即 具有 电磁 隐形 的 功能 ,一 般 在 自然 界 中 并 不 存在 ,需要 用 特殊 的 
方式 加 工 得 到 ,它们 被 称 为 新 型 人 工 电 磁 材 料 , 又 叫 超 材 料 。 上 述 变 换 关系 称 为 变换 光学 
原理 。 


(а) 隐身 衣 的 设计 : 外 部 固定 ， 中 心 膨胀 (b) 柱状 隐身 衣 及 其 机 理 
图 5-18 Pendry 等 人 提出 的 隐形 示意 图 


变换 光学 理论 最 早 应 用 于 时 变 电 磁 场 , 后 来 推广 到 了 静态 场 ,如 静态 直流 场 静 磁场 , 静 
电场 等 。 第 3 章 给 出 的 直流 电 型 隐形 装置 的 设计 ,就 是 利用 了 变换 光学 的 原理 。 知 道 了 上 
述 原 理 , 还 可 以 设计 其 他 形状 的 电磁 隐形 装置 ,如 球形 .柱状 椭圆、 三 角 方形 等 等 ,甚至 还 
可 以 设计 心 形 的 电磁 隐形 衣 ! 但 其 基本 原理 ,都 是 上 面 提 到 的 变换 光学 原理 。 图 5-18 中 给 
出 的 就 是 柱状 隐形 衣 的 特例 。 

利用 麦克 斯 韦 方程 的 空间 协 变性 ,不 仅 可 以 实现 对 物体 的 隐身 ,而 且 可 以 实现 幻觉 和 反 
隐身 等 效果 。 因 此 , 它 已 经 成 为 21 世纪 初 电磁 理论 与 应 用 领域 的 研究 热点 之 一 。 


“5.9 时 变 电 磁 场 在 生活 中 的 应 用 


电 与 磁 是 大 自然 中 一 直 存在 的 现象 ,例如 闪电 与 磁石 。 人 类 很 早 就 知道 运用 电 与 磁 来 
改善 生活 ,丰富 生命 。 除 了 自然 存在 的 电磁 场 外 ,人 们 开发 了 许多 新 的 电磁 用 具 , 如 常用 的 
电磁 炉 、 微 波 炉 等 家 用 电器 ,甚至 磁悬浮 列车 、 输 变 电 设备 等 公共 设施 ,为 人 们 的 生活 提供 了 
诸多 方便 ; 又 如 电磁 秋千 .电磁 炮 、 通 信 卫 星 、 隐 形 飞 机 等 。 时 变 电 磁 场 的 应 用 可 谓 无 处 
不 在 。 


5.9.1 电磁 炮 
电磁 炮 是 利用 电磁 发 射 技术 制 成 的 一 种 先进 动能 杀伤 武器。 与 传统 大 炮 将 火药 燃气 压 
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力作 用 于 弹丸 不 同 , 电 磁 炮 是 利用 电磁 系统 中 电磁 场 产 生 的 洛 伦 效力 来 对 金属 炮弹 进行 加 
速 ,使 其 达到 打击 目标 所 需 的 动能 ,与 传统 的 火药 推动 的 大 炮 相 比 ,电磁 炮 可 大 大 提高 弹丸 
的 速度 和 射程 。 

电磁 炮 主要 由 能 源 、 加 速 器 .开关 三 部 分 组 成 。 能 源 通 常 采 用 可 蓄 存 10 一 100MJ 能 量 
的 装置 ,实验 用 的 能 源 有 蓄电池 组 、 磁 通 压 缩 装置 . 单 极 发 电机 ,其 中 单 极 发 电机 是 最 有 前 途 
的 能 源 。 加 速 器 是 把 电磁 能 量 转 换 成 炮弹 动能 ,使 炮弹 达到 高 速 的 装置 。 开 关 是 接 通 能 源 
和 加 速 器 的 装置 ,能 在 几 毫 秒 之 内 把 兆 安 级 电流 引进 加 速 器 中 。 

按照 结构 的 不 同 ,电磁 炮 可 区 分 为 电磁 轨道 炮 、 同 轴线 圈 炮 和 磁力 线 重 接 炮 三 种 。 目 前 
发 展 比较 迅速 .理论 和 实践 上 比较 成 熟 、 接 近 武 器 化 的 电磁 炮 ,主要 是 电磁 轨道 炮 和 同 轴线 
圈 炮 。 

1. 电磁 轨道 炮 

电磁 轨道 炮 由 两 条 联接 着 大 电流 源 的 固定 平行 导轨 和 一 个 沿 导 轨 轴 线 方向 可 滑动 的 电 
枢 组 成 。 发 射 时 ,电流 由 一 条 导轨 流 经 电 枢 , 再 由 另 一 条 导轨 流 回 ,而 构成 闭合 回路 。 强 大 
的 电流 流 经 两 平行 导轨 时 ,在 两 导轨 间 产 生 强 大 的 磁场 ,这 个 磁场 与 流 经 电 枢 的 电流 相互 作 
用 ,产生 强大 的 电磁 力 ,该 力 推动 电 枢 和 和 置 于 电 枢 前 面 的 弹丸 沿 导轨 加 速 运动 ,从 而 获得 高 

2. 同 轴线 圈 炮 

线圈 炮 又 称 交流 同 轴线 圈 炮 , 它 是 电磁 炮 的 最 早 形式 ,由 环绕 于 炮 腾 的 一 系列 固定 的 加 
速 线圈 与 环绕 于 弹丸 的 弹 载运 动 线圈 构成 , 它 是 根据 通电 线圈 之 间 磁 场 的 相互 作用 原理 而 
工作 的 。 把 加 速 线圈 固定 在 炮 管 中 , 当 它 通 入 交 变 电流 时 ,产生 的 交 变 磁场 就 会 在 弹丸 线圈 
中 产生 感应 电流 ,感应 电流 的 磁场 与 加 速 线圈 电流 的 磁场 互相 作用 ,产生 磁场 力 ,使 弹丸 加 
速 运 动 并 发 射出 去 。 


5.9.2 BNF 


电磁 秋千 最 典型 的 例子 是 商店 里 的 招 财 猫 , 开 关 打 开 后 招 财 猫 就 能 不 停 地 摆手 。 电 磁 
秋千 的 电路 十 分 简单 , 它 由 装 在 秋千 踏板 上 的 小 磁铁 和 底座 里 的 磁 控 开关 及 电磁 线圈 等 电 
路 组 成 。 

图 5-19 中 К 为 干 簧 管 ,又 称 磁 簧 开关 ,在 电路 中 作为 磁 控 开 关 ; L 为 电磁 线圈 , 当 秋千 
踏板 位 于 最 低位 置 时 ,踏板 上 小 磁铁 使 干 簧 管 K ZZ 
内 两 簧 片 磁化 吸 合 ,因而 有 电流 通过 线圈 工 ,并 产 Ç 
生 磁 场 ,线圈 的 特定 绕 向 使 线圈 产生 的 磁场 和 踏板 
磁铁 的 磁场 正好 相反 ,线圈 磁场 将 踏板 推 向 高 处 。 ”踏板 
踏板 远离 干 簧 管 K 后 ,使 K 里 磁场 减弱 ,两 簧 片 立 
即 脱 开 复原 ,线圈 工 中 电磁 场 也 随 之 消失 ,踏板 在 


重力 作用 下 ,又 反方 向 摆 回 。 当 越过 干 纂 管 上 方 时 K DYN 
K Ж ж Бой, р Е RARER (Ou А ЕГ 
止 ,踏板 就 前 后 不 停 地 来 回 摆动 着 。 发 光 二 极 管 


LED 和 限 流 电阻 R 串联 后 并 联 在 线圈 工 的 两 端 ， 
当 工 通电 时 ,LED 0.1. 失 电 时 ,LED 也 图 5-19 电磁 秋千 示意 图 
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随 之 熄灭 ,所 以 秋千 来 回 摆动 时 ,LED 也 就 一 闪 一 闪 地 发 光 。 
5.9.3 磁悬浮 


磁悬浮 技术 的 主要 原理 是 利用 高 频 电 磁场 在 金属 表面 产生 的 涡流 来 实现 对 金属 物体 的 
悬浮 。 将 金属 样品 放置 在 通 有 高 频 电 流 的 线圈 上 时 ,高 频 电 磁场 会 在 金属 材料 表面 产生 一 
高 频 涡流 ,这 一 高 频 涡 流 与 外 磁场 相互 作用 ,使 金属 样品 受到 一 个 磁力 的 作用 。 在 合适 的 空 
间 配 制 下 ,可 使 磁力 的 方向 与 重力 方向 相反 ,通过 改变 高 频 源 的 功率 使 电磁 力 与 重力 相等 ， 
即 可 实现 电磁 悬浮 。 一 般 通 过 线圈 的 交 变 电流 频率 为 10: —10 Hz。 最 常见 的 应 用 便 是 磁 
悬浮 列车 。 

磁悬浮 列车 利用 安装 在 列车 两 侧 转向 架 上 的 悬浮 电磁 铁 和 铺设 在 轨道 上 的 磁铁 之 间 的 
排斥 力 , 使 车 体 完 全 脱离 轨道 ,悬浮 在 距离 轨道 约 lem 处 ,腾空 行驶 ,创造 了 近乎 “ 零 高 度 ” 
空间 飞行 的 奇迹 。 


5.9.4 ЕЗ НЕ 


在 大 块 导 体 中 ,可 任意 构成 许 许多 多 闭合 的 导体 回路 , 当 大 块 导 体 在 磁场 中 运动 时 ,所 
有 这 些小 的 导体 回路 都 做 切割 磁 感 线 运动 ,如 图 5-20 所 示 , 因 而 
在 回路 中 形成 许多 闭合 的 感应 电流 , 称 为 涡 电流 。 根 据 楞 次 定 
律 ,所 有 这 些 涡 电流 受 磁场 作用 的 电磁 力 将 阻碍 大 块 导体 在 磁场 
中 的 运动 ,也 就 是 说 , 涡 电 流 受 到 的 电磁 力 是 阻力 , 称 为 电磁 阻 
尼 , 由 于 导体 电阻 率 很 小 ,即使 感应 电动 势 不 大 ,也 可 能 产生 明显 
的 涡 电流 ,使 他 们 受到 的 电磁 阻力 明显 。 

电磁 阻尼 被 广泛 应 用 于 需要 稳定 摩擦 力 及 制 动 力 的 场合 , 例 “ 
如 万 用 表 、 电 磁 制 动机 械 等 。 


图 5-20 电磁 阻尼 示例 
本 章 小 结 
1. 麦克 斯 韦 方程 组 及 辅助 方程 
积分 形式 微分 形式 正弦 电磁 场 


ofu -a= | (3+2). as YXH=J+ Ü ухн=/+р 


бф. а =—| SB as ух Е =— 28 VX E =— jaB 
1 s at д 
‹›фв.аз=о V-B=0 V.B = 0 
Js 
w $p. as=Q у-р=р V: p= р 
s 


辅助 方程 : B= uH ,D=eE,J.=oE 
洛 伦 效力 : F=Q(E+ ox B) 
洛 伦 效力 密度 : f=pE+JXB 


216 | 电磁 场 与 电磁 


2. 电磁 场 边 值 关系 


媒质 分 界面 两 种 媒质 分 界面 两 种 介质 分 界面 介质 与 理想 导体 分 界面 
nX (了 —H:)=Js Hu = Ha H.=Js 
nX(E—E,)=0 En = En Е,=0 
边 值 关系 п. (В. —B,)=0 Bs = В B,=0 
n ° (D, —D:)=ps Du 一 D:。 D, =ps 
3. 坡 印 廷 定理 和 坡 印 廷 矢量 
坡 印 廷 定理 : 
aW 
j (Ex H) 。 as+ | Е - JAV =— S PAER) 
8 у dt 
У. (E X H) +E •Ј 一 一 s (微分 形式 ) 
坡 印 廷 矢量 瞬时 值 : S=EXH 
正 驴 电磁场 的 复数 坡 印 廷 矢量 : 5, ЕН" = 让 EX H; 
正弦 电磁 场 的 复数 坡 印 廷 矢量 时 间 平 均值 : 
S = ReS, = Re E, X H; = +Re E, x H; 
4. 电磁 场 的 矢量 势 和 标量 势 及 其 微分 方程 
动 态 场 
态 
势 时 变 场 正弦 场 эе» 
sa кас Гү VA+EA= yJ p= 
##+$=— ШАГ 
в Piip 23-2 | є м 
7 є С =а?єр) 
推迟 势 ( 动 态势 ) 静态 势 
矢 i 
Г e J[z# y z | £—— Jex sy х ) eR) 
= Ж ( v ) Т Ty se А 
al^ Ar R v ASe R ay 
和 а _ lÍ yoi IES s 
16-2) Р 15, += ть], 5 aa = Ef 1222 ау 
TEJ v j $ 1 
量 270 рб зуу 
> 似 稳 场 tl k Y 
-L| rsy d y -E| Ly A 
— А 4rJv R dy A dav R av, 
+ 
DN | psy z tb) „„ —_ p(z',y = )е" _, 
算 二 dV’ а e ` dV’ 
1 
场 B= A н= VXA B=VXA 
量 E=—w— E=—V$—jwA E—=—w 
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习题 


5.1 设 沿 十 > 方向 传输 的 均匀 平面 电磁 波 电场 为 E 二 Ensin(wt 一 Bz)e: ,一 长 为 a、 宽 
为 5 的 矩形 线圈 的 轴线 在 zx 轴 上 , 且 与 xzOz 平 面 夹 角 为 a( 见 题 5. 1 图 )。 求 该 线圈 中 的 感 
应 电动 势 。 

5.2 ”尺寸 为 aXb 的 矩形 线圈 与 长 直线 电流 i 共 面 , 且 靠 近 直 线 电 流 的 边 与 线 电流 平 
行 ,二 者 相距 为 d, 线 圈 以 角速度 w% 绕 其 中 心 轴 旋 转 , 如 题 5. 2 图 所 示 。 试 求 下 列 两 种 情况 
下 线圈 中 的 感应 电动 势 : 


о 


题 5.1 图 题 5. 2 图 


(1) ;一 和 (常数 ); 

(2) i=In,cosQt。 

5.3 平行 双 线 与 一 矩形 回路 共 面 ,如 题 5. З 图 所 示 , 设 =0.2m， |. 
b=c=d=0.1m,i=0. lcos(2rX1070A, 求 回路 中 的 感应 电动 势 。 milli a 

5.4 电子 回旋 加 速 器 利用 空间 的 交 变 磁场 产生 交 变 电场 ,从 而 


使 带电 粒子 加 速 。 设 加 速 器 中 的 磁场 在 圆柱 坐标 系 内 只 有 轴 向 分 |” © Ç 
量 , 且 只 是 гу ПОРА. HSSC Den WREEK r 处 感应 电 题 5.3 图 


场 的 大 小 与 方向 。 若 在 某 一 时 间 间 隔 内 fesn= C, ,其 中 C 是 常 


数 。 试 求 感应 电场 强度 的 具体 形式 。 

5.5 长 为 1 的 圆柱 形 电容 器 ,内 外 电极 的 半径 分 别 为 与 xo, 其 中 介质 的 介 电 常数 为 
s。 若 两 极 板 间 所 加 的 电压 u 二 Ussinwt, 且 其 角 频 率 o 不 高 , 故 电场 分 布 与 静态 场 情形 相 
同 。 试 计算 介质 中 的 位 移 电 流 密度 及 穿 过 介质 中 半径 为 >(m 二 r 二 rs) 的 圆柱 形 表面 的 总 位 
移 电 流 ; 并 证 明 后 者 等 于 电容 器 引线 中 的 传导 电流 。 

5.6 一 铜 导线 中 通过 1A 的 传导 电流 ,已 知 铜 的 介 电 常数 为 6, 电导 率 为 co 二 5. 8X 
107S/m。 试 分 别 求 电流 的 频率 为 10kHz 与 100MHz 时 导线 中 的 位 移 电流 。 

5.7 一 球形 电容 器 内 外 电极 的 半径 分 别 为 六 与 疡 :其 间 填 充 介 电 常数 为 es 的 介质 。 
若 两 球面 极 板 间 所 加 的 电压 a= U, sino: , 且 其 角 频 率 o 不 高 。 试 计算 介质 中 的 位 移 电流 密 
度 及 穿 过 介质 中 半径 为 гол 二 r=r;) 的 球面 的 总 位 移 电 流 。 

5.8 ”假设 真空 中 的 磁场 强度 为 了 二 0.01cos(6xX1051 一 2xz)e,A/m, 试 求 与 之 相应 的 
位 移 电 流 密 度 。 
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5.9 已 知 电场 强度 矢量 为 
Е = EsLcos(wi — B=) e, + sin(wt — Bz) e, ] 

HP. Eno 及 B 均 为 常数 。 试 由 麦克 斯 韦 方 程 组 确定 与 之 相 联系 的 磁感应 强度 矢量 В. 

5.10 试 写 出 下 列 各 场 量 的 复数 表示 式 的 瞬时 值 : 

(1) E=E,e е, ; 

(2) H= H,,e 'i#-P*e, ; 

(3) E=E,.sin8ze; ; 

(4) E=40(/2 —j /2)e "e; 

(5) H=(4 е„-Е5)е„)е“+#®, 

(6) E=10e te, 。 

5.11 如 题 5.11 图 所 示 , 已 知 相距 为 d 的 两 无 限 大 平行 导体 板 间 的 电场 强度 为 

E = Encos(wt — Вх) e, 

试 求 两 板 间 的 磁场 强度 和 导体 板 上 的 感应 电荷 及 电流 分 布 。 

5.12 长 为 /内 外 半径 分 别 为 ri 与 rs 的 理想 导体 同 
轴线 ,两 端 用 理想 导体 板 短 路 。 内 外 导体 间 填 充 介 电 常 数 
为 e、 磁 导 率 为 yo 的 介质 。 介 质 内 的 电磁 场 分 别 为 


Е = A singz e, 


р 
„В i 2 
H =j Boosted e, 一 一 二 4 


试 确定 式 中 A.B 间 的 关系 ,并 求 出 8 和 =n rs 及 = 一 0 题 5.11 图 
面 上 的 电荷 面 密度 与 面 电流 密度 。 
5.13 已 知 在 自由 空间 传播 的 均匀 平面 波 的 磁场 强度 为 
H(z,t) = 0. 8(e, + e,)cos(6z X 10° — 2xz=) A/m 

(1) 求 此 电磁 波 的 电场 强度 矢量 ; 

(2) 计算 瞬时 坡 印 廷 矢量 。 

5.14 由 半径 为 a Ну gdCd<a) 的 圆 形 极 板 构成 的 平行 板 电容 器 ,其 中 的 介质 是 非 
理想 的 ,具有 电导 率 "、 介 电 常 数 s。 假 定 电容 器 内 的 电场 是 均匀 的 ,可 忽略 其 边缘 效应 。 若 
电容 器 有 电压 为 Uo 的 直流 电源 供电 , 试 求 电容 器 内 任 一 点 的 坡 印 廷 矢量 ,并 验证 其 中 损耗 
的 功率 由 电源 供给 。 

5.15 ”在 同一 空间 有 可 能 存在 静止 电荷 的 静电 场 E 和 永久 磁铁 的 磁场 吾 , 这 时 有 可 能 
存在 坡 印 廷 矢量 S$ 二 EXH, 但 没有 能 流 。 试 证 明 对 任 一 闭合 面 S, 则 有 


ф Ex Н) .ds 一 0 
5.16 由 理想 导体 板 构成 的 波导 内 的 电场 强度 为 
E = Eusin зїп шг 一 pz) e, 
内 部 为 空气 ( 见 题 5. 16 图 ) , 试 求 : 


СТ) 波导 内 的 磁场 强度 和 波导 壁 上 的 面 电流 密度 ; 
(2) 波导 内 的 位 移 电流 密度 ， 
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(3) 波导 内 的 坡 印 廷 矢量 的 瞬时 值 和 平均 值 ; 
(4) 穿 过 波导 任 一 横 截 面 的 平均 功率 。 
5.17 已 知 时 变 电 磁 场 中 矢量 势 为 4 一 e-Awsin(wl 一 Az), 其 中 A。 为 常数 , 求 电场 强 
БЕ .磁场 强度 及 坡 印 廷 矢量 。 
5.18 ”如 果 在 良 导 体 中 存在 正弦 电磁 波 , 试 证 明 近 似 有 
E joeA, B=VXA, J jwoA 
ҮА —јорА =0 与 VA=0 
5.19 若 电磁 场 矢量 势 的 分 量 A, 二 A, 二 0,A. 二 f(r)ew 8 , 试 求 在 圆 坐 标 系 内 场 量 五 
与 H 的 表示 式 。 
5.20 ”在 无 耗 的 各 向 同性 媒质 中 ,电场 E 的 波动 方程 为 YE 十 w’epE 二 0, 试 问 在 什么 条 
件 下 E==E。e*“' 是 波动 方程 的 解 ? 其 中 为 常 矢量 ,r 为 位 置 撩 径 。 此 电场 作为 麦克 斯 韦 
方程 的 解 的 条 件 是 什么 ? 


5.21 车 仅 考虑 远 场 区 , 且 设 电流 沿 = 轴 方 向 流动 , 试 证 明 н=19хА 在 球 坐标 系 内 
可 以 简化 为 


H; == Lj 

и Ir 
5.22 长 为 !(! 不 甚 小 于 波长 ) 的 直 导 线 沿 = 轴 放 置 , 其 中 心 在 原点 。 设 直 导 线 上 载 有 
沿 十 z 方向 为 正 的 交 变 电 流 ,其 复数 值 为 I(z) = Tue- 六。 试 求 在 远 区 任 一 点 处 电磁 场 的 矢 


量 势 及 磁场 强度 。 


Ыса 电磁 波 的 传播 


CHAPTER 6 


本 章 导 读 : 在 第 5 章 中 ,根据 麦克 斯 书 方程 组 中 第 一 方程 ,第 二 方程 知 ,随时 间 变 化 的 
电场 可 以 在 周围 激发 时 变 磁场 。 同 时 ,随时 间 变 化 的 磁场 也 可 以 激发 时 变 电 场 ,时 变 电 磁场 
满足 矢量 波动 方程 ,表明 其 具有 波动 性 。 

电磁 波 的 传播 是 指 电磁 波 脱 离 波源 后 在 空间 的 运动 过 程 ,以 波动 性 为 主要 表现 形式 ,是 
本 课程 的 重点 内 容 之 一 。 本 章 将 从 最 基本 的 均匀 平面 电磁 波 入 手 , 首 先 介绍 均匀 平面 电磁 
波 在 无 界 的 理想 媒质 中 的 传播 特性 ; 在 此 基础 上 ,介绍 有 耗 媒 质 中 、 两 种 媒质 分 界面 上 电磁 
波 的 传播 特性 ; 最 后 ,介绍 由 金属 边界 围 成 的 矩形 波导 中 电磁 波 一 导 行 波 的 传播 特性 。 
此 外 ,本 章 还 增加 了 一 些 最 新 科研 成 果 , 简 介 了 电磁 波 在 新 型 电磁 材料 中 的 传播 规律 和 应 
用 。 要 求学 生 重点 掌握 均匀 平面 电磁 波 在 连续 媒质 中 的 传播 特性 以 及 在 媒质 分 界面 上 的 反 
射 与 折射 规律 ,理解 电磁 波 的 相 速 度 、 群 速度 、 趋 肤 效应 表面 电阻 等 概念 。 本 章 的 学 习 为 后 
续 微波 技术 和 其 他 相关 课程 商定 相应 的 基础 。 


6.1 理想 介质 中 的 均匀 平面 电磁 波 


6.1.1 电磁 波 的 波动 方程 及 其 解 一 一 均匀 平面 电磁 波 
在 理想 各 向 同性 介质 中 ,麦克 斯 韦 方程 组 为 
др 


ухн=/+2; 


__9В 
VX E =— 9. (6-1) 


У. В = 0 

У.р = р 
其 中 ,D==eE,B 二 uyH 。 对 于 无 源 区 域 ,自由 电流 密度 和 自由 电荷 密度 都 为 0, 即 J 二 0 与 o= 
0。 将 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 第 一 方程 .第 二 方程 取 旋 度 并 运用 矢量 微分 恒等式 ,可 得 电场 强 
FE E RERE H 的 波动 方程 分 别 为 


VE—ep TA =0 (6-2a) 


2 
VH—ep 1 = 0 (6-2Ь) 
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上 述 两 个 场 矢量 的 方程 是 均 包 含 三 个 标量 的 波动 方程 。 在 直角 坐标 系 内 ,每 一 标量 波 
动 方程 将 只 包含 场 和 撩 量 的 一 个 分 量 。 若 用 y 表示 其 中 任 一 个 分 量 , 则 可 将 它们 统一 写 为 以 
下 形式 : 


дф дф PY oy 
522 +958 Кг = s 52 (6-3) 
首先 考虑 最 简单 的 一 种 情况 。 设 电磁 波 沿 = 方向 传播 , 场 量 只 在 沿 传播 方向 即 = 方向 
变化 ,而 在 rOy 平面 内 无 变化 ,考虑 电场 强度 沿 工 方向 的 分 量 即 取 % 一 已 (=,0 ,于 是 式 (6-3) 
变 为 
PE PE, o в 
上 式 仅 为 一 个 空间 坐标 变量 z 的 函数 , 即 一 维 波动 方程 。 第 5. 7 节 中 达 朗 贝尔 方程 解 
的 意义 可 得 ,此 方程 的 一 个 解 为 (x 一 vt) , 它 是 宗 量 (x 一 v4) 的 任意 函数 。 其 中 ,v 是 电磁 
波 的 传播 速度 即 波 速 , 它 等 于 


о = (6-5) 
Vep 


EH, f(z 十 vt) 也 是 它 的 一 个 解 ,以 波 速 v 沿 一 x 方向 传播 的 波 ,因此 式 (6-4) 的 通 
解 为 


E, (z,t) = fi(z— t) + р (z + ш) (6-6) 
将 f(z 一 v1) 、fs(z 十 v2) 分 别 用 E+ (z,1) „Е (= 表示 , 故 式 (6-6) 又 可 以 写 为 
E,(z,t) = Et(z,1) + E; (z,t) (6-7) 
在 自由 空间 即 真 空中 , 行 波 的 波 速 为 
1 
„= =< (6-8) 
ü У Eo Ho ` 
式 中 ,w 是 真空 中 电磁 波 的 波 速 , 即 光速 c。 由 式 (6-5) 与 式 (6-8) 可 得 
1 £ 
= = (6-9) 
Инг МЕ 


由 此 可 见 , 电 磁 波 的 波 速 取决 于 媒质 的 属性 。 在 不 同 的 介质 中 ,电磁 波 的 传播 速度 不 
同 , 且 小 于 光速 。 

用 类 似 的 方法 可 得 , 场 分 量 E, .H, 和 Н, 均 为 一 个 空间 坐标 变量 x 的 函数 。 由 式 (6-1) 可 
A.V. B= 二 V* E=0, R.N E fll H EJ Ej х,у 无 关 , 故 有 


дЕ. _ ән. 
э “0 和 J 


因此 ,E. ЖН. 与 = 无 关 , 可 令 
E.=0 5 Н. =0 


= 0 


Е = E.e, + E,e, 
(6-10) 
H = Н,е, + Н,е, 
由 此 可 见 , 在 理想 介质 (包括 真空 ) 中 传播 的 电磁 波 其 电场 和 磁场 没有 传播 方向 上 的 纵 
向 分 量 , 即 E. 二 及 :一 0, 而 只 有 与 传播 方向 垂直 的 横向 分 量 , 且 场 量 在 横向 截面 上 分 布 均 
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匀 , 故 这 类 电磁 波 称 为 均匀 平面 波 ,又 可 称 为 横 电 磁 (TEM) 波 。 

对 于 均匀 平面 波 的 研究 具有 实际 意义 。 例 如 在 远离 场 源 ( 太 阳 、 天 线 等 ) 的 小 区 域 里 可 
以 把 场 源 发 出 的 球面 波 看 成 是 只 向 一 个 方向 传播 的 均匀 平面 波 ; 另 一 方面 ,均匀 平面 波 可 
用 随时 间 变 化 的 三 角 函 数 或 复 指数 函数 来 表示 ,其 数学 处 理 较 简单 , 且 任 何 复杂 形式 的 电磁 
波 都 可 以 通过 傅 里 叶 级 数 展开 或 积分 变换 分 解 为 许多 不 同 频 率 的 均匀 平面 波 的 又 加 , 故 它 
也 有 着 重要 的 理论 意义 。 

在 一 般 情况 下 ,电磁 波 的 电场 和 磁场 矢量 各 有 三 个 分 量 , 若 各 分 量 缘 不 为 0 时 , 称 这 类 
电磁 波 为 混 型 (HE 或 EH) 波 。 对 于 一 类 Е„=0 而 Н. 320 的 波 , 因 为 电场 只 有 横向 分 量 , 故 
称 之 为 横 电 (CTE) 波 ; 由 于 它 仅 有 磁场 的 纵向 分 量 ,也 称 为 磁 (H) 波 。 对 于 H.=0 而 下 .天 0 
的 波 , 则 称 之 为 横 磁 (CTM) 波 或 电 (E) 波 。 若 电磁 波 的 六 个 场 分 量 中 只 有 一 个 横向 电场 分 量 
Уа (Е, =0 R E, =0) й, R rB IRER ht E 在 纵 平面 内 , 故 称 之 为 纵 电 (LE 或 LSE) 波 ， 
而 只 有 一 个 横向 磁场 分 量 为 零 (五 .=0 或 瓦 ,=0) 的 波 , 则 称 之 为 纵 磁 (LM 或 LSM) 波 。 


6.1.2 复 波动 方程 和 均匀 平面 波 的 传播 特性 


对 于 随时 间 按 正弦 (余弦 ) 规 律 变化 的 电磁 波 , 亦 即 正弦 电磁 波 , 场 量 随时 间 变 化 规律 的 
复数 形式 为 ex 。 由 式 (6-2a) 、 式 (6-2b) 可 以 得 到 其 波动 方程 的 复数 形式 为 


VE+KE=0 
(6-11) 
и =0 
DE AE k Z Jy Pë B.P 29 tB RA A M ЖЕЗ Helmholt Jy PE, Н, 
k= о vep (6-12) 
称 为 圆 波 数 ,简称 波 数 。 为 了 引出 有 关 电 磁 波 传播 特性 的 几 个 重要 参数 ,将 式 (6-11) 改 写 
为 如 下 形式 : 
МЕ = ZE 
| (6-13) 
VH = ZH 
RH, 0 але :或 
Y= jø vep =jB (6-14) 
y 称 为 传播 常数 ,8 称 为 相位 常数 。 考 虑 到 式 (6-5), 则 有 
B=k=w Ми = 5 (6-15) 


对 于 沿 x 方向 传播 的 均匀 平面 波 ,E 和 HH 都 只 有 横向 分 量 , 且 在 横向 无 变化 。 例 如 E, 
分 量 的 复 波动 方程 由 式 (6-13) 可 以 写 为 
ZE, 


ЕТЫ 


= E, (6-16) 


其 解 为 
E, (z) = E} (z) + E; (2) = Ete™ + Ene” 
即 
E, (z) = Ete + Ее (6-17) 
类 似 地 ,均匀 平面 波 的 其 他 场 分 量 E, H, MH, 也 可 以 写成 上 述 形式 。 
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为 讨论 方便 , 先 考虑 沿 十 方向 行进 的 波 , 并 设 电 场 沿 十 xz 方向 , 即 电 场 强度 矢量 EE 只 
有 Ez 分 量 , 其 瞬时 值 可 以 写 为 


E} (z,t) = Etcos(wt — Bz) (6-18) 
上 式 可 以 表示 为 
Et(z,1) = EtReLe'™ ] (6-19) 
通常 将 取 实 部 的 符号 Re( 或 取 虚 部 的 符号 Im) 和 时 间 因 子 е 省 略 , 即 简写 为 
Et (z) = Еўе (6-20) 


由 式 (6-18) 可 见 ,Bz 代表 相位 角 , 相 位 常数 8 表示 电磁 波 沿 十 > r lB] е Да 19 Bi BS P ME 
后 的 相位 ,8 也 称 相 移 常数 ,单位 是 rad/m。 在 传播 方向 上 相位 差 为 2x 的 两 点 间 的 距离 称 
为 波长 ,以 A 表示 , 故 有 

2 
p=k= 全 (6-21) 

可 见 ,B 与 & 都 表明 在 2x 的 距离 上 波长 的 个 数 , 故 8 也 可 称 为 波 数 。 

式 (6-18) 给 出 了 在 = 处 : 时 刻 的 场 量 。 在 x 为 常数 的 平面 上 ,各 点 的 相位 相等 。 通 常 
将 电磁 波 的 空间 相位 相等 的 场 点 所 构成 的 曲面 称 为 电磁 波 的 等 相 面 ( 即 波 阵 面 ), 而 称 幅 值 
相等 的 面 为 等 幅面 。 等 相 面 为 平面 的 电磁 波 称 为 平面 波 。 若 平面 波 的 等 相 面 上 幅 值 也 处 处 
相等 , 则 称 之 为 均匀 平面 波 。 可 见 , 平 面 波 的 等 相 面 亦 是 等 幅面 ,显然 , 式 (6-18) 表 示 的 是 
均匀 平面 波 。 

在 一 般 情况 下 ,电磁 波 可 以 沿 空间 任 一 方向 传播 ,由 式 (6-11) 可 知 ,在 直角 坐标 系 内 ， 
电场 复 矢量 记 满 足 三 维 矢量 交 姆 惟 兹 方程 : 


FE PE, дЕ 
әд? ау? az 


W E 的 三 个 分 量 E, E, E. EJWB AE AH E) JE И Н ЖЕ ГРА: 

E „ PE , FE , ,, 

J + a T 22 +E = 0 (6-23) 
其 中 ,i=x,y,z。 可 采用 分 离 变 量 法 求 出 任 一 分 量 E; ,以 E, 为 例 , 令 E,=X(z)Y(y)Z(z), 
代入 式 (6-23), 并 在 等 式 两 端 同 除 以 XYZ, 可 得 


— +в 0 (6-24) 


由 于 上 式 前 三 项 分 别 只 关于 变量 z、y RI z 的 函数 , 故 前 三 项 必须 分 别 等 于 各 自 的 分 离 
常数 。 设 分 离 常数 分 别 为 一 已 、 一 局 1—2, 
X’ +X =0, Ү+МҮ=0. 7+7=0 (6-25) 


+ЕЕ = 0 (6-22) 


且 满 足 : 
ki +k +k = k? (6-26) 
式 (6-25) 中 三 个 方程 对 应 的 本 征 函数 分 别 应 为 Alesk= Ае А зеле, Дир, Н 
数 因子 中 的 “十 ”代表 平面 波 沿 负 z、y、z 传播 方向 ,而 各 指数 因子 中 的 “一 "代表 平面 波 沿 正 
ayz 传播 方向 。 假 设 平面 波 仅 沿 着 正 у= 方向 传播 , 则 电场 分 量 的 形式 解 为 
E, = Емен (6-27) 
其 中 ,Es 为 E, ИЙ. ELR KO ke, The, 十 4e-, 称 为 波 矢量 ,其 大 小 为 波 数 4 一 
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至 。 再 利用 r 一 ze: 十 yey 十 ze-, 上 式 可 表示 为 


E, = Еле" (6-28) 

对 于 电场 E 的 其 他 分 量 可 同 理 得 到 形式 解 分 别 为 FE, 一 Eve Е. = Еле", SR 
矢量 形式 即 为 

E = E, er (6-29) 


ЖР ,En=Ene, Epe, E. e, 为 电场 强度 的 合 振幅 。 

ШУ, E=0, KR (6-29) ЖЛ, AVe (Ее) = (V+ Е. )е й" БЕ, • Ve ik*r = 
—jk • E=0 Вр 

к.Е=0 (6-30) 

ERKI B ЖП B Ж ЖОНЕ E 与 波 矢量 方向 垂直 。 由 
k © r=k,z Ау Ах = С 可 知 该 电磁 波 的 等 相 面 仍 为 平 
面 , 且 与 矢量 大 垂直 , 故 得 波 矢 量 的 方向 沿 波 的 传播 方向 ， 
如 图 6-1 所 示 。 

式 (6-29) 的 实数 形式 可 写 为 


E = E,.cos(ot — k • r) (6-31) 
2006-20) 2006-29) ИЯ]. nf WL JH UE Ж ht {їн ЭЖ 98 05) f& 8 
更 为 方便 。 ⁄ 
СИЗИ 61 ЖЕН 
а 平面 波 和 上 矢量 
poa (6-32) 
w 
相应 的 频率 则 为 
= унш Л 3 
=т= эх (6-33) 
将 上 式 与 式 (6-21) 代 入 式 (6-15) 可 得 
о = ЈА (6-34) 
考虑 到 式 (6-15), 则 有 
a=? І З А (6-35) 
f уйш Мт. sm ° 
式 中 ,一 了 是 电磁 波 在 自由 空间 中 的 波长 。 相应 地 有 
а-в ® => ш = © шщ к єн, = ko ешь (6-36) 
其 中 心 一 笃 一 到 是 电磁 波 在 自由 空间 中 的 波 数 。 可 见 ,电磁 波 的 波长 4、 相 移 常 数 B、 波 数 


与 电磁 波 的 频率 及 它 所 处 媒质 的 参量 ey 有关。 介质 中 电磁 波 的 波长 4 小 于 它 在 自由 空间 
中 的 波长 Xo ,而 波 数 & 或 相 移 常数 8 却 大 于 它 在 自由 空间 中 的 波 数 Ao o 

至 于 磁场 强度 矢量 H 可 由 式 (6-29) 和 麦克 斯 韦 第 二 方程 的 复数 形式 VX E= — jowu H 
求 得 : 
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H= 二 Ух (E, er) = -1—(Уе*” X Es + e r VX En) 
wp wy 


= L ек X En = lx хЕ.е й" = £ XE 
wy wp wy 


=, XE (6-37) 


ор 
式 中 ,es 一 契 是 波 的 传播 方向 上 即 波 矢量 的 单位 矢量 。 


由 式 (6-30)、 式 (6-37) 可 见 ,磁场 与 电场 相互 垂直 , 且 与 波 矢 量 垂直 , 己 . 吾 大 服从 右手 
规则 ,如 图 6-2 所 示 。 


定义 
_E _ on _ 
z=E- s |а (6-38) 
为 电磁 波 在 介质 中 的 波 阻抗 ,此 值 取决 于 媒质 参量 e 和 jy。 在 自由 空间 中 , 波 阻抗 为 

= Je = 120zQ ~ 3770 (6-39) 

于 是 式 (6-38) 又 可 以 表示 为 
Z= |7, (6-40) 

Er 


式 (6-38) 表 明 ,E ЙКЕ Н 的 值 的 Z 倍 。 当 电磁 波 沿 十 z 方向 传播 时 ,如 果 E 只 有 Ez 
分 量 , 则 由 式 (6-37) 知 HAA Hi 分 量 , 即 EE 沿 十 x 方向 时 ,H 沿 十 y 方向; W E RA EF 
分 量 , 则 五 仅 有 Hz Ж. ЩЕ WY y 方向 时 ,五 沿 一 x 方向。 均匀 平面 波 的 电场 矢量 E 和 
磁场 矢量 HH 在 时 间 上 同 相位 ,在 空间 互相 垂直 ,如 图 6-3 所 示 。 


е Я 
н (н) 


图 6-2 E 与 H 及 k 三 者 垂直 的 关系 图 6-3 均匀 平面 波 的 电场 和 磁场 


在 一 般 情况 下 , 波 的 传播 方向 沿 其 波 矢量 k 的 方向 为 空间 任意 方向 , 当 由 电场 矢量 Е 
去 求 磁 场 矢量 吾 时 , 式 (6-37) 又 可 以 表示 为 


н = е, ХЕ (6-41) 
类 似 地 , 若 将 均匀 平面 波 的 磁场 强度 矢量 H 写 为 复 矢量 式 , 即 
H = Н„е*” (6-42) 


由 磁场 矢量 н 去 求 电场 矢量 E 时 , 则 由 麦克 斯 韦 第 一 方程 的 复数 形式 YX 互 王 jwe 瑟 , 同 理 
可 得 

1 
WE 


E==. vH kXH=— Że, XH = ZH хе, (6-43) 
wE wE 
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重点 归纳 : PAER P, AG-41), (6-43) E T h Ot E 17 RE H 的 方法 
及 相反 情形 ,非常 重要 。 但 具体 应 用 时 不 用 死记 ,只 要 将 式 (6-1) 中 前 两 方程 按照 Y > 


9 
jk jo 代 换 , 即 可 得 到 。 


例 6.1 设 空气 中 一 沿 十 = 方向 传播 的 正弦 均匀 
平面 波 电场 强度 的 表达 式 为 Е= Eusin(ol 一 pz)e., 现 于 
空中 置 一 长 为 a、 宽 为 5 的 矩形 线圈 ,上 且 其 平面 与 一 0 
的 平面 重合 ,线圈 的 一 个 宽 边 与 x 轴 重 合 ,如 图 6-4 所 
示 。 试 求 此 线圈 中 的 感应 电动 势 的 大 小 。 

解 方法 1: 利用 感应 电场 的 积分 。 

Нея E= E,sin(or —Bz)e, ,得 百 沿 十 > 方向 ,如 
图 6-4 所 示 。 不 妨 选送 时 针 方向 为 电动 势 的 参考 方 
向 ,因为 线圈 的 两 长 边 与 下 垂直 , 故 在 两 长 边 上 处 处 有 ”图 6-4 求 矩 形 线圈 中 的 感应 电动 执 
已 .dl 一 0, 于 是 矩形 线圈 中 的 感应 电动 势 为 


W 0 b 
сфе. = | Eusinotdz 十 | Eintr = piis 
1 b 0 


bEnLsinwt — sin(wt 一 应 )] 2bE „зїп ” со[а ë ) 


可 见 感应 电动 势 与 线圈 的 宽 边 4 ЖЕЕ. В 480—2. а. =^е G р) 0,1, 


2,…, 即 а (5+) 时 ,和 矩形 线圈 中 的 感应 电动 势 的 幅 什 最大。 


方法 2: 利用 法 拉 第 电磁 感应 定律 。 
3B; 2B 


由 VXE g t p 一 BEncos(wl 一 Bz)e,,B 沿 十 y 方向 ,于 是 矩形 线圈 中 的 感应 电动 
势 为 
e-f. Æ, ag = асови — Вава: = bE „Гоиб — Bu) — sinos ] 
2E nsin Bcos (ot 8) 


本 例 是 接收 天 线 的 基本 原理 , 详 见 第 7 章 。 
6.1.3 均匀 平面 波 的 能 量 密度 和 能 流 密度 
根据 第 5 章 知 ,对 于 线性 、 各 向 同性 的 介质 中 时 变 电 磁场 的 电场 和 磁场 的 能 量 密度 分 别 


Ж a= eE Y w= иН". 由 式 (6-38) 可 得 
We = Wm (6-44) 
这 表明 均匀 平面 波 的 电场 和 磁场 的 能 量 密度 在 空间 任何 场 点 .任何 时 刻 总 是 相等 的 。 
故 均 匀 平 面 波 能 量 密度 的 瞬时 值 为 


xo = Ww шь = 2ш, = 2ш„ = EE’ = pH? (6-45) 
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即 
w = Eż cos? (wt — k * r) = иНїсоз* (wt —k • r) (6-46) 
其 时 间 平 均值 为 
= = lL/ E? cos =» slps Л „ууз А 
w= 1 [ТеЕзсов (wt —k • r)dt = z Es, = Н (6-47) 


在 某 一 瞬时 ,电磁 波 的 能 量 密度 沿 传播 方向 的 分 
布 如 图 6-5 所 示 。 

由 式 (6-38) 可 得 均匀 平面 波 的 能 流 密度 的 瞬时 
值 为 


S=EXH=—EF,=ZHie (6-48) 


Z 
同样 可 得 能 流 密度 的 时 间 平 均值 为 
s= Ene, = 去 ZH&e (6-49) 


图 6-5 能 量 密度 沿 传播 方向 的 分 布 


注意 到 2=&т»= = ,由 式 (6-45) 与 式 (6-48) 
EH 


可 得 
5 = wv (6-50) 
可 见 ,在 理想 介质 或 真空 中 ,电磁 波 的 能 流 密度 等 于 其 能 量 密度 与 波 速 的 乘积 ; 电磁 波 
的 传播 伴随 着 电磁 能 量 的 流动 。 同 样 上 式 也 可 以 表示 为 


S= (6-51) 
采用 复 矢量 形式 
Е = E, et ， 
H = He? 
可 以 证 明 ,能 量 密度 和 能 流 密度 的 平均 值 分 别 为 
® =-ЕКе(Е+ D° +B- H`) (6-52) 
和 
s= +Re(EX H`) (6-53) 


例 6.2 已 知 自由 空间 中 均匀 平面 波 的 磁场 强度 矢量 为 
H = (Зе, + Be, + 6e.)sin(2. 1 X 10% + 6z — 3y — 2z)A/m 
试 求 该 电磁 波 的 频率 /波长 A 、 波 矢量 k、 电 场 强度 矢量 E ВЕНЕ Е w 和 坡 印 廷 矢量 5S。 
解 ”均匀 平面 波 的 频率 为 


= b: 2 21 5010 
f zx 2х 


由 ko *г=Ё„х+ЕЁ,у-Ё„е=—6х+3у+2«, n[ 48 
k. =—6, k,=3, k =2 
于 是 自由 空间 中 均匀 平面 波 的 波 矢量 为 
k, = k,e, + k,e, + k.e, =— бе, + Зе, + 2е, тг! 


= 3.34 X 10° Hz = 334MHz 
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波 矢量 ko 的 模 及 其 单位 矢量 分 别 为 


ko = JVE FEFE = V36 干 9 干 4 = m” 
= 
e = = 7 бе, + Зе, + 2е.) 
自由 空间 中 均匀 平面 波 的 波长 则 为 
_2к 2 
А АЕ 7 0.898т 


由 ko • H=0, 7} 一 18 十 3B 十 12 二 0, 故 B= 二 2。 因 此 ,平面 波 的 磁场 强度 为 
H = (e, + 2e, + 6e,)sin(2. 1 X 10% + 62 — 3y—2z2) А/т 

于 是 ,均匀 平面 波 的 电场 强度 为 

E= ZoH X e, 


= 377 (3e, + 2e, + 6e,) X Le бе, + Зе, + 2e, )sin(2. 1 X 10°t + 6x — Зу — 2z) 


= 377(— 2e, — бе, + 3e. )sin(2. 1 X 10°, + 6x — Зу — 2z)V/m 
均匀 平面 电磁 波 的 能 量 密度 和 能 流 密 度 矢 量 分 别 为 
w= pH? = Ньзїп*(2.1 X 10% + бх — Зу — 2z) 
= 4n X 107 (9 + 4 + 36)sin° (2. 1 X 10% + 6x — Зу — 2z) 
= 6.1 X 10% іп (2. 1 X 10% + 6x — 3y — 2zx)J/m° 
s= Z¿ He, 


= 377(9 十 4 十 36) + бе, + Зе, + 2e,)sin (2.1 Х 10% + бх —– Зу — 22) 


= 377 X 7(— бе, + Зе, + 2e, )sin? (2.1 X 10% + 6z — 3y — 2z) 
= 2. 64 X 103 (— бе, + Зе, + 2e, )sin? (2. 1 X 10% + 6z — Зу — 2z) W/m° 
例 6.3 已 知 非 磁性 理想 介质 中 均匀 平面 波 的 电场 强度 矢量 为 
E = (2e, + бе, + 9e,) ei: Pa i700 V/m 
试 求 该 电磁 波 的 频率 /波长 4、 波 矢量 上 、 磁 场 强度 矢量 H ВЕНЕ E IJ) F-J (B топ hE ü ЖЕЛЕ 
的 平均 值 S 以 及 介质 的 相对 介 电 常数 s,。 
f 均匀 平面 电磁 波 的 频率 为 


TEE DE W. 7 И "Hz = 
— == 1.75 X 10°Hz = 175MHz 


H E +k=12+42—9C=0,n[í8 C 王 6。 于 是 电场 强度 矢量 为 
E = (2e, + бе, + 9е„) е1 eet? V/m 
再 由 kk。r 二 kz 十 kyy 十 kz 二 6x 十 7y 一 6z, 得 
k=6, k,=7, k.=—6 
于 是 ,介质 中 均匀 平面 波 的 波 矢量 为 
k = k,e, +k;e, + k.e, = 6e- 十 7e, — белт! 
Ж ЛЕР Ж K Bat k 的 模 及 其 单位 矢量 分 别 为 
k= JEFE RE = V36 十 和 9 十 36 = V121 = 11шг! 


=k — 1. Е 
e = ү 11066 + 76, бе.) 
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介质 中 均匀 平面 波 的 波长 则 为 
— 2* _ 2х _ 
А= = Т = 0.571m 


由 к=” үн, 和 /一 1, 可 得 非 磁性 介质 的 相对 介 电 常数 为 


(8) 一 一 一 
Em a. V W. 1510 Е 


因此 ,介质 中 的 波 阻 抗 为 
z аз А E su 125.70 
所 以 ,均匀 平面 波 的 磁场 强度 矢量 为 
н= z xE 
= = x (бе, H Te, 一 6e.) X (2e, + бе, + 9e, ей: pa mirr 


= 8 X 1073 (9e, — бе, + 2е„) е1: I mss A/m 
介质 中 均匀 平面 波 的 能 量 密度 和 能 流 密度 矢量 的 平均 值 分 别 为 
== УЕ u 4 X 9 X 8. 854 X 107? X (4 + 36 + 81) = 4. 82 X 107 J/m° 


e tt. . Es, — 4 十 36 十 81 1 А 
5= y ВеЕХН') = ове, = SS 52 195.7 > 11 (бе, + 76, 


= 4. 38 X 107 (бе, + 7e, — бе.) W/m° 


6.1.4 均匀 平面 电磁 波 的 极 化 


波 的 极 化 是 描述 电磁 波 传播 过 程 中 电场 强度 E( 或 磁场 吾 ) 的 方向 变化 轨迹 。 在 光学 中 
由 于 电场 的 感光 效果 在 人 眼中 明显 ,因此 一 般 选 择 用 EE 的 变化 来 表示 ,光学 中 称 为 偏振 。 
例如 ,前 面 讨论 的 ТЕМ 波 没 有 纵向 分 量 ,而 只 有 横向 分 量 。 若 瑟 仅 有 无. 分 量 时 , 称 波 在 x 
方向 极 化 ; ЗЕЛА E, 分 量 时 , 则 称 波 在 y 方向 极 化 。 这 只 是 两 种 特殊 情形 。 在 一 般 情形 
F.E, ME, 两 个 分 量 都 可 能 存在 ,而 且 这 两 个 分 量 的 振幅 和 相位 不 一 定 相同 。 例 如 ,由 天 
线 发 射 的 电磁 波 或 在 收 讯 点 接收 到 的 电磁 波 ,E 和 五 都 可 能 有 两 个 横向 分 量 。 此 种 情况 下 
的 极 化 就 不 能 一 概 而 论 , 需 要 具体 分 析 。 
考虑 简单 情形 ,假设 均匀 平面 波 沿 十 z 方向 传播 , 则 电场 强度 矢量 E 的 一 般 瞬时 值 式 和 
复 矢量 式 可 分 别 表示 为 
E = Emcos(wt — Bz)e, + Eyncos(wt — Bz — ф)е, (6-54) 


бе.) 


和 
E = (Eme, + E, e e, )e (6-55) 
Җир. AE E, 分 量 较 EE, 分 量 滞后 的 相位 角 。 对 于 一 般 情 形 下 波 的 极 化 ,实质 上 就 是 确定 电 
场 强度 合 矢量 末端 的 轨迹 。 可 分 为 下 述 三 种 情形 来 讨论 。 
1. 椭圆 极 化 波 
一 般 情况 下 ,电场 强度 E 的 两 个 横向 分 量 E, 和 EE, 的 振幅 与 相位 都 不 相同 , 即 y 取 0、x， 
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Em AE yn ,电场 分 量 的 瞬时 值 式 分 别 为 
E, = Emcos(wt—Bz) 和 Е, = Eycos(wt — В= — p) 
在 z==0 的 等 相 面 上 ,有 
Е, = Emcoswt 和 Е, = Ej.cos(et — $) 
为 消去 上 面 两 式 中 的 wi ,将 上 面 两 式 先 化 为 


coswt E, sinwt М1 — cos'wt [1 Е: 
Еш” Ем 


+= cos(ot — ф) = coswt cosh + sinwt sing 
эт 


以 及 


Е 
_ E Eke 
= р cosó+ [1 EL sing 


2 
即 а —р=созф= [1 -i sing 


由 此 得 


Е _ 2Е„Е, 
Е ЕЕ 
这 是 一 个 椭圆 方程 。 表 明 合成 场 强 矢量 EE 的 末端 在 一 个 
椭圆 上 旋转 ,如 图 6-6 所 示 。 当 2220 (BID E, 滞后 于 E,) 时 ,车 
迎 着 波 的 传播 方向 看 去 ,E 矢量 沿 逆 时 针 方 向 旋转 。 此 时 E 矢 
量 的 旋转 方向 与 波 的 传播 方向 之 间 符合 右手 螺旋 关系 , 称 这 种 
椭圆 极 化 波 为 右 旋 椭圆 极 化 波 ; 反之 ,E 矢量 沿 顺 时 针 方向 旋 
转 , 则 称 为 左旋 椭圆 极 化 波 。 
一 般 地 ,椭圆 的 长 轴 并 不 一 定 与 x 轴 重 合 。 可 以 证 明 , 长 
ШЕКЕЛ Б АН 决定 于 下 式 : 


ЕЕ osy (6-57) 


Е Em 


E? 
cosg + ту = sin° g (6-56) 


图 6-6 椭圆 极 化 波 


tan20 = 


重点 提醒 : 不 同 版 本 的 教材 中 对 左旋 和 右 旋 的 定义 有 时 不 同 , 主 要 区 别 是 相对 于 沿 着 波 
的 传播 方向 或 是 迎 着 波 的 传播 方向 作为 参考 的 ,这 一 点 读者 一 定 要 注意 区 分 。 


2. 线性 极 化 波 
若 式 (6-54) 中 电场 强度 EE 的 两 个 横向 分 量 的 相位 相同 或 反 相 , 即 0—0. т, З 6-54) 
变 为 
E, = Emcos(wt —Bz) Ж Е, =+ Emcoslwt — Bz) 
在 «=0 的 等 相 面 ,有 
E, = Emcoswt, E, =+ Eyncoswt 
它们 的 合成 电场 强度 的 量 值 为 
E= JEFE = VE, + Е созот (6-58) 
合成 场 强 与 x 轴 的 夹 角 则 为 
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ф = arctan Ë + агсїап га (6-59) 


可 见 ,p 是 一 个 常数 。 尽 管 合成 场 强 的 大 小 随时 间 按 正弦 规律 
变化 ,但 其 方向 始终 保持 在 一 条 直线 上 , 即 E 矢量 末端 的 轨迹 是 一 


条 斜率 为 土 E" 的 直线 ,如 图 6-7 所 示 。 因 此 , 称 这 种 波 为 线性 极 


化 波 。 
工程 应 用 中 ,如 果 电场 矢量 只 在 水 平方 向 上 变化 , 即 一 0 时 ， 


称 为 水 平 极 化 波 。 如 果 电 场 矢量 只 在 竖 直 方向 上 变化 , 即 e= , 称 


Ви . 图 6-7 线性 极 化 波 
为 垂直 极 化 波 。 例 如 ,在 中 波 广播 信号 的 发 射 和 接收 过 程 中 常 使 用 
垂直 极 化 波 ; 电视 发 射 和 接收 常用 水 平 极 化 波 。 
3. 圆 极 化 波 
若 Bo 一 Em 一 Eo, 且 4 一 士 于 , 则 式 (6-54) 变 为 
E, = Eucos(wl — Bz) Ñ E, Escos[e: zF х) + Essin(w — Bz) 
在 «=0 的 等 相 面 上 , 则 有 
Е, = Encoswt 和 Е, =+ E,sinot 
它们 的 合成 场 强 的 大 小 为 
E = VE: + E; = En (6-60) 
合成 场 强 矢 量 E 5 x 轴 的 夹 角 为 
ф = arctan Е, =+ot (6-61) 


E; 
可 见 , 合 成 场 强 矢量 E 的 大 小 不 随时 间 而 变化 ,但 E 矢量 
的 末端 却 在 一 个 圆 上 以 角速度 o 旋转 ,如 图 6-8 所 示 。 因 此 ， 
称 这 种 波 为 圆 极 化 波 。 如 果 迎 着 波 的 传播 方向 看 去 , 当 E, 较 
E, 滞后 90°" 时 , 即 式 (6-61) 中 取 正 号 ,E 矢量 沿 道 时 针 方向 旋 
转 , 称 这 种 圆 极 化 波 为 右 旋 圆 极 化 波 ( 见 图 6-8); 反之 , 当 E, 
ЖЕ, 超前 90" 时 , 即 式 (6-61) 中 取 负 号 ,E 矢量 沿 顺 时 针 方 向 
旋转 , 则 称 之 为 左旋 圆 极 化 波 。 
卫星 通信 中 常用 圆 极 化 波 , 这 是 因为 飞机 、 火 稍 等 飞行 器 
图 6-8 圆 极 化 波 在 飞行 过 程 中 其 状态 和 位 置 在 不 断 地 改变 ,因此 天 线 方位 也 在 
不 断 改变 。 此 时 如 果 用 线 极 化 信号 通信 ,在 某 些 情况 下 可 能 收 
不 到 信号 , 故 这 种 情况 下 均 采 用 圆 极 化 天 线 。 
可 以 看 到 ,线性 极 化 波 和 圆 极 化 波 都 是 椭圆 极 化 波 的 特例 。 
以 上 是 在 垂直 于 电磁 波 传播 方向 的 一 个 横 平 面 (>= 王 0) 上 观察 电场 随时 间 的 变化 情况 。 
但 是 无 论 哪 一 种 极 化 波 ,在 任何 一 个 横 平 面 上 的 瞬时 情况 都 将 沿 着 电磁 波 的 传播 方向 以 波 
速 向 前 推进 。 因 此 ,在 固定 时 刻 观察 电场 沿 传播 方向 的 空间 分 布 与 在 任 一 横 平 面 上 观察 电 
场 随时 间 的 变化 情况 本 质 上 是 相同 的 。 由 此 可 知 , 对 于 空间 时 变 场 或 电磁 波 的 研究 ,可 以 在 
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固定 时 刻 观 察 它 在 传播 方向 上 的 空间 分 布 , 也 可 以 在 空间 的 某 一 固定 点 研究 它 随 时 间 的 变 
化 情况 。 
例 6.4 证 明 : 任 一 线性 极 化 波 可 以 分 解 为 两 个 振幅 相等 、 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 的 
AM. 
证 设 线 性 极 化 波 的 表达 式 为 
E = Emcos(wt — Bz )е, + Eymncos(wt — Вх Jey 
对 上 式 进 行 矢量 合成 ,得 
Е = VEi,t Е, cos(et — Bz)e,, 其 中 ，9 = arctan Em 
上 式 又 可 表示 为 
1 VE Е? cos(ot B=z)e, + JE EZ, sin(ot Верт + 
| A 
2 V Ex, + Е. cos(wt — Bz)e, — v Ebm + EZ, sin(et Bz)epts 
= E, + E; 
ЖР E, = /Ez, ЕЗ, cos(ot — Вг )е, + /Е ш Е, sin(ot — В е, , 
Е = V Eim + Ез. cos(ot —Bz)e, — v Е, + Еу sin(ot — pz )ep+z 
显然 ,El 在 两 个 相互 垂直 的 方向 上 振动 ,其 幅 值 相等 ,相差 为 于, 故 为 圆 极 化 波 ， 且 为 右 


旋 ; 同 理 ,E, 表示 左旋 圆 极 化 波 。 
类 似 地 ,可 证 两 个 旋 向 相反 ,振幅 相等 的 圆 极 化 波 可 合成 一 个 线性 极 化 波 。 


6.1.5 均匀 平面 电磁 波 的 性 质 


综 上 所 述 ,在 无 界 的 理想 介质 或 自由 空间 中 传播 的 均匀 平面 电磁 波 的 性 质 可 以 归纳 
如 下 : 

(1) 均匀 平面 波 是 横 电 磁 (TEMD) 波 , 它 的 EE 矢量 和 HH 矢量 没有 传播 方向 上 的 (纵向 ) 分 
量 , 仅 有 与 传播 方向 垂直 的 (横向 ) 分 量 ; 

(2) ЕЖН 在 空间 上 互相 垂直 , 且 EXH 沿 传播 方向 ,在 该 方向 上 的 波 速 为 
_— 1 _ £ 

= 

(3) E 和 H 在 时 间 上 同 相位 ,它们 的 大 小 之 比 为 波 阻 抗 , 即 


z=- [e= fz гзта 是 自由 空间 的 波 阻抗 


(4) 在 任何 时 刻 、 任 何 场 点 上 ,均匀 平面 电磁 波 的 电场 与 磁场 的 能 量 密度 总 相等 , 即 
ww 二 wm， 而 均匀 平面 电磁 波 的 能 量 密度 的 瞬时 值 为 w= 2w. = 2wa Е? = „Н? ,其 时 间 平 
1 


НИН eE = ина; 


v 


(5) APTE EE ERER it SZEX H HERDS k JER S= Кее, = 


20, = wo JPEE 8= Еве, = ZH e о Д е, = а ЕНУГЕ 
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的 单位 矢量 ,大 是 波 矢量 ; 
(6) 均匀 平面 波 一 般 是 椭圆 极 化 波 ,线性 极 化 波 和 圆 极 化 波 只 是 它 的 特例 。 


"6.1.6 双 负 电磁 参数 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 


双 负电 磁 参 数 媒质 是 指 一 种 介 电 常数 和 磁 导 率 同 时 为 负 值 的 人 工 电磁 材料 。 早 在 
1967 年 ,苏联 物理 学 家 У. С. Veselago 首次 报道 了 这 类 媒质 中 平面 电磁 波 的 传播 问题 ,得 
出 了 一 些 理论 性 的 预言 。 但 由 于 自然 界 不 存在 该 种 特性 的 媒质 ,因此 ,几乎 在 近 30 年 内 没 
有 被 人 们 关注 。 直 到 1996 年 以 后 ,英国 科学 家 Pendry 等 人 提出 了 一 种 巧妙 的 设计 结构 ,可 
以 实现 负 的 介 电 常数 与 负 的 磁 导 率 , 美 国 加 州 大 学 圣迭戈 分 校 的 David Smith 等 根据 
Pendry 等 人 的 建议 ,利用 以 铜 为 主 的 复合 材料 首次 制造 出 在 微波 波段 具有 负 介 电 常 数 和 负 
磁 导 率 的 媒质 ,从 而 证 明了 双 负 电磁 参数 材料 的 存在 性 。 

在 双 负 电磁 参数 媒质 中 ,麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 电磁 参数 e 二 0,y 二 0。 对 于 时 谐 电 磁场 ， 
由 矢量 分 析 可 得 电磁 场所 满足 的 亥 姆 霍 效 方程 仍 为 

VE+kE=0 (6-62) 
HP k алеи, H е0, <0 时 ,k 的 值 仍 为 实数 , 故 上 式 的 解 仍 为 行 波 。 求解 方程 (6-62)， 
可 得 
Е = Ее" (6-63) 
类 同 于 6. 1.1 节 , 由 麦克 斯 韦 方程 组 可 得 
К.Е=0, k.H=0, kxXE=owH, kXH=—wE 
(6-64) 
根据 式 (6-64) 不 难看 到 , 当 e 二 0,y 二 0 时 ,E、H 和 k 服从 
左手 关系 ,如 图 6-9 所 示 。 故 将 这 种 媒质 称 为 左手 材料 ,或 称 左 
手 媒质 ; 而 将 常规 的 e 二 0,y 二 0 的 媒质 称 为 右手 材料 。 在 左手 
材料 中 , 坡 印 廷 矢量 仍 为 $= 二 EXH, 即 EH 和 S 服从 右手 关 
系 , 故 大 与 8S 方向 相反 。 


图 6-9 左手 材料 中 EH 
5 k É S 的 关系 


6.2 媒质 的 频 散 和 电磁 波 的 相 速 与 群 速 


频 散 即 色散 , 它 又 分 为 媒质 的 频 散 和 波 的 频 散 。 媒 质 的 频 散 是 指 媒质 的 参量 与 频率 有 
关 , 而 波 的 频 散 是 指 电磁 波 的 相 速 度 与 频率 有 关 。 如 果 媒 质 的 参量 ey 和 与 频率 有 关 , 则 
是 频 散 媒质 ,其 中 传播 的 电磁 波 必然 发 生 频 散 。 


6.2.1 媒质 的 频 散 及 其 复 介 电 常数 


在 经 典 电 磁 理 论 中 ,讨论 媒质 的 频 散 是 基于 微观 粒子 的 简单 模型 和 经 典 力 学 理论 进行 
推导 的 。 根 据 洛 伦 兹 的 频 散 介质 模型 ,分 子 是 由 若干 重 粒子 (如 原子 核 ) 和 围绕 它们 旋转 的 
一 些 轻 粒子 (电子 ) 组 成 的 。 在 无 极 分 子 中 ,电子 和 原子 核 的 电荷 总 量 不 仅 相 等 ,而 且 正 负电 
荷 中 心 重合 ,对 外 不 呈现 电 侦 极 矩 。 但 在 有 外 电场 作用 下 ,这 些 无 极 分 子 正 负 电荷 中 心 分 
A ,形成 电 偶 极 矩 。 由 于 原子 核 的 质量 远大 于 电子 的 质量 ,相对 于 电子 的 位 移 , 可 近似 认为 
原子 核 不 动 。 设 电量 为 e 的 电子 在 外 场 的 作用 下 离开 平衡 位 置 的 位 移 为 r, 所 产生 的 电 偶 极 
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HX p 二 er。 以 速度 v 运动 的 电子 在 电磁 场 中 所 受到 的 洛 伦 效力 为 
F = е(Е + v XB) (6-65) 
因为 真空 中 时 变 电 磁 场 的 电场 强度 与 磁感应 强度 的 大 小 之 比 为 E/B 二 c<。 由 此 可 见 , 电 
场 强 度 的 幅 值 比 磁感应 强度 的 大 得 多 ,因而 可 以 忽略 磁场 力 。 这 只 是 粗略 的 分 析 模 型 ,要 严 
格 计算 电子 在 电场 力 的 作用 下 所 产生 的 位 移 是 一 复杂 的 量子 力学 问题 。 为 简单 计算 ,假定 
质量 为 m 的 电子 离开 平衡 位 置 的 运动 过 程 服从 牛顿 第 二 定律 ,电子 在 外 电场 作用 下 的 运动 
方程 为 
„(баз аг) сЕ (6-66) 
ERP o 是 电子 绕 其 平衡 点 振动 的 角 频 率 ,d 是 阻尼 系数 , 左 式 第 二 项 代表 阻尼 力 ,第 三 
项 代表 弹性 恢复 力 , 第 一 项 则 为 合力 。 
设 电场 为 正弦 场 , 即 下 王 Eue” ,并 假定 式 (6-66) 的 解 的 形式 为 
r = ге” (6-67) 
将 式 (6-67) 代 入 式 (6-66) ,可 以 解 得 


= En Е 
a = m Са а?) 十 jwd д 
由 此 可 得 电极 化 强度 矢量 的 最 大 值 , 即 
ne“ En 
Р„ = ner, ж a= а (6-69) 
其 中 ,n 为 单位 体积 中 的 电子 数 。 由 于 Ps 二 eox.E, , 故 可 得 电极 化 率 为 
Nt 1 Я 
== (оў — а?) 十 jwd е 
因此 ,介质 的 相对 介 电 常数 为 
«=1+% =1+ = с=т: (6-71) 
可 见 , 介 质 的 相对 介 电 常数 是 一 个 复数 , 且 与 频率 有 关 , 用 复数 的 代数 式 可 表示 为 
er (w) = e, lw) — je! (w) (6-72) 
提取 式 (6-72) 的 实 部 和 虚 部 ,可 得 
, пе? w — w? 
ew) = H D рй (6-73) 
(в) = = wd (6-74) 


meo (аў — a)? + o? d° 

由 式 (6-73)、 式 (6-74) 可 以 看 出 ,相对 介 电 常 数 与 频率 有 
关 , 即 介质 具有 频 散 特性 ,其 相对 介 电 常数 与 角 频 率 的 关系 如 
图 6-10 所 示 。 图 6-10 中 除去 在 o, 附近 很 窗 的 一 段 频率 范围 
内 ,相对 介 电 常数 的 实 部 e: 随 频率 的 升 高 而 急剧 减 小 外 ,在 其 
他 范围 都 随 频率 升 高 而 增 大 。e’ 随 频率 的 升 高 而 增 大 称 为 正 
常 频 散 ,e: 随 频率 的 升 高 而 减 小 则 称 为 反常 频 散 。 由 于 原子 的 0 o ° 
吸收 频率 o, 几乎 全 部 落 在 紫外 光谱 区 ,所 以 从 无 线 电 的 射频 ра бло 介 电 常数 色散 特性 
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波谱 直到 可 见 光谱 域内 ,一般 介质 的 总 是 大 于 1。 从 图 6-10 中 还 可 看 出 ,在 反常 频 散 区 
域 相对 介 电 常数 的 虚 部 a 很 大 ,这 表明 能 量 被 带电 粒子 吸收 很 多 ,损耗 很 大 ,因此 该 曲线 称 
为 介质 的 吸收 曲线 。 
电介质 的 复 介 电 常 数 一 般 也 可 表示 为 
elw) = є (w) —]є lw) = є (–) (1 — }їапб,) = | elw) | е (6-75) 
式 中 ,6. 称 为 电 损 耗 角 。s(Co) 的 实 部 e Со) RIR ЛИ pa ЖЛ tB СПО eCo) ПОЛЕ BË є (o) 
反映 出 介质 的 损耗 , 即 


є'(ш@) = coe, (w) 


(6-76) 
Cw) = eoet (w) 
通常 用 损耗 角 正 切 值 表示 介质 损耗 的 程度 , 即 
un = є'(ш) _ er(w) (6-77) 
є (w) er(w) 


重点 提醒 : 电 损 耗 角 在 解决 实际 应 用 问题 中 经 常会 用 到 。 严 格 地 说 ,在 时 变 场 情况 下 电 
介质 的 介 电 常数 即使 在 理想 介质 中 也 不 为 实数 ,因为 式 (6-66) 对 于 理想 介质 (无 自由 电 
荷 ) 仍 然 成 立 。 所 以 ,实际 上 的 介质 都 是 存在 电 损耗 角 的 ,只 不 过 在 频率 不 很 高 时 ,可 以 
把 略 罢了 。 电 介质 的 损耗 随 频 率 的 升 高 而 增 大 。 在 微波 频率 下 ,良好 电介质 的 tan6. 在 
107: 10 及 以 下 的 数量 级 。 


电介质 在 高 频 下 损耗 增 大 的 原因 可 解释 为 介质 中 存在 着 阻尼 力 , 电 介质 的 极 化 跟 不 上 
外 加 高 频 电场 的 变化 ,因而 极 化 强度 了 的 变化 在 相位 上 总 是 落后 于 电场 强度 。 在 很 高 的 
频率 下 ,例如 微波 频率 ,介质 的 损耗 变 得 显著 起 来 ,许多 介质 都 因 损 耗 太 大 而 不 能 应 用 ,需要 
采用 如 聚 四 氟 乙 烯 、. 聚 茶 乙 烯 等 损耗 较 小 的 介质 。 


重点 提醒 : 复 介 电 常 数 e,(w) 二 ei(w) 一 je'(w) 中 虚 部 之 所 以 为 负数 ,是 由 于 假设 外 加 电 
场 中 时 间 因 子 为 e”* 的 必然 结果 。 理 论 上 ,时 间 复 数 因子 可 取 e+”。 在 一 些 书籍 中 ,作者 
习惯 将 时 谐 电 磁场 的 时 间 因 子 取 为 e”。 这 种 情况 下 , 复 介 电 常 数 应 为 e.(w) 二 er(w) 十 
00), 而且, 麦克 斯 书 方 程 中 入 一 一 jw, 故 第 一 方程、 第 二 方程 与 本 书 中 相差 一 负 号 。 
以 下 讨论 的 复 磁 导 率 和 复 电 导 率 也 类 同 。 


6.2.2 磁 介 质 的 复 磁 导 率 


和 电介质 一 样 , 磁 介 质 的 磁 导 率 在 高 频 下 也 是 复数 , 即 
pO)= p (ш) — н (o) 


= Ж тау [ж (6-78) 
式 中 ,6。 称 为 磁 损耗 角 。 同 样 , 它 的 正切 值 表 示 磁 介质 损耗 的 大 小 , 即 
tan, = 20690 _ 2:00) (6-79) 


(ш) p(w) 
磁 导 率 的 损耗 同样 随 频 率 的 升 高 而 增 大 。 在 微波 频率 下 ,良好 磁 介 质 的 tanda 在 107° 
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或 10-! 及 以 下 的 数量 级 。 
6.2.3 导电 媒质 的 频 散 及 其 等 效 复 介 电 常 数 


在 导体 的 品格 上 有 固定 的 正 离子 ,而 在 其 周围 则 有 运动 的 自由 电子 。 当 有 外 电场 作用 
时 ,引起 自由 电子 逆 外 电场 方向 漂移 ,但 这 会 受到 晶 格 上 正 离子 的 反复 碰撞 和 阻挡 ,使 漂移 
电子 的 动量 转移 到 品格 点 上 变 为 正 离子 的 热 振 动 ,同时 电子 的 运动 也 受到 了 阻尼 。 此 阻尼 


作用 与 电子 的 速度 成 正比 ,可 用 一 md 这 表示 ,其 中 m 和 4d 分 别 为 电子 的 质量 及 阻尼 系数 。 


因此 ,电子 的 运动 方程 可 表示 为 
gr dr _ ш 
тар t”i q, = eE (6-80) 
I FERH E= Re(E,,e%), FPE r= Re(r,,e% ) ,不 难 解 得 
一 二 je Em А 
Да то d + јо н 
可 得 
ы >. _ е Ens Д 
Ф 1а q d + jo ы) 


设 单位 体积 内 的 自由 电子 数 为 n, 则 电流 密度 可 表示 为 


2 
Ju =o qe hs = ses Es (6-83) 


d m d+jw 
因此 ,导体 的 电导 率 为 


пе? Ў 
= Ea тб јә) 6-84) 


可 见 , 导 体 的 电导 率 亦 为 复数 。 但 因 人 金属 导体 的 自由 电子 的 惯性 一 直到 接近 红外 波段 


都 可 以 忽略 , 即 式 (6-80) 中 的 由: 项 可 略 去 ,这 时 得 
с = w (6-85) 
即 电导 率 变 为 实数 且 与 频率 无 关 。 当 频率 高 于 远 红外 波段 或 亚 毫米 波段 , 即 波长 短 于 
0. 25mm 时 ,导体 的 电导 率 则 成 为 复数 , 需 按 式 (6-84) 计 算 。 
在 时 变 场 的 情形 下 ,与 静电 场 的 情形 相似 ,导电 媒质 内 部 不 带 自由 电荷 , 即 p<<0。 于 是 
在 导电 媒质 中 ,麦克 斯 韦 方程 组 的 复数 形式 可 表示 为 


VX H = сЕ + josE =jofe=; 2)E 


VX E =— jwp H (6-86) 
у. В = 0 
у. р = 0 
将 上 式 与 无 界 的 理想 介质 中 麦克 斯 韦 方 程 组 的 复数 形式 
VX H = joeE 
оа (6-87) 


VD=0 
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atit (ei Z ) 可 等 效 为 一 复 介 电 常数 , 即 


i é=j ы e(l — )їапб,) [єс | ee (6-88) 


se 的 实 部 与 虚 部 分 别 和 位 移 电流 与 传导 电流 相 联 系 。 上 式 中 ó, 是 导电 媒质 的 损耗 角 ， 
其 正切 值 为 


тапд, = -2- (6-89) 
wE 


由 此 可 见 , 导 电 媒质 的 损耗 角 正 切 值 实际 上 是 传导 电流 密度 J 与 位 移 电流 密度 Jp 的 
жын, вЕ1/ |22) r BT<, BIE p fe Sh ri BEE Jy F (š Ж, ЙИК ЛЕ, на Г J8 


(绝缘 体 ); о=0 的 介质 是 理想 介质 ; #1 , 即 其 中 传导 电流 远大 于 位 移 电 流 的 媒质 , 则 


为 良 导体 ; o 二 的 导体 是 理想 导体 或 完 纯 导 体 。 由 于 金属 原子 的 电子 谐振 频率 远 落 在 紫 
外 光谱 以 外 , 故 导 体 的 介 电 常数 可 认为 是 s 。 在 频率 低 于 光 频 (105 Hz) 的 范围 内 , 良 导体 中 


的 位 移 电流 与 传导 电流 相 比 是 微不足道 的 。 如 果 定量 划分 ,一 般 认为 三 二 世 5 的 媒质 为 电 


介质 ; о=0 的 介质 是 理想 介质 ; 222100 的 媒质 为 良 导 体 ; 介 于 电介质 和 良 导 体 之 间 的 媒 
(в: 100 ] 则 为 不 良 导体 或 半 导 电 媒质 。 其 实 , 良 导体 和 不 良 导 体 及 电介质 之 间 
并 没有 严格 的 界限 ,这 里 只 是 一 种 较 方 便 的 划分 。 媒 质 的 性 质 与 频率 有 关 , 导 体 和 介质 只 不 
过 是 媒质 在 不 同 频率 下 的 表现 形式 而 已 。 例 如 ,在 光 频 以 下 是 良 导 体 的 铜 ,在 X 射线 范围 
却 是 电介质 了 。 图 6-11 展示 了 几 种 媒质 的 损耗 角 正 切 值 与 频率 的 关系 。 需 要 说 明 ,图 6-11 
是 在 媒质 的 参量 e 与 o 不 变 的 情况 下 绘 出 的 。 


lg 起 


图 6-11 几 种 媒质 的 损耗 角 正 切 值 与 频率 的 关系 


6.2.4 电磁 波 的 相 速度 和 群 速度 


电磁 波 除 有 沿 传播 方向 上 的 波 速 v 外 ,还 有 相 速 度 和 群 速度 的 定义 。 先 讨论 相 速度 
v6, 它 是 电磁 波 沿 某 一 参考 方向 上 等 相 面 的 推进 速度 。 观 察 沿 十 z 方向 行进 的 均匀 平面 波 
的 电场 二 Escos(wt 一 Bz) 中 的 某 个 等 相 面 (例如 波峰 ) 的 推进 速度 。 和 欲求 相 速 可 固定 波 的 
某 一 等 相 面 , 即 令 g 二 wt 一 Bz 二 C( 常 数 ) ,将 上 式 对 时 间 求 导数 , 故 有 
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_ d ww 

=x F (6-90) 
相 速 度 与 频率 有 无 关系 ,这 要 由 相位 常数 8 决定 。 电 磁 波 的 相 速度 随 频 率 而 变化 的 现 

象 , 称 为 频 散 或 色散 。 在 自由 空间 中 ,8 一 w Veo =_=, ня. 在 介质 中 , 因 


Up 


ео 
为 介 电 常数 s 和 磁 导 率 / 一 般 是 频率 的 函数 ,因此 ,不 同 频率 的 电磁 波 具有 不 同 的 相 速 。 这 
就 是 波 的 频 散 现象 。 


在 某 些 情况 下 , 当 电 磁 波 的 相 速 不 是 常数 而 是 位 置 的 函数 时 ,可 根据 波 的 相位 移 来 求 得 
相 速 。 沿 十 = 方向 行进 波 位 移 dz 时 ,其 相位 将 有 dy 的 滞后 ,于 是 等 相 面 行进 这 一 距离 所 需 


要 的 时 间 为 
故 得 
_ dz __ ow I 
а= аа (6-91) 


由 于 沿 十 z 方向 行进 的 波 和 只 为 负 值 , 故 vo 仍 为 正 值 。 
在 光学 里 ,媒质 的 折射 率 n 是 自由 空间 的 光速 与 媒质 中 的 相 速 之 比 , 即 
n= = VE (6-92) 


对 于 非 磁性 媒质 ,ms1, 故 有 
п = Ver (6-93) 

这 就 是 麦克 斯 韦 关 系 。 顺 便 指 出 ,如 果 s: 是 复数 , 则 折射 率 也 是 复数 ; п 常常 是 在 光 频 
下 测定 的 ,而 е, 一 般 是 在 低频 下 测 得 的 ,而 它 又 是 频率 的 函数 ,所 以 在 不 同 频率 下 测 出 的 ?7 
与 e, 和 上 式 不 符 , 但 上 述 关 系 却 提供 了 测量 e 及 оз 的 一 种 p= 常数 
方法 。 

如 图 6-12 所 示 ,电磁波 的 等 相 面 沿 传播 方向 即 波 矢量 
k 的 方向 上 的 速度 是 波 速 v, 而 沿 某 一 参考 方向 R 的 速度 是 
相 速 ww 。 在 传播 方向 上 ,zu 一 让。 如 果 它 们 的 方向 不 同 ,而 
又 接近 于 光速 , 则 o, 可 以 大 于 光速 。 然 而 这 与 相对 论 的 理 
论 并 不 矛盾 ,因为 v 并 不 代表 电磁 波 能 量 的 传播 速度 。 在 
大 多 数 情况 下 ,能 够 表征 电磁 波 能 量 传播 速度 的 是 其 群 
速度 。 

接 下 来 讨论 群 速度 。 无 限 大 理想 媒质 中 传播 的 平面 电磁 波 只 是 单一 频率 的 等 幅 时 谐 
波 ,不 携带 任何 信号 ,其 相 速 与 频率 无 关 。 但 当 电 磁 波 在 色散 媒质 中 传播 时 ,包含 不 同 频率 
的 信号 相 速 不 再 相同 。 而 一 个 能 够 传递 信号 的 波 总 是 由 不 同 频率 的 波 笃 加 而 成 的 , 称 为 波 
群 或 波 包 。 这 样 的 色散 波 还 需要 另 一 个 物理 量 一 一 群 速度 ,来 表征 其 速度 特性 。 所 谓 群 速 ， 
是 指 一 群 具 有 非常 接近 的 角速度 o 和 相位 常数 8 的 波 ,在 传播 过 程 中 表现 出 来 的 共同 速度 ， 
该 速度 代表 着 能 量 的 传播 速度 。 

为 讨论 方便 ,考察 沿 十 < 方向 传播 的 两 个 振幅 相等 、 极 化 方向 相同 而 频率 相差 极 微 的 均 


图 6-12 电磁 波 的 相 速 与 波 速 
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勾 平面 波 的 又 加 情形 。 设 它们 的 电场 强度 分 别 为 

Е, E.cos[ (о + Aw)t — (B+ AB)z] 
E. cos[ (о 


Aw)t — (8— AB)z] 


E: 
它们 的 合成 电场 强度 为 


E(z,t)= E, + E, 


= Eom {cos[ (w + Aw)t — (B+ Д8) 2] + соз[ (о — Aw)t — (8— AB)z]} 

= 2Eoncos(Aw * t — ДВ • z)coslwt — Вх) 

= En(z,t)cos(wt — Bz) (6-94) 
这 是 一 种 调制 波 (调幅 波 ) ,如 图 6-13 WR. 调 цао 

制 波 的 振幅 Es(z,4) 按 照 频 率 为 Ao 的 信号 的 规律 

变化 , 称 为 包 络 波 。 由 式 (6-94) 可 知 包 络 波 为 2Бы| 42,0 
En (z,t) = 2Eomcos(Aw * t — ДВ • z) (6-95) 4} 

调制 波 中 的 信息 包含 在 包 络 波 中 。 式 (6-94) 所 


表示 的 调制 波 E(=,O 的 等 相 面 (wo: 一 8z 一 常数 ) 的 推 
进 速度 是 其 相 速度 , 即 


о = == 
? d В 
式 (6-95) 所 表示 的 包 络 波 的 等 相 面 (Aw“。 1 一 
АВ, x 二 常数 ) 的 推进 速度 , 则 是 群 速度 , 即 


_ де _Аь 图 6-13 包 络 波 与 群 速度 
а д8 
由 于 Aw<w, 在 极限 情况 下 ,上 式 可 表示 为 
dw 1 
v = 8 де (6-96) 
do 
由 电磁 波 的 相 速 可 以 求 得 其 群 速 , 略 去 烦琐 的 数学 推导 ,其 计算 结果 为 
% = Айе (6-97) 
或 
| Up 一 
аса (6-98) 
vp dw 
式 (6-97) 与 式 (6-98) 适 用 于 相 速 度 分 别 是 波长 和 频率 o 的 函数 时 来 推 求 群 速度 。 
由 上 述 分 析 可 知 , 当 媒质 的 参数 s.w 及 so 与 频率 有 关 时 ,将 会 呈现 媒质 的 频 散 ; 而 当 电 
磁 波 的 相 速 与 频率 有 关 时 将 会 出 现 波 的 频 散 ,然而 相 速 又 与 媒质 的 参量 有 关 。 因 此 ,无 论 是 
媒质 的 频 散 还 是 波 的 频 散 , 都 源 于 媒质 的 参量 与 频率 有 关 。 
显然 ,可 分 为 以 下 三 种 可 能 : 
1) de 


do, 
og 


w 


0, 即 相 速 与 频率 无 关 , 此 时 ,us 一 wm o Ж @ НИ; 


去 0, 即 相 速 随 频 率 升 高 而 减 小 ,此 时 ,we 所 w , 群 速度 小 于 相 速度 , 称 正常 色散 ; 
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(3) Pe>0, 即 相 速 随 频 率 升 高 而 增 大 ,此 时 ,we 之 wm , 群 速度 大 于 相 速度 , 称 反 常 色散 。 


对 于 频 散 系统 ,we 和夫 w。 在 正常 频 散 媒质 中 ,频率 越 高 相 速 越 小 ; 而 在 反常 频 散 媒质 
(例如 导体 ) 中 ,频率 越 高 相 速 越 大 , 则 有 о, ор ,不 过 这 时 波 包 变形 , 群 速 已 失去 意义 。 顺 便 
指出 ,大 多 数 情况 下 , 群 速 度 能 够 正确 地 给 出 能 量 的 传播 速度 。 但 在 有 些 情 况 中 会 出 现 群 速 
Жо, 大 于 真空 中 光速 c 的 现象 ,从 而 违反 了 相对 论 的 基本 原理 ; 有 时 群 速度 还 会 变 成 负 值 。 
为 了 克服 这 种 困难 ,可 以 定义 一 个 信号 速度 v,。 在 所 有 的 情况 下 ,信号 速度 о, PJ | с. 


6.3 电磁 玻 在 有 耗 媒质 中 的 传播 


电磁 波 在 理想 介质 中 传播 时 ,相应 的 电场 强度 (与 磁场 强度 ) 矢 量 的 振幅 不 发 生变 化 ,所 
以 在 传播 过 程 中 没有 能 量 的 损耗 。 但 在 有 耗 媒质 中 传播 的 电磁 波 ,电磁 波 的 幅 值 随 传播 中 
离 按 照 负 指数 规律 逐渐 减 小 ,能 量 被 逐渐 损耗 。 因 此 ,表现 出 与 理想 介质 中 许多 不 同 的 
特性 。 


6.3.1 有 耗 介 质 中 传播 的 均匀 平面 波 


为 讨论 方便 ,本 节 中 假设 均匀 平面 波 在 无 界 的 有 耗 介质 中 沿 十 = 方向 传播 。 
仍 设 电 场 强度 矢量 EE 只 有 E; 分 量 , 即 E 二 Ee;,E 的 复 波动 方程 由 式 (6-16) 给 出 , 即 


TE = E, 
由 式 (6-14)` 式 (6-72) 和 式 (6-78) 可 得 .上 式 中 的 y 则 为 
Y= jo МЕн = jo Ме је) и 一 这 7 (6-99) 
可 见 在 有 耗 介质 中 ,电磁波 的 传播 常数 y 也 是 一 个 复数 。 令 
= а+)8 (6-100) 


式 中 ,a 与 8 的 值 可 由 式 (6-99) 与 式 (6-100) 解 得 .它们 分 别 为 
eran = 
a=w |`*# — Е | [+ ыу -| (6-101) 
E е) 77 7 ту? 
s= 00| [гезле 06-102) 


对 于 无 磁 损耗 的 媒质 ,有 0 ии. FER 


РР] Elias лоо 


和 
| 1+ +1] -o f [VIF taa, +1] 6-104) 
对 于 沿 十 z 方向 行进 的 波 ,由 复 波 动 方程 的 解 ,电场 强度 可 表示 为 复 矢量 式 , 即 


E = Ке” = Epe "eA = Ee* (6-105) 


其 相应 的 瞬时 值 形 式 为 
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Е = Ewme cos(wt — В=) = Е„соѕ(о — Bz) (6-106) 
式 中 ,Eo 是 0 处 电场 强度 的 振幅 矢量 。 由 式 (6-106) 可 见 , 场 强 的 振幅 Es 一 Eome“ 随 > 
的 增 大 而 按 e “的 指数 规律 衰减 。 因 此 ,传播 常数 y 的 实 部 a 是 表明 电磁 波 传播 单位 距离 
的 衰减 程度 的 一 个 常数 , 称 为 衰减 常数 ,单位 为 Np/m( 奈 培 / 米 ) 或 dB/m( 分 贝 / 米 ) ,二 者 的 


_ 20 
换算 关系 为 1Np= B= E 


数 , 它 反映 出 电磁 波 在 传播 过 程 中 相位 落后 的 情况 。 

车 a 二 0, 则 y=jB, 这 便 是 电磁 波 在 理想 介质 或 自由 空间 中 传播 的 情形 。 

在 有 耗 媒质 中 可 定义 复 波 矢量 上 ==B 一 ja .В 与 a 的 方向 一 般 不 一 致 。 但 对 于 均匀 平面 
波 ,它们 的 方向 一 致 , 则 


dB=8. 686dB, 或 14В=0. 115Np; ЖЕ ВАН 


k = (В — ја)е, =— ye, (6-107) 
在 一 般 情况 下 ,由 上 式 和 式 (6-105), 可 将 均匀 平面 波 的 电场 强度 矢量 Е 表示 为 复 矢 量 
式 , 即 
E = Eme” = Ее" (6-108) 
于 是 ,可 由 麦克 斯 书 第 二 方程 的 复数 形式 VXE= 一 jwyH 求 出 均匀 平面 波 的 磁场 强度 
КН, Вр 


Н = Í VX (Еһе#”) = Lk X E = Že, X E = Le, X E (6-109) 
wp wp wp Z 


式 中 ,2 为 有 耗 媒质 的 波 阻抗 。 它 的 大 小 为 


z=% = = = Їн 
— у 


J as. r Gë та (6-110) 
其 中 ,6. ЖП à, 分 别 是 媒质 的 电 损耗 角 和 磁 损 耗 角 。 可 见 , 有 耗 媒质 中 的 波 阻 抗 一 般 情况 下 是 
一 个 复数 。 式 (6-109) 则 说 明正 与 巨 在 空间 上 仍 互相 垂直 ,但 在 时 间 上 有 相位 差 ц, 


可 见 , 式 (6-41) 和 式 (6-43) 仍 然 适用 ,只 是 Z 不 再 为 实数 ,而 是 由 式 (6- ny 
对 于 一 般 的 媒质 ,可 不 考虑 其 磁 损 耗 , 即 /二 0， xE) 
B= MJ 66 二 0, 由 式 (6-108) 与 式 (6-110) 可 见 ,E 


在 时 间 上 超前 于 五 的 相位 角 为 当 ,或 五 滞后 于 五 一 


个 相位 角 芝 ,如 图 6-14 所 示 。 
对 于 理想 电介质 ,e = 二 0 即 tan6. 一 0,s 一 ,py 


XH) 
K FÈ a=0,8=o уер Ж z= Jė, 与 上 节 的 结果 图 6-14 有 耗 媒 质 中 传播 的 均匀 平面 波 
相同 。 
6.3.2 导电 媒质 中 传播 的 均匀 平面 波 


对 于 导电 媒质 ,由 于 其 等 效 复 介 电 常 数 为 e 一 e 一 j =s 与 有 耗 介 质 的 复 介 电 常 数 e = 
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e’ 一 过 的 对 比 可 知 : 


ж (6-111) 
根据 上 式 的 对 换 关 系 , 如 果 忽略 磁 损 耗 即 从 一 
可 求 得 导电 媒质 的 a 和 有 分 别 为 


а= tej + (z) -1| =。 ЕТТ тапта; — 1] (6-112) 
e “| [+] =w JE [VIF anta, +1] (6-113) 


在 导电 媒质 中 , 沿 十 = 方向 行进 的 均匀 平面 波 ,其 电磁 场 的 振幅 随 = 的 增 大 同样 按 e7“ 
的 指数 规律 衰减 。 这 是 因为 电磁 波 在 导电 媒质 中 传播 时 ,其 中 的 自由 电荷 在 电场 的 作用 下 
形成 传导 电流 ,由 此 产生 的 焦耳 热 功率 使 电磁 波 的 能 量 不 断 损 耗 ,表现 为 波 的 振幅 的 衰减 。 
当 o==0 时 ,a 二 0, 波 的 振幅 不 变 , 这 便 是 理想 介质 的 情形 。 


由 式 (6-113) 求 得 相 移 常数 8 后 ,就 可 以 求 出 电磁 波 在 导电 媒质 中 的 波长 = жини 


v=" 由 式 (6-113) 可 知 , 相 速 w 与 m。 有 关 , 故 导电 媒质 是 频 散 媒质 。 在 导电 媒质 中 ,B 随 
ETR o 的 增加 而 增 大 ,而 其 中 传播 的 电磁 波 的 波长 却 随 o 的 增加 而 变 短 , 相 速 减 慢 。 
注意 到 式 (6-111) 并 忽略 磁 损耗 ,由 式 (6-110) 可 得 导电 媒质 中 的 波 阻抗 为 


2 үе [= тя е? (6-114) 


同 有 耗 介 质 的 情形 一 样 ， 导电 媒质 中 的 波 阻 抗 也 是 一 个 复数 ,E SH 虽 在 空间 上 仍 互 
相生 直 , 但 在 时 间 上 不 再 同 相 位 ,HH 滞后 于 E 的 相位 角 为 作 。 


0 和 jp 二 jv , 则 由 式 (6-103) 和 式 (6-104)， 


对 于 良 导体 ， 由 于 也 >l, MJ >e, e~ j 三 ,于 是 式 (6-112) 与 式 (6-113) 可 近似 表 
as 有 一 = Vrfuo (6-115) 


因此 ,在 良 导体 中 电磁 波 随 c、w O 的 升 高 而 衰减 得 更 快 。 
由 式 (6-114) 可 得 良 导体 中 的 波 阻 抗 为 


Z: 2801 (+j 95 а+р [FE (6-116) 
在 无 耗 媒质 中 传播 的 均匀 平面 电磁 波 , 其 电场 与 磁场 的 能 量 密度 相等 。 但 在 良 导 体 中 ， 
电磁 波 的 电场 与 磁场 的 能 量 密度 之 比 为 
1E 2 
=а = я = = <1 (6-117) 
тин 
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这 说 明 在 良 导 体 中 电磁 波 的 能 量 主要 是 磁场 能 量 。 这 是 因为 导体 损耗 的 能 量 主要 是 电 
场 能 量 的 缘故 。 对 于 有 耗 媒 质 , 也 有 类 似 的 情形 。 

由 式 (6-49) 、 式 (6-106) 与 式 (6-114) 可 以 计算 出 导电 媒质 中 电磁 波 能 流 密度 的 时 间 平 
均值 为 


2 Е? ГА 2 
т m е 
s Керу Ке T z T° те, 21 Z [°°°`2 ®* 
= E меб. X 
= 512 соз 7-е (6-118) 
或 
S= 1н, | Z, | cos Še, = +H, | Z, | е cos бе, (6-119) 


式 中 ,Eow 与 How 分别 是 坐标 原点 即 «=0 处 电场 强度 与 磁场 强度 的 最 大 值 。 可 见 ,在 有 耗 媒 
质 中 ,电磁波 的 能 量 随 = 的 增加 而 按 e-*“ 的 指数 规律 衰减 。 

将 式 (6-116) 代 入 式 (6-118) 或 式 (6-119) ,可 得 良 导体 中 电磁 波 能 流 密度 的 时 间 平 均 
值 为 


Eee, (6-120) 
7А 


或 


对 于 理想 导体 (c= 二 号) ,a 二 8 二 ,5 二 0, 电 磁 波 不 可 能 在 其 中 传播 。 
例 6.5 已 知 土壤 的 电导 率 为 10*S/m, 相 对 介 电 常数 为 5; 海水 的 电导 率 为 4S/m, 相 
对 介 电 常数 为 80 ,它们 都 是 非 磁性 媒质 。 有 一 均匀 平面 电磁 波 在 空气 中 传播 时 ,其 波长 为 
300m。 试 分 别 计算 此 电磁 波 进入 土壤 和 海水 后 的 相 速 、 波 长 及 其 振幅 和 能 量 衰减 一 半 的 传 
播 距 离 。 
解 ” 电 磁 波 的 频率 为 
ў 3 x 10° 
А 300 
需要 先 判断 媒质 的 性 质 再 计算 不 同 媒质 中 电磁 波 的 传播 参量 。 对 于 土壤 ,有 
с TAA 2к X 105 X E 8.85 x 107” 


可 见 土 壤 对 1MHz 的 电磁 波 属于 半 导 电 媒质 ,于 是 有 
me ET 1] 
= д. ЪЗ. —1] = 0.055Np/m 
ре 2 у] = 25. [рле +1] ~ 0.072rad/m 


电磁 波 在 土壤 中 传播 时 的 相 速 和 波长 分 别 为 
v = 2xf _ 2x X 105 
= 06 0.072 


= 105 Hz 


а= 3.6 


= 8.73 X 107m/s 
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w — 8.73 X 10” 


к= Z 10 = 87.3m 
ет 一 去, 可 得 电磁 波 的 振幅 在 土壤 中 训 减 一 半 的 传播 距离 为 
_ ln2 _ 0.693 _ 
L = oo ^ 12.6 
再 由 е“ = 去, 可 得 电磁 波 的 能 量 在 土壤 中 衰减 一 半 的 传播 距离 为 
ln2 _ 0.693 _ 
акла ла 
对 于 海水 , 则 有 


с #. 4 
wE 2n fe,eo 2x х 10% X 80 X 8.85 X 107 


因此 ,对 于 1MHz 的 电磁 波 ,海水 可 视 为 良 导体 , 则 


二 900 > 100 


= Е An 
a = B= /х/шо = VxwX 10 X 4r X107 х4 = — =s 4Np/m (或 rad/m) 
В Ро ЛО р, 
同 理 可 得 

Ë 6 
v = fE = PRC = 1.57 x 10tm/s 和 = 2 = 291,57 
1, = P2 = 0.693 ~ 0.17m 和 „ = 182 — 0.693 ~ 0, 087m 

а 4 2а 8 


由 此 可 见 , 电 磁 波 在 导电 媒质 中 传播 时 , 随 电导 率 o 的 增加 , 相 速 越 来 越 慢 ,波长 越 来 越 
短 , 波 的 衰减 越 来 越 快 ; 而 随 频率 的 增加 , 相 速 越 来 越 大 ,所 以 导电 媒质 是 反常 频 散 媒质 。 

016.6 有 一 块 电 导 率 为 o\ 磁 导 率 为 yo HKH a WH b, 
厚度 为 а 的 矩形 良 导体 薄片 ,电磁 波 垂直 穿 过 薄 层 ,如 图 6-15 
所 示 。 试 求 电磁 波 在 该 导体 薄片 内 的 损耗 功率 。 

解 方法 1: 用 功率 守恒 原理 计算 。 

设 良 导体 薄片 左 表 面 上 电磁 波 的 电场 强度 的 幅 值 为 Eom + 
则 在 右 表面 上 场 强 的 幅 值 为 Ее ”。 由 于 良 导体 的 波 阻 抗 为 


z= “Ге eff , 故 电磁 波 在 良 导体 薄片 左 表面 上 的 平均 能 流 密 
度 为 图 6-15 ЖРА ЖН 


ë 1 Е 1 с 
s Re 2 27 ) PIPER Ем 
同 理 , 在 良 导 体 薄 片 右 表面 上 有 
С К [ж Е 
5, = 2 2wpo Eine 


因此 , 良 导 体 薄片 中 损耗 的 平均 功率 为 


ES S) = % /Bley 
2 N 2wp0 
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方法 2: 直接 用 焦耳 定律 计算 。 
设 电磁 波 在 导体 内 任意 位 置 处 的 电场 强度 振幅 为 E, = E, e= ,由 微分 形式 的 焦耳 定 
веј + Е) = oE ,得 电磁 波 穿 过 厚度 为 4 的 良 导体 时 ,产生 的 焦耳 热 为 
Р= | L oE*abdz = j -уоабЕЬе dz = «Е — e) 


_ ФЕ [= 


— ed 
2 Жон {= 


两 种 方法 结果 完全 相同 。 上 式 中 用 到 了 良 导体 中 = | ETAR, 
讨论 : 4 аа<1 В, (1—е7 2 ) 2ай , 则 有 


5 a Еб с wyo, _ 1 2 
P == 2 рта 2 2 а > а0йвЕб, 


这 个 结果 也 可 以 由 良 导体 薄片 两 侧 场 强 的 平均 值 计算 出 薄片 中 的 平均 电流 密度 而 获 
得 , 即 


d 
Ja = Í Eome “dz = Жө (| — e“ )== Eom 
0 


由 于 平均 电流 的 幅 值 为 
I, = J mad = Emad 


д b 
故 得 Р КЕ Еа) -#у=-уабаоЕ$„ 


电磁 波 在 良 导体 薄片 中 损耗 的 能 量 转变 为 焦耳 热 。 


重点 提醒 : 需要 说 明 的 是 , 当 ad<1 时 ,虽然 近似 的 结果 相同 ,但 车 d 的 长 度 足 够 大 时 ， 
根据 良 导 体 薄片 两 侧 场 强 的 平均 值 计 算出 薄片 中 的 平均 电流 密度 会 导致 较 大 的 误差 ,有 
兴趣 的 同学 可 以 进一步 考虑 之 。 


6.4 电磁 玻 在 介质 分 界面 上 的 反射 与 折射 


前 面 儿 节 讨论 的 问题 是 电磁 波 在 无 界 连续 媒质 中 的 传播 规律 。 在 无 界 连续 的 均匀 媒质 
中 ,电磁 波 沿 直线 传播 。 如 果 电 磁 波 在 传播 过 程 中 遇 到 媒质 的 不 连续 面 , 即 媒质 的 分 界面 
时 ,将 发 生 反 射 与 折射 现象 。 入射 到 媒质 分 界面 上 的 电磁 波 即 入 射 波 将 分 成 两 部 分 : 一 部 
分 能 量 被 反射 回 原 媒 质 中 成 为 反射 波 , 而 男 一 部 分 能 量 则 被 折射 (或 透射 ) 入 男 一 媒质 中 而 
成 为 折射 波 或 透射 波 。 本 节 讨 论 均匀 平面 电磁 波 在 两 种 理想 介质 分 界 平面 上 的 反射 与 折射 
规律 。 

分 界 平面 上 的 反射 与 折射 规律 的 分 析 , 本 质 上 属于 求解 时 变 电 磁 场 的 边 值 问题 。 

6.4.1 反射 定律 与 折射 定律 


设 均匀 电磁 波 以 一 定 的 角度 入射 到 两 种 介质 形成 的 无 限 大 平面 的 分 界面 上 ,如 图 6-16 
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所 示 ,介质 1 和 介质 2 的 分 界面 为 x 二 0 的 平面 。 入 射 波 
的 人 射线 与 分 界面 法 线 所 构成 的 平面 称 为 人 射 面 , 即 у= 
0 的 平面 。 入 射线 与 法 线 之 间 的 夹 角 0, 称 为 人 射 角 , 反 射 
线 、 折 射线 与 法 线 之 间 的 夹 角 0, 和 0, 分 别称 为 反射 角 和 
折射 角 。 如 果 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 的 方向 分 别 沿 着 各 
自 波 矢量 kink, 和 大 的 方向 , 则 相应 的 电场 强度 可 分 别 表 


示 为 
Е, = Еее 
| = Ene (6-121) 图 6-16 入 射 波 、 反 射 波 与 折射 波 
‚ = Еее 
介质 1 中 的 总 场 强 由 和 人 射 波 的 场 强 E, 和 反射 波 的 场 强 E, ЙО TR AR E 98 
度 为 
E, = Е, + E, = Ese" "Ea" (6-122) 


为 讨论 方便 , 取 电 场 强度 矢量 的 方向 在 入 射 平面 内 ,磁场 强度 矢量 的 方向 则 垂直 于 入 射 
面 , 即 沿 十 y 方向 ,于 是 两 介质 中 的 磁场 强度 可 分 别 表示 为 


Ce свн а Бърд _ 
H, = H, +R,, = зве # (6-123) 
和 
H, = H, = Erdene» (6-124) 
= 77 


在 两 介质 的 分 界面 即 z=0 的 平面 上 ,根据 电场 强度 和 磁场 强度 的 切 向 分 量 连续 的 边 
界 条 件 E = E, fll H, = Hz, 有 


Ex + En = Ew 
(6-125) 
H, + Hy = Hy 
注意 到 在 人 射 面 上 k + r= 二 kz 十 kz 和 在 介质 的 分 界面 上 z==0, 于 是 ， 
Е,„соѕ0, е0 — En cosO.e tn = E m cosOe "tes) 
Еш kars у Em кыы — Em К-ы (6-126) 
E= у а“ Sh 
要 使 上 式 对 所 有 的 x 和 都 成 立 , 式 中 各 项 的 相位 因子 必须 相等 ,因而 有 
w = w, = w, =w 
(6-127) 
ki = Ё. = k. 


可 见 , 反 射 波 与 折射 波 的 频率 和 入 射 波 相 同 ; 反射 波 和 折射 波及 人 射 波 的 波 矢量 在 分 
界面 上 的 切 向 分 量 连续 ,也 称 为 波 矢 匹 配 。 在 不 同 介质 中 传播 的 电磁 波 , 由 于 边界 条 件 的 约 
东 , 波 矢 必 然 遵 守 切 向 分 量 匹配 的 规则 。 

由 ki =ke ,可 得 

Aisin0 = Ё,ѕіпб, 
因为 k=k,=kh =e Мет , 故 得 
0, = 0, (6-128) 
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这 表明 反射 角 0, 等 于 入 射 角 0., 且 在 同一 人 射 平面 内 。 这 就 是 斯 奈 尔 反射 定律 。 
再 由 ki =ke ,可 得 
kisinĝ; = Ё,ѕіпб, 
考虑 到 k =k:=w verm ,有 
sin0, _ kı Vam _ т 
зб, А /езрз nz 
这 就 是 斯 奈 尔 折射 定律 。 它 表明 折射 角 和 入 射 角 在 同一 入 射 平面 内 , 且 其 正弦 与 相应 


介质 的 折射 率 成 反比 , 即 比值 sn. 与 相应 介质 的 相对 介 电 常数 的 平方 根 成 反比 , 故 在 介 电 


sin0, 
常数 大 的 介质 中 波 的 传播 方向 与 分 界面 法 线 之 间 的 夹 角 小 。 

反射 定律 和 折射 定律 反映 了 反射 波 、 折 射 波 和 入 射 波 之 间 的 方向 关系 。 若 在 前 述 问题 
中 取 电 场 强 度 矢量 的 方向 垂直 于 入 射 面 ,磁场 强度 矢量 的 方向 在 入 射 面 内 ,以 及 最 一 般 的 情 
形 , 即 电场 强度 既 不 平行 也 不 垂直 于 入 射 面 , 反 射 定律 和 折射 定律 均 成 立 , 故 它们 与 电场 的 
极 化 方式 无 关 。 


6.4.2 PHAR 


当 电 磁 波 斜 人 射 到 介质 分 界面 时 , 极 化 方向 不 同 , 则 相应 的 边界 关系 也 不 同 。 虽 然 对 于 
反射 定律 和 折射 定律 没有 影响 ,但 对 于 波 的 振幅 关系 却 不 同 。 一 个 任意 极 化 方向 的 入 射 平 
面 波 ,总 可 以 分 解 为 相对 于 入 射 面 的 平行 极 化 波 和 垂直 极 化 波 。 所 谓 平行 极 化 波 是 指 EE 矢 
量 在 人 射 面 内 极 化 ( 见 图 6-16), XER TM 波 或 p 波 ; 而 重 直 极 化 波 则 是 EE 矢量 在 与 入 射 面 
垂直 的 方向 极 化 ,又 称 TE 波 、n 波 或 s 波 。 下 面 分 别 讨论 这 两 种 极 化 波 的 振幅 关系 。 

1. 平行 极 化 波 

如 图 6-16 所 示 ,E 矢量 在 人 射 面 内 , 即 电 场 强 度 既 有 之 方向 分 量 又 有 x 方向 分 量 ,磁场 
强度 只 有 у 方向 分 量 。 根 据 边界 条 件 已 ,= Ez, Hi 二 Hs, 并 结合 式 (6-127) 中 各 项 的 相位 
因子 相同 , 则 有 


(6-129) 


E,..cos0, — E mcosh, = E,,,cos0, 
Ë Ем Е. (6-130) 
Z Z Z 
由 反射 定律 ,上 式 可 表示 为 
(Eim — E;,)cos0, = Е,„соѕ0, 


Z (6-131) 
ZE™ 


如 果 定义 平行 极 化 波 的 反射 系数 Fy — P 与 传输 系 教 ( 即 折射 系数 或 透射 系数 )T/ = 


Em + Em = 


КУШ (6-131›® Ж 
_ cosh, 
1= Гу = созб, t 
7 (6-132) 
I+ry= ZT; 


解 此 联 立 方程 组 ,对 于 非 磁性 介质 , 波 阻抗 Z, = 各 与 Z 一 сс ,并 考虑 到 折射 定律 可 得 
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Em _ Zicos0, 一 Zacosb， _ vez cosb; 一 VE cosh, 


P 
£ Es 2,со50. + 22со50. /ecosb, + VE cos0, 
E cos0, = Je — sin°0, 
ы & (6-133) 
E2 cosh; + 型 sin? 0, 
& Na 
和 

Es 27,соѕ0, 2 Vei cos0, 

T, 


Em Дусовб, + 2:соѕ0, ez созб, + VE cosh, 


2 Š cosh; 

= es (6-134) 
20050 + = — sin? 

上 面 两 式 中 具有 波 阻抗 的 表达 式 也 适用 于 磁性 介质 ,而 具有 介 电 常数 的 表达 式 仅 适用 

于 非 磁性 介质 。 由 折射 定律 ,上 面 两 式 还 可 以 分 别 表 示 为 

_ tan(0, — 0.) ® 

f tan(0 +0) кн) 


2cos0,sin0, 
sin(0, + 0,)cos(0, — 0,) 


由 此 可 见 ,传输 系数 Ty 总 是 正 值 ,这 说 明 折射 波 与 入 射 波 的 电场 强度 的 相位 相同 。 反 
ИЖЕ Г, 则 可 正 、 可 负 或 为 零 。 当 它 为 负 值 时 ,反射 波 与 入 射 波 的 电场 强度 的 相位 相反 ,这 
相当 于 “损失 ”了 半 个 波长 , 故 称 为 半 波 损失 。 

对 于 非 磁性 介质 ,由 式 (6-132) 可 以 得 到 [与 Ty 之 间 的 关系 为 


1+ry= т, (6-137) 


可 见 ,Ty 与 Ty 之 和 并 不 等 于 1, 因 为 它们 并 非 由 反射 波 、 折 射 波 与 人 射 波 的 能 量 比 来 
定义 ,而 是 以 电场 强度 的 幅 值 比 定义 的 。 


另外 ,由 式 (6-133) 可 知 , 当 Vess cosh, = Ve, cos0, 时 ,Tv 二 0, 结 合 折射 定律 , 则 有 
P. cosh; = cosh = V1 一 sin 0 1 2 sin°0, 
1 2 


T,= (6-136) 


即 
ШЭ G apa — ОИ. ЕС 
©. (1 —sin°0,)= 1 2,918 0, 


故 得 


A Ez E2 = 
Өв = arcsin ET arctan 局 (6-138) 


因此 , 当 平 行 极 化 波 以 角度 0, 入 射 到 两 介质 的 分 界面 上 时 ,其 全 部 能 量 将 透射 人 介质 2 
而 没有 反射 。 这 个 特定 的 人 射 角 0, 称 为 布 侨 斯 特 角 。 激 光 技 术 中 常用 的 布 侨 斯 特 窗 就 是 
根据 这 一 原理 设计 的 。 对 于 一 个 任意 极 化 方向 的 均匀 平面 波 , 当 它 以 布 侍 斯 特 角 0, 入 射 到 
介质 分 界面 上 时 ,反射 波 中 将 只 剩 下 垂直 极 化 波 分 量 而 没有 平行 极 化 波 分 量 。 例 如 ,光学 中 
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的 起 偏 器 就 是 利用 了 这 种 极 化 滤波 的 作用 , 故 0, 又 称 为 极 化 角 或 起 偏振 角 。 
由 式 (6-135) 可 知 , 当 0,=0s 时 ,恰好 有 


如 十 0. = Е (6-139) 


图 6-17 示 出 了 聚 乙烯 在 不 同 极 化 情况 下 反射 系数 随 人 射 角 的 变化 关系 。 
H 
1 


0.9 
0.8 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90° 
图 6-17 жоЛ ERR 


2. 垂直 极 化 波 
对 于 如 图 6-18 所 示 的 垂直 极 化 波 , 利 用 介质 分 界面 上 
电磁 场 的 边界 条 件 Ei, = E,, Hie = Н.Ж 


E, +E, = Ey 
Í (6-140) 
H. + Hu = Н. 


由 于 上 式 中 各 项 的 相位 因子 相同 ,于 是 有 


Бы + Кы == Еш 
(6-141) 
| Eim cos0, + Em cos0, Em cos0, 
2, 2 2, 图 6-18 垂直 极 化 的 人 射 波 、 


如 果 同 样 定义 重 直 极 化 波 的 反射 系数 Pi = E= 与 传输 кназини 


系数 ( 即 折射 系数 或 透射 系数 )T) 一 让, 并 考虑 到 反射 定律 0 一 0, 则 式 (6-141) 变 为 


1+D = T. 
|p 29% (6-142) 
+ 7,соѕӣ, + 


联 立 解 上 式 , 可 得 垂直 极 化 波 的 反射 系数 P. 与 传输 系数 T 分 别 为 


Еш __ Z;cos0, 一 Zicosb. Ve1 cosh; — Vez cosh, 
E. Z, cos0, + Z, cos0, Va созб, + Vez cosh, 


cos0, 一 = — sin°0, 
= ^a. (6-143) 
созӣ, + |“ — sin20, 
E 
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和 
т. = E 27,соѕ0, = 2 Vei cos0, 
Е Em Zacosbi + 2, cos0, Va созӣ, + Ve; cosh, 
_ 2cos0, (6-144) 
cos0, + ые sin°0, 
E 
上 面 两 式 还 可 以 表示 为 
_ _ sin(0.—0.) Я 
Г 009 (8-15) 
和 
_ 2cosñ,sin0, T 
T= nO +0) эй 


同样 , 式 (6-145)、 式 (6-146) 也 仅 适 用 于 非 磁性 介质 。 由 此 可 见 , 传 输 系 数 Ti 总 是 正 
值 , 这 说 明 不 论 是 平行 极 化 波 还 是 垂直 极 化 波 ,折射 波 与 人 射 波 的 电场 强度 总 是 同 相 位 ; 而 
反射 系数 局 亦 可 正 可 负 。 当 De: 时 ,0 二 bsin(0 一 9) 一 0, 六 为 正 值 , 反 射 波 与 人 射 波 
的 电场 强度 的 相位 相同 ; 反之 ,el 二 es П.Г, 为 负 值 ,相位 差 为 x, 即 有 半 波 损失 。 但 与 平行 
极 化 波 的 情形 不 同 , 由 式 (6-143) 可 知 ,对 于 非 磁性 介质 ,除非 s ==, ,否则 反射 系数 Г 不 可 
能 为 零 , 即 垂直 极 化 波 不 存在 布 侍 斯 特 角 。 

由 式 (6-142) 可 得 Г, # T | 之 间 的 关系 为 

1+Гү=Т,ү (6-147) 

式 (6-133) 一 式 (6-136) 和 式 (6-143) 一 式 (6-146) 称 为 菲 涅 耳 公 式 。 它 们 在 麦克 斯 韦 
的 电磁 理论 建立 以 前 的 1823 年 ,已 由 菲 涅 耳根 据 光 的 弹性 理论 首先 推导 出 来 ,并 由 光学 的 
实验 事实 所 证 实 , 现 在 又 以 电磁 场 理 论 重 新 求 得 ,这 充分 证 明了 光 的 电磁 理论 的 正确 性 。 非 
涅 耳 公式 表明 了 反射 波 、 折 射 波 和 入 射 波 的 电场 强度 的 振幅 和 相位 关系 。 并 且 在 平行 极 化 
与 垂直 极 化 两 种 情况 下 ,反射 系数 和 传输 系数 并 不 相同 ,它们 和 极 化 方向 有 关 。 


基于 能 流 守恒 定律 式 (5-64) 在 两 种 介质 分 界面 上 的 关系 ,可 以 定义 反射 率 p 和 透射 率 r 
分 别 为 反射 平均 能 流 密度 的 法 向 分 量 、 透 射 平均 能 流 密 度 的 法 向 分 量 与 入 射 平均 能 流 密度 
的 法 向 分 量 的 大 小 之 比 , 即 
p Раа Aa г (6-148) 
See, Z,cos0, (Е, Y: _ Zicosô, т. 
s B -e 的 сов 651499; 


将 式 (6-132)、 式 (6-142) 中 两 项 直接 相 乘 ,容易 验证 : p 十 + 二 1, 该 结论 与 极 化 方式 无 
关 。 反 射 率 和 透射 率 的 概念 在 光学 中 会 经 常用 到 。 


重点 点 拨 : 反射 定律 、 折 射 定律 和 菲 涅 耳 公式 的 推导 看 似 纷繁 复杂 ,学 生 们 仿佛 雾 里 看 
花 。 其 实 ,只 要 抓 住 一 条 主线 : 各 种 情形 兼 为 两 种 介质 分 界面 附近 的 边 值 问题 , 泛 定 方 
程 为 波动 方程 (或 记 姆 霍 兹 方程 ) ,边界 条 件 无 一 例外 地 均 为 电磁 场 切 向 分 量 连续 的 关系 
式 , 就 如 拨 云 见 青 天 ! 充分 掌握 分 析 这 类 问题 的 基本 思路 ,在 学 习 接 下 来 的 全 反射 、 正 入 
射 , 导 体 边界 面 上 的 反 折 射 等 问题 时 , 便 顿 觉 其实 属 一 脉 相 承 , 真 可 谓 触 类 旁 通 也 。 
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例 6.7 空气 中 有 一 均匀 平面 电磁 波 的 电场 强度 矢量 为 
Е, = (зе, + e, )#š 2 V/m 
在 у=0 的 入 射 面 上 入 射 到 х=0 的 半 无 限 大 介质 平面 上 ,其 相对 介 电 常数 和 磁 导 率 分 别 为 
є,=3 和 二 1。 试 求 空气 中 的 反射 波 和 介质 中 折射 波 的 电场 强度 和 磁场 强度 的 复 矢 量 式 
和 瞬时 值 式 。 
解 与 人 射 波 场 强 E; 二 (V3e, 十 e.)e3“-3 的 相位 因子 e- 六 "比较 ,可 得 其 波 矢 量 为 


后 一 下 (一 es 十 V3e:), 波 数 为 名 二 一 如一 皇 VIT3 一 垂 m1。 入射 角 等 于 反射 角 为 0. 一 
0 一 arctanV3 一 村 。 


电磁 波 的 角 频 率 为 w= ьс= Ёхзх1о*= 2rX10' rad/s。 因 为 电场 强度 矢量 在 和 人 射 平 


面 内 , 故 由 平行 极 化 波 的 非 湿 耳 公 式 , 可 得 反射 波 的 反射 系数 为 


Beost, — PE sin? _3соз z sin? 2 3 /3 3 
P; = 3 3 _ 2 4 
/ 0 
S cosh, + 局 一 sin20， 3cos + sin? = 5 F J3 а 


因此 ,没有 反射 波 , 在 此 情况 下 入 射 角 0 = AA AA ШОЛ 0. 


对 非 磁 性 媒质 ,其 4 二 ks JE. Wa Ék 329-28 дил б нате 


B° 
可 得 折射 角 为 
0, = arcsin а акып ЕЗУ arcsin 9 
于 是 ,折射 波 的 波 矢量 为 
k, = k,(— соѕӣ,е, + sin0,e, ) | Le, + 1, )= (е +) агі 


ТҮ =Q. ¿ 3 b 
单位 矢量 为 „= 2( etie). 
PERPEIT RIE RREA, ERSO 


T 
г 2 Jen созӣ Т 1 1 
ГА 
Ven созӣ, + Ven cosh З cos Е Fios 人 А н УЗ V3 


由 式 (6-149) ,得 透射 率 为 


т УЗ 
сод, a МЕ = (E) zt 
pel Ven X соз © УЗ Лх 2 


可 见 , 从 能 量 的 角度 看 ,这 是 全 透射 的 结果 。 


2 
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2 


由 于 Em = /3+1=2V/m,Ëk Ea =T En == 


V/m; ЖИН k, 。 Eu 一 0, 得 Ее, 
e:; 又 因 介质 中 的 波 阻 抗 为 
_ [mz _120х _ 
= z, = Fag = 40/3 х0 
因此 ,介质 中 折射 波 的 电场 强度 和 磁场 强度 的 复 矢量 式 和 瞬时 值 式 分 别 为 
Е,= (е е) С) V/m 


/3 
1 1 3 1 1 =й, 
= == 24 = х = © š 
H= Ze ХЕ, = —— | e 十 万 )x [Z° te je z=) 


1 (2-2 
= е Nn)e, A/m 


和 E= (ене) а) V/m 
H, =e, 起 cos(2xx 1087 十 元 2) A/m 
6.4.3 全 反射 


当 电磁 波 从 折射 率 较 大 的 媒质 (光学 中 称 光 密 媒质 ) 入 射 到 折射 率 较 小 的 媒质 ( 光 朴 媒 
质 ) 时 , 即 半 过 2 , 则 根据 折射 定律 式 (6-129) 有 0 二 0 。 若 人 射 角 0, 增 大 到 某 一 角度 0. 时 ， 
0. 二 90", 这 时 由 式 (6-133) 与 式 (6-143) 可 知 , 有 I =1 和 并 二 1, 折 射 波 沿 分 界面 掠 过 。 而 
当 0>>0, 时 ,介质 1 中 的 入 射 波 将 被 界面 完全 反射 回 介 质 1 中 去 。 这 种 现象 称 为 全 反射 。 
使 折射 角 9. 二 90" 的 入 射 角 0. 称 为 临界 角 。 由 折射 定律 可 以 求 得 临界 角 为 


0. = arcsin Fp: (6-150) 


1⁄4 
对 于 非 磁 性 材料 ,ma Sp ~ ,上 式 即 为 


0, = arcsin P: (6-151) 
1 


由 上 式 可 知 ,只 有 当 电磁 波 从 介 电 常数 大 的 介 0 
质 人 射 到 介 电 常数 小 的 介质 即 @ 二 ez 时 ,临界 角 0. 
才 有 实数 解 ,从 而 有 可 能 发 生 全 反射 现象 。 

图 6-19 示 出 了 临界 角 0. 和布 颂 斯 特 角 0, Bü 


全 的 变化 关系 。 可 见 , 一 般 情况 下 ,0s 二 90.; RAM 


є Хе, 时 ,0. 和 0s 疙 0。 男 外 , 布 颂 斯 特 角 0, 并 不 要 

SR e: >ez 的 限制 条 件 ,但 仅 当 0,=0, 时 ,平行 极 化 

的 反射 波 才 消 失 ; 而 发 生 全 反射 的 入 射 角 范 围 为 

0. 二 0 二 90", 并 且 与 人 射 波 的 极 化 方向 无 关 。 бы л аз 
当 发 生 全 反射 时 ,根据 折射 定律 ,sin0 过 1, 此 

时 折射 角 0, 无 实数 解 , 这 表明 不 应 有 电磁 能 量 透 入 图 6-19 0. 与 bs 随和 的 变化 关系 


全 反射 区 


lgsl/s> 
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介质 2。 但 由 于 分 界面 上 电场 和 磁场 的 切 向 分 量 连续 , 故 介 质 2 中 应 有 电磁 场 存 在 。 在 
е 22е 的 情况 下 , 4 0:220. 时 , 则 有 


sin0, = [Esim =М>1 (6-152) 
2 
其 中 ,M 为 大 于 1 的 实数 。 显 然 0, 必 为 复 角 ,于 是 
cosh, 1 — sin°0, j Мзіп?0, — 1 =— jN (6-153) 
式 中 ,N== бт (292) 1 = Т0, В N 为 正 实数 。 则 由 图 6-16 或 


图 6-18 和 式 (6-152) 与 式 (6-153) 可 得 
К, ° r= kex kez = Ё,(— xcosh + zsin0,) = Ё, (М= + JNz) 
= В (Mz + jNz) (6-154) 
将 上 式 代 入 式 (6-121) 和 式 (6-124) ,可 得 平行 极 化 的 折射 波 的 电场 强度 和 磁场 强度 矢 
量 分 别 为 


E, = E. erken = E. TAMNO 一 Ep АМ RMO 
H, = Н,е, = mente еее о, и 

由 上 式 可 见 , 当 0 二 0. 时 ,只 有 沿 十 z 方 向 行进 的 波 ,而 其 振幅 沿 一 x 方向 按 指 数 律 衰减 。 
这 就 是 在 式 (6-153) 中 取 cosh, = —jN 的 原因 ,否则 振幅 将 沿 一 z 方向 按 指数 律 增长 ,显然 这 是 
不 可 能 的 。 这 种 波 的 等 相 面 (z 为 常数 的 平面 ) 与 等 幅面 (x 为 常数 的 平面 ) 不 一 致 , 故 为 非 均 
匀 平 面 波 。 对 于 平行 极 化 的 折射 波 ,E. 具有 在 传播 方向 (十 = 方向 ) 上 的 纵向 分 量 , 而 H, 仅 
有 与 传播 方向 垂直 的 横向 分 量 , 故 为 TM 波 。 同 理 ,在 垂直 极 化 的 情形 下 , 则 为 TE 波 。 

在 媒质 2 中 , 波 沿 十 方向 的 相 速 为 

ьм < = (6-156) 

可 见 , 这 种 波 沿 传播 方向 的 相 速 小 于 介质 2 中 均匀 平面 波 沿 传播 方向 的 相 速 , 故 称 为 慢 
波 。 又 因 慢 波 的 振幅 沿 一 z 方向 按 指数 律 衰 减 , 即 其 场 量 主要 集中 于 介质 表面 附近 , 故 又 称 
为 表面 波 ,也 称 为 修 逝 波 (消逝 波 ) 。 

全 反射 现象 有 很 多 应 用 。 电 磁 波 在 介质 与 空气 分 界面 上 的 全 反射 是 实现 表面 波 传输 的 
物理 基础 。 例 如 , 放 在 空气 中 的 一 块 介 质 板 ( 见 图 6-20), 当 介质 板 内 的 电磁 波 在 两 个 分 界 


面 上 的 入 射 角 0 > 和 arcsin ,各 时 ,电磁 波 将 发 生 全 反射 而 被 约束 在 介质 板 内 ,并 沿 十 


方向 传播 。 在 板 外 , 场 量 沿 垂直 于 板 面 的 士 x 方向 按 指数 律 迅速 衰减 ,因而 没有 辐射 。 电磁 
波 在 介质 板 内 的 全 反射 同样 适用 于 圆 形 介质 线 。 当 介质 线 内 的 电磁 波 发 生 全 反射 时 ,可 使 
它 沿 介质 线 传输 。 这 种 传输 电磁 波 的 系统 称 为 介质 波导 或 表面 波 波导 。1966 年 高 锟 提出 
的 光学 纤维 或 称 光 导 纤维 也 是 一 种 介质 波导 , 亦 称 为 光波 导 , 即 是 近年 来 在 光 通 信 中 广泛 应 
用 的 光纤 。 

全 反射 在 实用 上 也 有 不 利 的 一 面 。 例 如 ,显像管 或 示 波 管 的 荧光 屏 上 ( 见 图 6-21) ,由 
电子 枪 射出 的 电子 束 打 到 荧光 层 上 使 其 发 光 并 向 四 面 八方 射出 ,由 于 光 在 玻璃 与 空气 的 分 
界面 上 发 生 全 反射 ,只 有 在 锥 角 为 20. 以 内 的 光 才 能 透射 人 空气 中 ,其 余 的 光 被 界面 反射 回 
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去 ,从 而 降低 了 光 的 输出 效率 。 为 此 ,需要 在 荧光 层 上 再 镀 一 层 非常 薄 的 铝 反 射 膜 ,以 提高 


光 的 亮度 。 
киш O um 
Ñ X 
N 
А 2 
F oa < e 
EN u N 
t NOO, N Q 
о м # 内 
E 6-20 利用 全 反射 在 介质 板 内 传输 电磁 波 图 6-21 荧光 屏 内 的 全 反射 
例 6.8 如 图 6-22 所 示 , 用 二 维 介质 波导 作为 传输 а 
线 来 传输 电磁 能 量 。 如 果 要 求 电磁 波 以 任意 角度 入 射 rZ 
到 介质 线 的 一 端面 上 时 , 透 入 介质 中 的 电磁 能 量 能 全 部 пу 


传输 到 另 一 端 。 试 求 介质 线 相对 介 电 常数 的 最 小 值 。 
E 在 介质 线 的 侧 表面 上 发 生 全 反射 时 ,必须 有 [46-22 用 介质 波导 传输 电磁 波 
0,220. 


sin0, = s [2 —a.]= cos0, = sin0, = е 1 
再 由 折射 定律 得 


є 后 
š /so . 1 
sin0, = E sinb， = 
= VE 


则 cos0, М1 — ѕіп?0, ni 1 sinzb， > 1 
E Ме. 


即 1- sino >t iti e>>1+sinz0。 当 0 一 于 时 ,er>>2, 即 折射 率 w>V2, 臻 璃 Co 一 1.5) 
可 以 满足 这 一 要 求 。 


sin0, 


6.4.4 正 入 射 


Ж АИЛ 4 二 0, 即 电磁 波 垂直 入 射 于 分 界面 , 则 属于 正 
入射 情形 。 此 时 因 入 射 面 不 确定 , 故 没有 垂直 极 化 与 平行 极 
化 的 区 别 , 但 反射 定律 .折射 定律 以 及 菲 涅 耳 公式 仍然 成 立 。 
由 0. 二 0. 二 0, 知 反射 波 和 折射 波 都 沿 界面 的 法 线 方向 传播 。 
图 6-23 为 图 6-18 中 4 一 0 时 的 极限 情形 ,将 入 射 角 0. 二 0 
代入 式 (6-143)、 式 (6-144), 即 可 得 正人 射 时 反射 系数 和 传 


输 系数 分 别 为 
图 6-23 ”电磁波 正 人 射 到 介质 F. 22, 


PAME аб A r=. (6-157) 
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= Em _ 2% 
a Z,+ Z. 


(6-158) 


延伸 思考 : 若 代 入 式 (6-133) 时 结果 与 式 (6-157) 相 差 一 负 号 ,这 是 由 于 平行 极 化 中 ( 见 
图 6-16)0—0 时 ,反射 电场 的 方向 恰 与 图 6-23 所 示 的 方向 相反 之 故 ! 所 以 参考 方向 不 
A ,导致 反射 系数 具有 相对 的 正 负 性 。 考 虑 这 个 因素 ,二 者 实 无 本 质 不 同 。 通 常 ,在 正 入 
射 时 ,参考 方向 一 般 选 择 如 图 6-23 所 示 的 方向 。 


对 于 非 兴 性 介质 有 7) = [° 2, е .上面 两 式 还 可 以 表示 为 
€ E2 
> аа - da —Js 


(6-159) 
Ме + Ма: Ven 十 Мей 
Т= 2ve 一 2 Ven (6-160) 
є + в Ven + МЕ 


因此 ,如 果 已 知人 射 波 的 场 量 和 两 介质 中 的 波 阻 抗 ,并 利用 Him = Eim / Z1 .H,,= Е, / 
ZiR Hm= Em/Z: ,由 式 (6-157) 和 式 (6-158) 可 以 求 出 反射 波 、 折 射 波 的 电场 强度 和 磁场 强 
度 分 别 为 


Em = ГЕ„ = En (6-161) 
Ны Ta TH im 2 22 ta (6-162) 
Е. = ТЕ = Z 2 a (6-163) 
Hs ТАНЫ 225 Him (6-164) 


"6.4.5 负 折 射 和 零 折 射 


以 上 讨论 的 是 电磁 波 在 常规 介质 分 界面 上 的 反射 和 折射 规律 。 本 小 节 对 电磁 波 从 常规 
介质 入射 到 人 工 电磁 媒质 中 的 反射 和 折射 特性 进行 讨论 。 随 着 人 们 对 人 工 电磁 材 料 的 深入 
研究 ,除了 上 个 世纪 中 期 提出 的 介 电 常 数 和 磁 导 率 都 为 负数 的 左手 材料 外 ,还 有 一 类 介 电 常 
数 为 零 . 磁 导 率 为 零 或 者 二 者 同时 为 零 的 新 型 电磁 超 材 
料 ,也 是 目前 研究 热点 之 一 ,该 种 材料 称 为 零 折 射 率 超 材 
料 。 接 下 来 具体 分 析 电 磁 波 从 普通 介质 入 射 到 负 折 射 率 
超 材料 或 零 折 射 率 超 材料 中 的 反射 和 折射 规律 。 

1. 负 折 射 

设 介质 1 与 介质 2 的 分 界面 仍 为 无 限 大 平面 ,介质 2 
P e, 0, <0, ДР 6-24 所 示 。 如 果 入 射 波 、 反 射 波 和 
折射 波 的 方向 分 别 沿 着 各 自 波 矢量 kik, ЯП k, 的 方向 ， 6-24 ”电磁 波 从 右手 媒质 斜 人 射 
则 它们 的 电场 强度 可 分 别 表示 为 到 左手 媒质 的 分 界面 上 
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Е, = Ewe tn 
ү = E, erken (6-165) 
‚ = Еме» 
在 两 介质 的 分 界面 即 >— 0 的 平面 上 ,根据 电场 强度 和 磁场 强度 的 切 向 分 量 连续 的 边 
界 条 件 , 仍 有 
КН (6-166) 
n m 1 


由 ki 二 ,可 得 
Aisin0 = Ё,ѕіпб, 


故 
0, = 0, (6-167) 
考虑 到 ki= ki Skon k. = = еп» ,对 于 负 折 射 率 超 材 料 有 п 0. КЕЙ 
s = T Жай аы 
相对 于 图 6-24 中 的 0, ,该 种 情况 下 的 折射 角 0. 二 0, 即 折射 线 与 人 射线 位 居于 法 线 同 
侧 , 故 称 为 负 折射 现象 。 


可 见 ,在 由 右手 材料 和 左手 材料 组 成 的 无 限 大 平面 分 界面 上 ,反射 规律 跟 普通 介质 相 
同 ,但 折射 规律 则 为 负 折 射 , 式 (6-168) 即 为 有 负 折 射 率 材料 存在 时 的 斯 奈 尔 折射 定律 。 

2. 零 折射 

在 介质 2 中 ,车 6 二 0 或 jo 二 0, 则 有 ns 二 0。 当 入 射 波 从 介质 1 射 和 人 介质 2 时 ,由 бс= 


arcsin ш ,Qc 二 0, 故 在 入射 角 取 任意 不 为 零 值 的 情况 下 总 会 发 生 全 反射 现象 。 


若 入 射 波 由 介质 2 入 射 到 介质 1, 设 入 射 角 .折射 角 分 别 为 0, ,由 折射 定律 Sn0 = n: 


Sin0， m 
知 , 因 ns 二 0, 知 折射 角 扫 二 0。 可 见 ,在 这 种 情况 下 ,无 论 入 射 角 大 小 如 何 , 折 射 的 方向 总 沿 
着 法 线 , 此 即 为 零 折射 现象 。 利 用 零 折射 率 超 材 料 可 以 实现 高 指向 性 辐射 。 
6.5 电磁 波 在 导体 表面 上 的 反射 与 折射 


6.5.1 电磁 波 在 导体 表面 上 的 反射 和 折射 


1. SAS 
如 果 均 匀 平 面 电 磁 波 从 介质 中 斜 人 射 到 介质 与 导电 媒质 的 分 界面 上 , 则 e е, 一 :一 
j 所 ,并 注意 到 wes 一 银 一 可 -, 则 导电 媒质 的 相对 介 电 常 数 可 表示 为 
є = Ê = е) -Z = e, —]60Ао (6-169) 
Eo ED 


按照 折射 定律 有 sind. =, |8 sino, ,得 


cos0, = |1 — sin’0. (6-170) 


с 
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在 介质 与 非 磁 性 导电 媒质 的 分 界面 上 ,平行 极 化 波 和 垂直 极 化 波 的 菲 涅 耳 公式 
式 (6-133)` 式 (6-134) 和 式 (6-143)、 式 (6-144) 相 应 变 为 


E ®© созӣ, уе вїп?б, 
Iy an fi =: (6-171) 
j S= cos; а; 56 sin20, 
є є 
2 | созӣ, 
Ty Eas fi (6-172) 
= Š= cos, + /二 一 sin°0, 
є є 
Е cosh; — |= — ѕіп2 0, 
Г. = E = (6-173) 
ad cosh; + /®© — sin?0; 
El 
T = ы = 2 (6-174) 
= cos0, + 8 _ ѕіп20; 


由 上 述 非 涅 耳 公 式 可 计算 出 平行 极 化 波 和 垂直 极 化 波 的 反射 系数 与 透射 系数 。 它 们 在 
一 般 情 况 下 都 是 复数 ,其 模 值 表 明 反 射 波 、 折 射 波 与 人 射 波 的 振幅 之 比 , 而 辐 角 则 表明 它们 
的 相位 差 。 另 外 ,从 上 述 分 析 不 难看 出 ,如 果 均 匀 平 面 电磁 波 从 一 种 导电 媒质 入射 到 另 一 种 
导电 媒质 的 分 界面 上 ,同样 可 由 上 列 各 式 计算 ,只 要 将 式 (6-133)、 式 (6-134) 和 式 (6-143)、 
式 (6-144) 中 的 介 电 常 数 e Же, 改 为 相应 导电 媒质 的 su 与 se 即 可 。 

在 上 列 各 式 中 se 虽然 是 一 个 复数 ,但 因 一 般 介质 的 介 电 常 数 都 不 大 ,而 一 般 的 金属 导 


体 都 是 良 导体 , 则 е е.а) 2, 


Ec 
є wE, 


将 上 式 代 入 式 (6-171) 一 (6-174) ,可 得 在 介质 
垂直 极 化 波 的 反射 系数 与 透射 系数 。 因 为 


xZ >i 


(6-175) 


与 非 磁性 良 导体 分 界面 上 平行 极 化 波 和 


ajak] 
é с 
由 式 (6-170) 可 得 
созб, == 1 
即 
б, 一 0 (6-176) 
由 此 可 以 得 出 一 个 重要 结论 : 即 不 论 入 射 角 0, 如 何 , 电 磁 波 基本 上 沿 着 良 导 体 表面 的 


法 线 方向 透射 人 导体 内 ,并 按 e “的 指数 规律 迅速 衰减 。 


前 面 已 指出 


Ec 


体 的 分 界面 而 言 ， 一 co , 故 有 


є 


,实际 金属 导体 的 表面 可 以 用 理想 导体 的 边界 来 代替 ,而 对 于 介质 与 理想 导 
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| 
T=—1 (6-177) 
Ty= TL=0 


这 表明 无 论 是 平行 极 化 波 还 是 垂直 极 化 波 在 理想 导体 的 表面 上 都 将 发 生 全 反射 ,而 不 
能 透射 人 理想 导体 内 部 , 即 Emy 二 Eu 二 0。 反 射 波 的 方向 由 反射 定律 9. 二 0; 给 出 。 对 于 
平行 极 化 波 , 由 上 式 得 

Emy = Emy (6-178) 
对 于 垂直 极 化 波 , 则 有 
Emi =— Еш (6-179) 

值得 注意 的 是 ,从 式 (6-179) 可 见 ,垂直 极 化 时 显然 存在 着 半 波 损失 现象 。 事 实 上 ,在 
平行 极 化 时 ,电场 的 水 平分 量 也 存在 着 半 波 损失 ,这 是 由 理想 介质 与 理想 导体 的 分 界面 上 电 
场 强度 切 向 分 量 的 连续 性 决定 的 。 

2. 正 入 射 

若 电磁 波 正 人 射 到 介质 与 导电 媒质 的 分 界面 上 , 式 (6-157)、 式 (6-158) 和 式 (6-161) 一 
式 (6-164) 同 样 适用 ,只 是 将 Z, 理解 为 导电 媒质 的 波 阻抗 即 可 , 即 


г. 
Z, = Z, = Теге" (6-180) 


同样 地 ,如 果 导 电 媒质 是 良 导体 , 则 有 


Z; SS ig; = ы (6-181) 


如 果 导 电 媒 质 是 金属 导体 , 它 可 以 用 理想 导体 来 代替 , 则 Z, 二 0, 由 式 (6-157) 和 式 (6-158) 
可 得 电磁 波 正 人 射 到 理想 导体 表面 上 的 反射 系数 和 透射 系数 分 别 为 
A i (6-182) 
T=0 
可 见 , 电 磁 波 正人 射 到 理想 导体 表面 上 同样 发 生 全 反射 , 且 有 半 波 损失 现象 。 注 意 到 
Za:=0, 由 式 (6-161) 一 式 (6-164) 可 得 


Em =— Eim 
Hom = Him 
(6-183) 
Е. = 0 
Н. = 2Him 


因此 ,在 理想 导体 表面 上 ,透射 波 的 电场 强度 为 零 ,而 磁场 强度 却 等 于 入射 波 磁场 强度 
的 两 倍 。 在 理想 导体 内 部 , 则 既 无 电场 ,也 无 磁场 ,因为 н= VXE. 这 个 结果 和 理想 导 
体 表面 上 的 电场 的 边界 条 件 nXE=0 相对 应 ,与 磁场 的 边界 条 件 nXH=Js 并 不 矛盾 ,表面 
上 的 面 电 流 Js 与 表面 磁场 强度 H „Ж. WR 五 沿 十 y 方向 ,H==Hin 十 Hm 二 2Hine, 分 界 
面 的 单位 法 线 矢量 n 沿 一 < 方向 , 则 由 边界 条 件 得 ,理想 导体 表面 上 的 面 电 流 密度 为 
Js = Jse, = nX H =— e, X (H,e,) = 2H,, e, (6-184) 
综 上 所 述 ,电磁 波 无 论 是 正人 射 还 是 斜 和 人 射 在 理想 导体 的 表面 上 ,都 将 发 生 全 反射 。 在 
微波 技术 中 ,传输 电磁 波 的 波导 和 产生 微波 振荡 的 谐振 腔 等 就 是 根据 这 种 原理 设计 的 。 
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6.5.2 驻 波 


当 电磁 波 从 理想 介质 中 正人 射 或 斜 人 射 到 理想 导体 上 ,在 发 生 全 反射 的 同时 ,入 射 波 和 
反射 波 的 县 加 会 形成 驻 波 。 

为 简单 起 见 , 首 先 讨论 正 入 射 情形 。 

若 电磁 波 沿 十 = 方向 入 射 到 理想 介质 与 理想 导体 的 分 界面 上 ,而 电场 EE 沿 十 zx 方向 且 
磁场 H 沿 十 y 方 向 , 则 由 式 (6-183) 可 得 理想 介质 中 入 射 波 与 反射 波 的 合成 电场 强度 和 磁 
场 强 度 分 别 为 

E= Е, + E, = (Eme + Е„е# )е, = Em (е — е уе, 


=— j2Emsinfze, = 2E,,sin8ze iz e, (6-185) 
或 
E= 2Ensingzcos( ог —)в = 2E,.sinBz=sinote, (6-186) 
H= H; +H, = (Н.е + Hm )e, = Hi, (е + е#*)е, 
= 2HincosBze, (6-187) 
或 
H = 2HincosBzcoswte, (6-188) 


由 此 可 见 , 因 为 电磁 波 在 理想 导体 表面 上 的 全 反射 , 故 介质 中 入 射 波 和 反射 波 的 合成 电 
场 与 磁场 沿 = 方向 与 行 波 不 同 。 随 着 时 间 的 变化 ,电磁 波 沿 = 方向 分 布 的 最 大 值 ( 称 为 波 
腹 ) 和 最 小 值 ( 称 为 波 节 ) 的 位 置 固 定 不 变 , 故 称 为 驻 波 。 驻 波 的 分 布 形状 与 时 间 无 关 , 而 随 
时 间 只 改变 其 数值 的 大 小 。 这 就 是 驻 波 的 明显 特征 。 因 此 ,无 论 是 电场 还 是 磁场 ,其 反射 波 
与 人 射 波 倒 加 而 形成 驻 波 。 驻 波 电 场 和 磁场 的 分 布 如 图 6-25 所 示 。 显 然 , 驻 波 的 两 相 邻 最 


大 点 ( 波 腹 ) 或 最 小 点 ( 波 节 ) 间 的 距离 为 分 : 而 最 大 点 与 其 相 邻 最 小 点 间 的 距离 为 二。 但 电 
场 和 磁场 的 两 个 驻 波 错开 二 个 波长 。 例 如 ,在 < 一 0 的 理想 导体 表面 上 ,电场 为 零 值 ,即位 于 
波 节 处 ,而 这 时 磁场 为 最 大 值 , 则 位 于 波 腹 处 ; 在 :一 一 分 的 平面 上 ,恰好 相反 ,电场 位 于 波 
腹 处 ,而 这 时 磁场 则 位 于 波 节 处 。 两 波 节 (或 波 腹 ) 间 的 距离 为 分 , 即 为 半 波长 。 另 外 ,它们 在 


空间 上 仍 相互 各 直 , 而 在 时 间 上 相差 二 个 周期 即 相 位 差 为 也 。 驻 波 与 行 波 的 性 质 不 同 , 它 是 两 


个 等 值 而 反 向 的 行 波 闪 加 而 成 的 振荡 ,因此 驻 波 不 传播 电磁 能 量 。 由 式 (6-186) 和 式 (6-188)， 
可 得 驻 波 的 电磁 能 流 密度 矢量 为 


S = E X H = E,H,sin2Bzsin2wte. (6-189) 
显然 , 驻 波 的 电磁 能 流 密度 的 时 间 平 均值 为 零 , 即 
S=0 (6-190) 


接 下 来 讨论 斜 入射 情形 。 
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(a) 电场 的 驻 波 (b) 磁场 的 驻 波 
6-25 ”理想 导体 表面 上 电场 和 磁场 的 驻 波 


在 直角 坐标 系 内 ,以 у=0 的 平面 为 人 射 面 。 设 空 
气 中 平行 极 化 的 均匀 平面 波 以 角度 0, 入 射 到 良 导体 板 
上 ,如 图 6-26 所 示 。 根 据 前 面 的 结论 ,在 良 导 体 表 面 
上 ,电磁 波 近 似 为 全 反射 , 即 有 0. 二 0.,Ty ^=1, IJ 
E m™ Em 。 
В E, = Eme ©”, 55 5 P h A WF ЯП Я Ж 
加 的 合成 波 的 电场 强度 与 磁场 强度 的 分 量 分 别 为 
Е, = Е, — Er = Emcoshje™" — EmcosO.e rr 


图 6-26 电磁 波 在 良 导体 板 上 的 反射 


= Ешсовб,(е Ж” — ей") (6-191) 
Е, = Е. + En = Ешызїпбүе h"” + Е, ѕіпб,е #” 
= Ешзїпб (e ih + ей”) (6-192) 
| Еһ 一 过 。r Em -jk er 
H,= H, +H, = Fe i A k, 
= En qenie ез) (6-193) 
Zo 


其 中 ,ki * r=ko (rsin; —zcos0,) sk, * r= ko (zsin0, + zcos0,) , 


F 是 


E,= Em созен (донй — ese) 


= 2jPEicosbisin(Aozcosgbi ео (6-194) 
E. = E.,cosñ,e њой (озен | енем) 
= 2Ешвїпб,соз( zcosbi ео" (6-195) 
H,=2 Fi cos (ko zcos0;) eo (6-196) 
o 


可 见 ,空气 中 合成 波 的 电场 与 磁场 的 分 量 沿 十 = 方向 均 为 驻 波 ,而 沿 十 x 方向 为 行 波 。 
因为 磁场 分 量 与 行 波 的 传播 方向 即 十 工 方向 垂直 , 故 这 种 波 称 为 TM 型 行 驻 波 。 行 波 的 相 
速 为 
же hak U San Š (6-197) 
在 良 导体 的 表面 上 ,z= 二 0, 合 成 波 的 电场 强度 和 磁场 强度 的 分 量 分 别 为 

E,=0, E, = 2E,sinbe 0 (6-198) 
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H, = ?Ёв 
А 


еЗ 一 2 Ha e om 一 Hone бот 06-199) 


对 式 (6-195) 在 «=0 处 求 关于 = И Ф ЦЕ ЈЕ: ”==0。 可 见 ,在 良 导体 表 


面 上 电场 只 有 法 向 分 量 , 且 满 足 第 二 类 齐 次 边界 条 件 , 即 
дЕ. 


Е |» =0; 3: = 0 (6-200) 
同 理 ,磁场 只 有 切 向 分 量 , 且 满 足 第 二 类 齐 次 边界 条 件 , 即 
н _ 一 0 (6-201) 


该 结论 对 于 式 (6-185) , 式 (6-188) 同 样 成 立 。 

电场 和 磁场 都 以 相 速 w 沿 十 工 方向 传播 。 良 导体 表面 处 磁场 强度 的 幅 值 Hom = 2H im 
为 人 射 波 或 反射 波 磁场 强度 的 两 倍 , 即 二 者 的 县 加 。 

电磁 波 在 良 导 体 表面 斜 人 射 时 的 传播 特性 正 是 下 节 分 析 波 导 中 波 传输 的 理论 基础 。 


“6.5.3 金属 界面 的 表面 波 一 一 SPP 


接 下 来 讨论 一 种 沿 着 介质 与 金属 分 界面 表面 附近 的 导 行 波 ,也 称 为 表面 等 离 激 元 
(Surface Plasmon Polariton,SPP) 。 当 电磁 波 入 射 到 该 交界 面 时 ,会 诱发 金属 表面 自由 电 
子 的 集体 振荡 ,最 终 导致 表面 等 离子 体 激 元 的 产生 , 它 是 一 种 表面 波 。 波 沿 金属 表面 传播 ， 
且 在 垂直 于 表面 的 方向 上 按 指数 规律 衰减 。 

考虑 TM 模 , 不 妨 设 zx=0 为 金属 和 介质 的 分 界面 , 波 沿 着 x 轴 正 向 传播 ,如 图 6-27 所 
示 。 设 介质 (z 二 0) 和 金属 (z<0) 中 的 磁场 强度 H, 分 别 为 


Н, = Aie areiw tn, r>0 
| (6-202) 
Hy = Artati, rz<0 


x 
/VVNNAO _ 
图 6-27 介质 与 金属 分 界面 上 形成 的 表面 波 示意 图 


{Е х=0 的 分 界面 上 ,应 满足 Н = Н, . Д: Ai 一 A: 一 Ap 一 As 一 8B。 再 利用 YX 五 一 
jos 五 ,可 得 


Ед 一 一 а Ae has ee + £ > 
a (6-203) 
E = а petardom ， scü 
Ј0 2 
再 由 分 界面 上 切 向 电场 的 连续 条 件 Е = E., .得 
ezka = е, (6-204) 
在 两 介质 中 , 波 数 所 满足 的 关系 式 为 


Ё = «еш 十 名 = wezp + k? (6-205) 
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对 于 非 磁性 物质 ,可 取 pa = pe = peo , 联 立方 程式 (6-204)、 式 (6-205) 得 


El 
Е Te 


йы 2 
Ка =— wE po 


Asa =— wez po (6-206) 


є 十 sz 


= Є1ё2 

p= Реге + е) 
由 式 (6-206) 可 见 , 一 种 情况 是 : 要 使 ea 、Az 存 在 实数 解 ,es 和 е, 之 一 必须 取 为 负数 ; 
另 一 种 情况 是 : 当 或 6 WER ka As 存在 复数 解 。 对 于 金属 导体 而 言 , 当 频率 较 高 时 
其 介 电 常数 由 Drude 模型 表示 , 即 == т. 其 中 ,w。 是 等 离子 体 频率 ,T. 是 电 
子 碰撞 频率 。 在 光学 频段 ,金属 的 介 电 常数 为 负数 ,车 今 s 一 so ,es 二 es 一 je2 ,由 式 (6-206) 可 
知 传播 常数 为 复数 , 即 可 表示 为 p= 一 j8 , 则 经 过 详细 推导 可 得 ,表面 等 离 激 元 的 波长 , 沿 

分 界面 的 传播 距离 .在 介质 和 金属 中 的 趋 肤 深度 分 别 为 


Азер = F 

= 6 A 
L= 2? (6-207) 
к 


其 中 ,衰减 常数 为 a; ТВ — ki | [Bpp— koeipr| ,1=1,2„ 

由 式 (6-202) 可 以 看 出 ,在 分 界面 z=0 两 侧 , 电 场 沿 z 方向 上 的 分 量 均 是 指数 衰减 的 ， 
即 在 与 传播 方向 垂直 的 方向 上 是 俱 逝 波 。 由 式 (6-207) 可 得 出 表面 等 离 激 元 拥有 在 传播 方 
向 上 比 光波 更 短 的 波长 ,可 达到 X 射线 波长 的 数量 级 甚至 更 小 。 有 效 折射 率 na = /ko 可 
以 到 达 10: 一 103 数 量 级 ,理论 上 由 于 衍射 所 决定 的 光学 分 辩 率 ho/(2zur) 的 量 级 将 会 小 至 纳 
米 尺度 ,从 而 大 大 地 提高 光学 分 辨 率 。 

需要 指出 的 是 ,对 于 磁 导 率 pu == 的 介质 分 界面 ,TE 型 表面 等 离 激 元 是 不 可 能 存在 的 
(读者 可 以 根据 边 值 关系 自行 证 明 )。 只 有 当 an 时 ,TE 型 表面 等 离 激 元 才 有 可 能 存在 。 
实际 上 ,对 于 两 种 非 磁性 材料 лл 和 Am 相差 其 小, 因此 即使 存在 TE 型 表面 等 离 激 元 仍 可 以 
忽略 , 故 主要 还 是 TM 型 表面 波 。 

通过 以 上 分 析 ,可 得 出 表面 等 离 激 元 有 以 下 几 个 主要 特性 : 

(1) 表面 等 离子 体 激 元 与 金属 表面 自由 电子 的 共振 有 关 , 它 是 电磁 波 与 金属 表面 自由 
电子 振荡 看 合 的 结果 ; 

(2) 表面 等 离子 体 激 元 能 够 沿 着 金属 和 介质 交界 面 传播 ,是 一 种 表面 波 ; 

(3) 表面 等 离子 体 激 元 在 交界 面 的 两 侧 呈 指数 衰减 ,因而 是 做 逝 波 。 它 被 紧 臻 地 束缚 
在 金属 表面 附近 很 小 的 尺度 范围 内 ,从 而 呈现 出 金属 表面 附近 的 电场 得 到 增强 的 效果 ; 

(4) 表面 等 离子 体 激 元 为 TM 型 电磁 波 。 

基于 上 述 特征 ,表面 等 离 激 元 在 生物 基因 检测 、 微 纳 光 集成 、 高 密度 光 存 储 、 超 分 辨 成 
像 、 亚 波长 光 刻 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 。 
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6.5.4 趋 肤 效应 和 邻近 效应 


在 导电 媒质 中 沿 十 = 方向 传播 的 电磁 波 , 由 于 能 量 损耗 而 使 场 量 (电场 强度 、 磁 场 强度 
及 电流 密度 等 ) 都 按 e “的 指数 规律 衰减 , 且 随 着 电导 率 与 磁 导 率 的 增加 、 频 率 的 升 高 而 衰 
减 得 越 来 越 快 。 因 此 ,导电 媒质 表面 处 的 场 量 最 大 , 愈 深入 内 部 , 场 量 愈 小 。 电 磁 波 的 场 量 
趋 于 导电 媒质 表面 的 现象 称 为 趋 肤 ( 或 集 肤 ) 效 应 。 利 用 良 导体 内 部 的 电磁 场 基本 为 零 的 原 
理 可 对 电子 设备 进行 电磁 屏蔽 。 利 用 穿 人 导体 一 定 深度 的 电磁 波 的 电磁 能 转化 为 热能 的 原 
理 , 可 对 某 些 材料 进行 感应 加 热 . 烘 干 等 。 某 些 频率 的 电磁 波 可 引起 生物 效应 ,在 医学 上 可 
用 来 理疗 ,杀菌 ,在 农业 上 可 用 来 育种 。 应 用 高 频 电 磁 波 的 趋 肤 效应 可 对 金属 表面 进行 硬化 
处 理 。 另 一 方面 ,由 于 趋 肤 效应 致使 导体 内 传导 电流 的 截面 减 小 ,因而 增 大 了 导体 的 电阻 ， 
并 减 小 了 内 自 感 ,这 也 是 不 利 的 一 面 。 
当 若 干 个 载 有 交 变 电流 的 导体 彼此 放置 的 距离 很 近 时 ,每 一 个 导体 不 仅 处 于 自身 电流 
产生 的 电磁 场 中 ,同时 还 受到 周围 其 他 载 流 导体 的 电磁 场 作用 ,于 是 每 个 导体 内 的 电流 分 布 
不 同 于 单个 导体 存在 时 的 分 布 ,这 种 效应 称 之 为 邻近 效应 。 以 双 根 线 为 例 ,如 图 6-28 所 示 。 
高 频 电 流 在 两 导体 中 彼此 反 向 流动 ,电流 会 集中 于 导体 邻近 一 侧 流动 。 反 之 , 若 两 导体 中 彼 
此 同 向 流动 ,电流 会 在 导体 邻近 一 侧 减 弱 。 这 是 因为 : 一 方面 ,两 导体 各 自 存在 着 趋 肤 效 
应 ; 同时 ,各 自 产生 的 交 变 磁场 在 相 邻 的 另 一 根 导线 上 产生 涡流 ,导致 申 相 邻 导线 上 的 电流 
在 本 导线 激发 的 涡流 与 本 导线 原 有 的 工作 电流 至 加 。 两 种 情况 最 终 的 结果 都 是 使 导体 的 有 
效 电阻 增加 ,焦耳 热 损耗 增 大 。 


C Ti 多 ) 
C S| 1L ЁД 
(a) 反方 向 电流 的 双 根 线 (b) 同方 向 电流 的 双 根 线 


Р 6-28 ” 双 根 传输 线 邻 近 效应 的 电流 分 布 


又 如 当 一 些 导线 被 缠绕 成 一 层 或 几 层 线 臣 时 ,感应 电动 势 随 绕组 的 层 数 线性 增加 ,产生 
涡流 ,使 电流 集中 在 绕组 交界 面 间 流 动 , 也 属于 邻近 效应 。 感 应 电动 势 越 大 ,邻近 效应 越 明 
显 。 感 应 电动 势 最 大 的 地 方 , 邻 近 效 应 也 最 明显 。 

趋 肤 效应 与 邻近 效应 在 传输 线 中 往往 是 挛 生 现象 ,但 邻近 效应 影响 远 比 趋 肤 效应 影响 
大 。 因 为 趋 肤 效应 只 是 将 导线 的 导电 面积 限制 在 表面 附近 的 一 薄 层 ,导致 了 导体 热 损耗 的 
增加 , 它 只 是 改变 了 导线 表面 的 电流 密度 ,而 没有 改变 电流 的 幅 值 。 然 而 ,邻近 效应 中 的 涡 
流 是 由 相 邻 导体 中 电流 所 产生 的 可 变 磁场 引起 的 ,而 且 涡 流 的 大 小 随 绕组 层 数 的 增加 按 指 

如 果 邻 近 效 应 发 生 在 绕组 层 间 时 ,其 危害 性 是 很 大 的 。 通 过 减 小 最 大 电动 势 ,就 能 相应 
地 减 小 邻近 效应 ,所 以 合理 布置 原 副 边 绕组 ,就 能 减 小 最 大 电动 势 , 从 而 减 小 邻近 效应 的 影 
响 。 当 然 ,邻近 效应 也 可 以 在 实际 应 用 中 合理 利用 ,例如 可 将 载 有 高 频 电 流 的 线圈 置 于 钢 件 
附近 , 则 钢 件 靠近 线圈 的 表面 部 分 会 产生 较 强 的 涡流 ,从 而 可 使 钢 件 表面 部 分 津 火 。 
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6.5.5 赵 肤 深度 及 表面 电阻 
前 已 指出 ,无 论 入 射 角 如 何 ,透射 人 非 磁性 导电 媒质 中 的 电磁 波 基本 沿 其 表面 的 法 线 方 
向 传播 , 且 按 ее 的 指数 规律 衰减 。 电 磁 波 场 量 的 幅 值 衰减 至 表面 处 值 的 十 一 0. 368 的 深 


度 , 称 为 趋 肤 深度 ,也 称 穿 透 深度 或 透 入 深度 ,以 6 表示 。 由 
e = e* = e =:36.8% 

即 a6 二 1, 并 注意 到 式 (6-112) ,可 得 导电 媒质 的 趋 肤 深度 或 穿 透 深度 为 
1 1 


° «+ 1] 


对 于 良 导体 ,于 >1 , 故 由 式 (6-115) 可 得 良 导体 的 趋 肤 深度 为 


1 2 1 
кезе s (6-209) 
由 此 可 见 , 电 磁 波 的 频率 越 高 , 良 导 体 的 磁 导 率 和 电导 率 越 大 , 趋 肤 深度 越 小 。 显 然 , 理 
想 导体 的 趋 肤 深度 为 零 。 应 该 注意 ,在 > 二 8 的 区 域 , 场 量 并 不 为 零 ; 另外 ,上 述 趋 肤 深度 9 
的 公式 是 以 平面 边界 导出 的 ,但 只 要 导体 表面 的 曲率 半径 比 ó 大 得 多 , 趋 肤 深度 的 概念 就 可 
以 应 用 于 其 他 形状 的 导体 。 
因为 良 导 体 中 的 电流 密度 集中 于 表面 , 则 与 能 量 损耗 有 关 的 波 阻抗 可 以 称 为 表面 阻抗 。 
由 式 (6-116) 和 式 (6-209) 可 得 良 导体 的 表面 阻抗 为 


р: Ef cappi - 
25 = (1+j) = (1 FD 5 (6-210) 


它 的 实 部 和 虚 部 分 别称 为 表面 电阻 Rs 与 表面 电抗 Xs, 且 二 者 相等 , 即 


Rs = Xs = ү = 2 06-211) 


由 此 可 见 , 表 面 电阻 和 表面 电抗 是 每 平方 米 表面 积 \ 厚 
度 为 6 的 良 导 体 所 呈现 的 电阻 和 电抗 ,如 图 6-29 所 示 。 良 
导体 的 趋 肤 深度 6 和 表面 电阻 Rs 是 非常 小 的 。 

由 式 (6-211) 可 知 , 当 良 导体 的 表面 沿 面 电 流 密度 的 方 
向 长 为 /垂直 于 面 电流 密度 方向 的 宽 为 和 时 ,其 表面 电阻 
和 表面 电抗 为 


Rs= Xs 


(6-208) 


1 1 1 
сод b 


良 导体 内 损耗 的 电磁 波 功率 可 以 用 面 电流 密度 和 表面 А 
电阻 来 计算 。 若 用 Jo 表示 良 导体 表面 处 附近 沿 > 方向 的 6-29 ”和 良 导体 的 表面 电阻 
电流 密度 , 则 距 表面 为 处 的 电流 密度 为 和 表面 电抗 

J = J. = Joe” 
因此 , 它 在 > 方向 单位 宽度 上 总 的 电流 密度 即 表面 电流 密度 为 
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Js = [еа = 2 


由 于 J=oE 0 Jo =0Е 代入 上 式 ,并 考虑 到 上 式 和 式 (6-210) ,可 得 良 导体 表面 处 的 电 
场 强度 为 


E, Jo _ 57 — Js +ра Jsa +j) 1 ү лз (6-212) 
с с с G 
又 因为 E, = H, Zs , 故 有 
iSt (6-213) 


因此 , 面 电流 密度 Js 等 于 良 导 体 表 面 处 的 磁场 强度 Hoo AE FKR ñi F. 0935 A 
条 件 式 (6-184) 的 必然 结果 。 

电磁 波 穿 人 单位 良 导体 表面 的 功率 流 将 在 其 内 部 被 损耗 而 转变 为 焦耳 热 , 因 此 ,单位 表 
面积 的 良 导体 所 吸收 的 电磁 波 的 平均 功率 为 


= Кеб = Re L Hi Zs = Hi Rs (W/m?) (6-214) 


或 
= З = J&Rs (W/m?) (6-215) 


式 中 ,Jss 和 Js 分 别 是 面 电 流 密度 的 最 大 值 与 有 效 值 。 因 此 ,单位 表面 积 的 良 导 体内 部 的 损 
耗 功率 可 由 面 电流 密度 和 表面 电阻 计算 出 来 。 这 和 交流 电路 中 计 a 
算 平均 功率 相 类 似 。 

在 高 频 情 况 下 , 因 导 体 中 的 电流 趋 于 表面 ,使 导线 的 有 效 横 截 
面积 减少 ,增加 了 表面 电阻 。 为 了 减少 导体 的 损耗 ,需要 设法 减 小 
导体 的 表面 电阻 。 这 可 以 通过 在 导线 或 导体 表面 镀 银 以 增加 电导 
率 或 采用 多 股 绝缘 导线 ( 见 图 6-30) 以 增加 表面 积 来 实现 。 


例 6.9 已 知 铜 的 电磁 参量 分 别 为 "一 5.8X107S/m'er 一 和 一 图 6.30 多 股 漆包线 
1; 而 铁 的 电磁 参量 分 别 为 a 二 107S/m,e 二 1,p 二 10?。 试 分 别 计算 


直径 为 2mm 的 铜 导线 和 铁 导线 在 1MHz 频率 下 的 趋 肤 深度 与 单位 长 度 的 表面 电阻 。 
解 ”对 于 圆柱 形 导体 ,只 要 其 半径 e 广 6, 则 可 以 近似 地 应 用 导体 表面 为 平面 时 的 趋 肤 


深度 公式 。 
对 于 铜 导线 ,其 趋 肤 深度 和 单位 长 度 的 表面 电阻 分 别 为 
1 6 -7 75-4 
6= ——— = (xw X 10° X 4r X 10” X 5.8 X 10") 
Мт/ноо 
~ 6.6 X 10 т = ббит <a 
R 1 Rs 1 /х/ж% 1 Јо 
9 2raog 2ra 2ra с 2a N то 
(10 хаах 10 j са 
“рх wl zx axi] “0.0420 
对 于 铁 导线 , 同 理 可 得 
8 = 1 = (1X 10° X 10° X 4r X 107 X 10) ~ 5 X 10°m = брт <a 


T fuo 
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1 
1 ffe 1 (2 X 10° X 4x х 107 ) x 
Rs 2a N пс 2 Xx 103 xx 10° В 


可 见 ,在 同样 条 件 下 , 铁 的 趋 肤 深度 比 铀 要 小 得 多 ,而 单位 长 度 导线 的 表面 电阻 却 大 得 
多 , 故 在 低频 下 的 电磁 屏 项 装置 宜 用 铁 磁 材料 ,而 传导 交 变 电流 尤其 是 高 频 电 流 需要 用 钢 


由 于 非 磁性 良 导体 的 表面 阻抗 为 Zs = /本 ,因此 ,单位 表面 积 的 良 导体 板 所 吸收 
的 平均 功率 为 


ро Кеб = Ке HeaZs 


1 fwpo yrs x 
2 = Н%ьсов 1 


1 шш 4Eh V2 2, 
2N P ` jo/eo <a jott Ea ш 
此 功率 在 导体 内 将 全 部 转变 为 焦耳 热 。 由 于 Js 二 Hon ,于 是 单位 表面 积 非 磁性 良 导 体 
的 损耗 功率 为 


k à L | an 4E2, Jono _ [2w А š 
Po 2 JšaRs 2 Hôm 5 2 ш 2 pač Em (W/m?) 
€o 


6.5.6 涡流 及 其 应 用 


当 整 块 导 体 置 于 交 变 的 磁场 时 ,在 与 磁场 正 交 的 曲面 上 将 产生 闭合 的 感应 电流 ,叫做 涡 
电流 ,简称 涡流 。 导 体内 的 涡流 具有 热效应 和 去 磁 效 应 。 热 效应 的 产生 源 于 导体 内 自由 电 
子 的 定向 运动 ,有 着 与 传导 电流 相同 的 效应 ; 去 磁 效 应 源 于 涡流 产生 的 磁场 反 过 来 阻碍 原 
电流 的 变化 ,有 着 与 楞 次 定律 相 类 似 的 效应 。 在 实际 应 用 中 ,有 时 候 需 要 避免 涡流 的 产生 ， 
例如 电机 、 变 压 器 和 电抗 器 等 应 尽量 克服 涡流 。 因 为 大 的 涡流 使 缠 
绕 线圈 的 铁 芯 发 热 过 多 ,降低 效率 并 存在 安全 隐患 , 减 小 涡流 的 方法 
是 将 铁 芯 做 成 释 片 。 而 另 一 方面 ,可 以 利用 涡流 的 热效应 进行 加 热 
叫做 感应 加 热 。 治 炼金 属 用 的 高 频 感 应 炉 就 是 感应 加 热 的 一 个 重要 
例子 。 图 6-31 是 感应 炉 的 示意 图 。 当 线圈 通 上 高 频 交流 电流 时 ,去 
塌 中 的 被 治 炼金 属 内 出 现 强大 的 涡流 , 它 所 产生 的 热量 可 使 金属 很 
快 熔化 。 这 种 治 炼 方法 易于 控制 温度 `. 避 免 有 害 杂 质 进入 被 炼金 属 中 。 电 磁 炉 的 工作 原理 
也 是 利用 涡流 , 即 利 用 电磁 炉 线圈 上 交 变 磁场 在 电 炒 锅 底 及 周边 产生 的 涡流 使 锅 内 食物 迅 
速 加 热 。 此 外 ,涡流 的 磁 效 应 可 以 用 于 电磁 阻尼 ,使 一 些 仪表 的 指针 很 快 停止 下 来 ,便于 运 


6.5.7 电磁 屏蔽 


电磁 屏蔽 是 利用 导电 材料 或 铁 磁 材 料 制 成 的 .用 于 阻碍 电磁 场 对 某 一 区 域 干扰 的 党 层 
结构 。 屏 蔽 一 般 分 为 三 种 类 型 : 一 类 是 静电 屏蔽 ,主要 用 于 防止 静电 场 或 变化 缓慢 的 交 变 
电场 (如 工 频 电 场 ) 的 影响 ; 一 类 是 静 磁 屏蔽 ,主要 用 于 防止 稳 恒 磁场 或 变化 缓慢 的 交 变 磁 
场 的 影响 ; 第 三 类 是 电磁 屏蔽 ,主要 用 于 防止 高 频 电 磁场 的 影响 。 


图 6-31 高 频 感 应 炉 
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静电 屏蔽 结构 一 般 选用 金属 导体 壳 或 金属 网 。 利 用 静电 感应 的 原理 ,将 金属 导体 壳 接 
入 大 地 ,导体 球 过 上 电势 为 零 , 外 表面 没有 电荷 分 布 ,过 内 区 域 被 完全 屏 珊 。 这 类 屏 珊 属于 
主动 屏 珊 。 另 一 种 情况 是 被 动 屏 珊 ,导体 过 不 接地 ,导体 过 内 是 等 势 体 ,感应 电荷 或 导体 自 
身 的 电荷 分 布 在 导体 壳 表面。 显然 ,接地 导体 过 可 以 防止 电场 线 向 外 泄露 ,从 而 提高 屏 珊 
效果 。 

磁场 屏蔽 结构 选用 高 磁 导 率 材 料 ( 如 铁 磁体 、 钢 、 铁 板 网 等 )。 如 果 屏 项 层 暴 露 在 空气 
中 , 磁 阻 表达 式 为 


二 Е 
Ra =s (6-216) 


其 中 ,空气 中 e=, ERP >, Roz Raz 。 根 据 磁 路 的 基本 理论 , 磁 通 总 是 走 
磁 阻 小 的 路 径 。 故 磁感应 线 几 乎 集中 在 屏蔽 达 层 , 称 为 聚 磁 作用 ,过 内 B~0, 实 现 了 磁场 屏 
项 。 理 论 推 导 也 可 以 按照 第 4 章 的 方法 ( 详 见习 题 4.27). 

前 已 述 及 良 导 体 可 以 用 作 电磁 屏蔽 装置 ,只 要 屏蔽 层 的 厚度 接近 良 导体 内 电磁 波 的 波 


长 у= т=з, 即 约 趋 肤 深度 的 6 倍 , 此 处 电磁 波 的 场 量 值 只 是 表面 处 值 的 e е “二 


0. 187% ,就 可 以 使 屏蔽 装置 内 的 电子 设备 与 外 部 设备 或 空间 的 电磁 波 之 间 具 有 良好 的 电磁 
屏蔽 作用 。 在 高 频 下 ,可 以 用 铀 或 铝 做 屏 项 材料 ,而 在 低频 下 宜 用 铁 磁 材料 ,否则 屏蔽 层 就 
太 厚 了 。 


6.6 波导 和 谐振 腔 


在 第 6. 1 节 中 ,介绍 了 无 界 空间 中 的 电磁 波 。 在 无 界 空间 中 ,电磁 波 最 基本 的 存在 形式 
是 平面 电磁 波 。 这 种 波 的 电场 和 磁场 都 做 横向 振动 , 沿 传播 方向 无 场 量 ,这 种 类 型 的 波 称 为 
横 电 磁 波 (TEM)。 在 第 6. 5 节 中 ,介绍 了 电磁 波 在 介质 与 导体 构成 的 无 限 大 分 界面 附近 的 
传播 。 电 磁 波 在 导体 表面 发 生 全 反射 , 透 入 导体 内 的 量 由 趋 肤 深度 决定 。 当 导体 近似 看 作 
理想 导体 时 , 趋 肤 深度 等 于 零 。 入 射 波 与 反射 波 的 合成 波 沿 分 界面 方向 以 行 波 传播 ,在 横向 
为 驻 波 形式 。 这 种 有 界 空间 中 传播 的 电磁 波 的 特性 不 同 于 横 电 磁 波 ,被 广泛 应 用 于 无 线 电 
技术 的 实际 问题 中 。 其 中 ,在 微波 技术 中 ,应 用 波导 进行 电磁 能 量 的 传输 就 属于 此 。 本 节 主 
要 介绍 矩形 金属 波导 中 的 电磁 波 的 传播 和 电磁 波 的 振荡 。 


6.6.1 高 频 电 磁 能 量 的 传输 


传播 电磁 信息 有 两 种 基本 方式 : 无 线 传播 和 有 线 传播 。 前 者 包括 电磁 波 在 空间 的 传播 
和 不 同 媒质 分 界面 的 反射 和 折射 。 后 者 主要 包括 电磁 波 在 导 波 系统 中 的 传输 。 导 波 系 统 是 
指引 导电 磁 波 传输 的 各 种 传输 线 或 波导 。 根 据 前 面 的 学 习 可 知 ,在 所 有 情况 下 ,电磁 能 量 是 
在 场 中 传播 的 。 在 稳 恒 电流 或 低频 情况 下 ,由 于 场 与 电路 中 电荷 和 电流 关系 较为 简单 ,可 以 
用 电路 方程 解决 实际 问题 。 但 在 高 频 情况 下 , 场 的 波动 性 增强 ,集中 参量 如 电阻 .电感 ,电容 
等 不 再 适用 。 随 着 频率 的 提高 ,低频 电力 系统 中 使 用 的 双 根 传输 线 因 趋 肤 效应 明显 以 及 波 
的 辐射 也 无 法 使 用 。 这 时 常用 中 空 的 金属 管 代 蔡 双 根 线 , 这 种 结构 的 传输 线 称 为 波导 。 根 
据 其 横 截面 形状 不 同 ,通常 分 为 矩形 波导 、 圆 形 波导 和 椭圆 形 波导 等 。 
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6.6.2 和 拢 形 波导 中 的 电磁 波 


矩形 波导 是 结构 最 简单 .用途 最 多 的 一 种 波导 。 对 该 种 结构 波导 的 分 析 , 适 用 于 其 他 类 

1. TE 模 和 TM Ë 

现在 以 矩形 波导 为 例 来 求 波导 内 电磁 波 的 解 。 建 立 如 图 6-32 所 示 的 直角 坐标 系 , 取 波 
导 内 壁面 为 x 二 0,a 和 y= 二 0,5,z 轴 为 波 的 传播 方向 。 

在 一 定 频率 下 ,管内 电磁 波 满足 亥 姆 霍 效 方程 

МЕ+ Р Е=0 (6-217) 

其 中 ,k==w МЕн 2T MRV: E=0, 

对 于 沿 = 方 向 传播 的 波 ,由 第 6. 5 节 知 ,相应 的 传播 因 
子 为 ew*:?。 因 此 ,电场 强度 可 以 表示 为 E(x,y,z) 二 
Е(х,у)е“ ,代入 式 (6-217), 得 


图 6-32 矩形 波导 结构 


(2 | Fee» H — KEC, y) 一 0 
(6-218) 
用 x(z,y) 表 示 电 磁场 中 任意 一 个 分 量 。 在 直角 坐标 系 中 ,采用 分 离 变量 法 , 设 
и(х,у) = X(z)Y(y) 
代入 式 (6-218) ,可 分 离 成 两 个 方程 


е8 
TX +x =o 
жү (6-219) 
ҮНҮ =0 


其 中 ,k,、k, 为 分 离 常数 ,上 且 А-А БАА 
解 式 (6-219) ,可 得 u(x,y) 的 通 解 为 
u(x»y) = (А соѕА, х + Bisinksr) (Ascosk,y + Bzsinkyy) (6-220) 
Д.А, BiA: 和 B, 为 待定 常数 。 当 u(xz,y) 具 体 表示 的 某 一 分 量 时 ,待定 常数 的 确定 
需 结合 相应 的 边界 条 件 。 
利用 V + Е=0 确定 电场 的 边界 条 件 非 常 方便 。 如 在 zx=0 的 平面 上 ,显然 有 下 .一 尼 ,一 


ORAV: 下 =0, 不 难得 到 % 苦 一 0, 这 与 式 (6-200) 的 结论 相 一 致 。 于 是 ,电场 已 的 边界 条 
件 可 以 具体 表示 为 
E, =Е,=0, E (ж =0,a) (6-221) 
E, =E, =0, E 0 (y=0.b) (6-222) 


由 上 两 式 中 r=0, a My=0, b 面 上 的 边界 条 件 可 得 
E, = Cicosk,zr sinkyye ** 
Ë = Cssink,zcosk,ye = (6-223) 
E. = Cssinkszx sinkyye *-* 
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以 及 

пт 
а? K b 

从 式 (6-223) 可 以 看 出 ,电磁 波 在 矩形 波导 中 沿 z、y 方向 为 驻 波 , 沿 x 方向 为 行 波 。m 
和 分 别 代 表 沿 矩形 两 边 的 半 波 数 , 即 沿 着 矩形 波导 横 截 面 两 边 驻 波 对 应 的 波 腹 (或 波 节 ) 
个 数 。 

解 式 (6-220) 还 必须 满足 条 件 V. E==0, 由 此 条 件 可 得 

Ciks + C,b, +jC;k, = 0 (6-225) 

由 此 可 见 ,在 C, ‚С, 和 Cs 中 只 有 两 个 是 独立 的 。 因 此 ,对 于 每 一 组 (m, n) 存 在 两 种 独 
立 的 模式 。 

E 的 解 求 出 后 ,磁场 H 由 麦克 斯 韦 方程 可 得 


H=} xE (6-226) 
wp 


由 式 (6-225) ,对 一 定 的 (m,n) , 若 选 一 种 模式 使 其 电场 分 量 Е, 二 0, 则 该 模式 的 C, /C, = 
一 k,/k, 就 可 以 完全 确定 ,因而 另 一 种 线性 无 关 的 模式 必然 要 求 E. 隆 0。 由 式 (6-226) 可 见 ， 
对 于 Е,=0 的 模式 , 必 有 H.Z0; 同 理 ,对 于 Н. =0 的 波 模 , 必 有 .了 关 0。 由 此 可 见 ,在 矩形 
波导 中 传播 的 电磁 波 不 同 于 无 限 大 空间 中 的 情形 ,不 存在 电 、 磁 场 的 z 分 量 同时 等 于 零 的 模 
式 , 即 不 存在 ТЕМ 模 。 通 常 将 已 .=0 的 模 称 为 横 电 (TE) 波 ,而 将 Н. =0 的 模 称 为 横 磁 
(TMD) 波 。TE WA TM 波 又 根据 (m,n) 的 值得 不 同 而 分 为 TEw 和 TM 。 一 般 情形 下 , 波 
导 中 存在 的 模 是 这 两 种 独立 模 的 释 加 。 

2. 截止 特性 

在 式 (6-217) 中 , 为 介质 中 的 波 数 , 它 由 激励 频率 o 决定 ; А А, 则 由 式 (6-224) 决 定 ， 
它们 取决 于 波导 管 壁 的 几何 尺寸 和 模 数 (m,z) 的 大 小 。 当 波 数 K< AREFE t, ke 成 为 纯 
虚数 ,这 时 传播 因子 et= 变 为 负 指数 , 即 为 衰减 因子 。 在 这 种 情形 下 ,电磁波 不 再 是 沿 = 77 
向 传播 的 行进 波 ,而 是 在 < 方向 的 衰减 波 。 于 是 将 能 够 在 波导 中 传播 的 最 小 波 数 称 为 截止 
波 数 ,用 入 лк Д в. V 媒 十 妈 。 相 应 的 最 小 频率 称 为 截止 频率 /., 显 然 有 


kz 


(m,n = 0,1,2,3,+) (6-224) 


naz = (z) + (2) (6-227) 
相应 的 截止 波长 4. 为 
EL = - (6-228) 
е 27+ 0) 
定义 波导 波长 hs 为 
сЕ n (6-229) 


А. А V: 
Ta 
当 a>b 时 ,最 小 的 截止 波 数 对 应 于 m= 二 1,n 二 0, 对 应 的 模式 称 之 为 矩形 波导 的 基 模 ， 
且 有 


k G =s (6-230) 
a 
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相应 的 截止 波长 为 最 长 ,其 大 小 为 lw 一 2a。 
以 a= 二 7cem,6 二 3cm 的 矩形 波导 为 例 , 把 按 式 (6-228) 求 出 的 各 种 模式 的 截止 波长 依 序 
排列 ,如 图 6-33 所 示 。 


СОЧ 
ТЕ ТЕ» N 
TEo! 
TENTMN 一 一 | 
ТЕ 单 模 区 SS 截止 区 
TE> TMy RSS 
п 1 1 1 + NN -_ 
0 2 4 6 8 10 12 14 Adem 


图 6-33 ЖБЕК ПЕК КЕПИ 


由 式 (6-227) 知 ,对 于 不 同 模式 的 TE 波 或 TM k, RE m,n 取 值 相同 ,截止 频率 就 相 
同 , 这 种 现象 称 为 模式 简 并 。 例 如 在 图 6-33 中 , TE, 与 TMi, TE, 与 ТЕ„ 均 属 于 简 并 
模式 。 

由 图 6-33 可 知 ,在 矩形 波导 中 能 够 通过 的 最 长 波长 为 2a, 由 于 波导 的 几何 尺寸 不 能 做 
得 过 大 或 过 小 ,用 波导 来 传输 较 长 的 无 线 电波 以 及 较 短 的 太 赫兹 波 都 是 不 现实 的 ,在 厘米 波 
段 ,波导 的 应 用 最 广 。 

矩形 波导 中 TEw 模 是 最 常用 的 一 种 模式 。 它 具有 最 低 的 截止 频率 ,容易 实现 单 模 传 
输 , 而 其 他 高 次 模 的 截止 频率 都 比较 高 ,不 易 实现 单 模 传 输 。 因 此 ,根据 实际 需要 ,可 以 在 某 
一 频率 范围 内 选择 适当 尺寸 的 波导 使 其 中 只 通过 TEio 模 。 

3. TEw 波 的 电磁 场 


当 m=1,n=0 时 ,一 二 ,如 一 0。 对 TE 模 ,由 式 (6-223) 知 ,E, 二 E. 二 0, 因 而 电场 只 有 


y 分 量 。 由 式 (6-226) 可 以 得 到 磁场 的 分 量 。 为 了 形式 上 的 简洁 ,不 妨 令 С, =i н, „в 
磁场 的 各 分 量 为 


x= 
Н. = Н,соѕ 一 
a 


E, = EFt Hosin 25 
л а (6-231) 


H, =— Ë gg sin ZZ 
x a 


E, = Е, = Н, = 0 
上 式 中 只 有 一 个 待定 常数 H. CERTA TEw 模 的 H. 的 振幅 ,其 值 由 激励 波导 内 场 
TEw 模 的 电磁 场 如 图 6-34 所 示 。 求 出 电磁 场 以 后 ,根据 边界 条 件 
пхН = Ј, (6-232) 
可 得 出 管 辟 上 电流 分 布 。 由 上 式 , 管 辟 上 电流 和 边界 上 的 磁场 线 正 交 。TEw 模 的 管 壁 电流 
分 布 如 图 6-35 所 示 。 波 导 窄 边 上 没有 纵向 电流 ,电流 是 横 过 窗 边 。 因 此 波导 窗 边 上 任意 纵 
向 裂缝 都 对 TEio 模 波 的 传播 有 很 大 的 扰动 ,并 导致 向 外 辐射 电磁 波 , 但 横向 裂缝 却 不 会 影 
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响 电磁 波 在 波导 内 的 传播 。 在 波导 的 宽 边 上 , 既 有 纵向 电流 ,也 有 横向 电流 。 在 宽 边 的 中 线 
上 ,横向 电流 为 零 ,只 有 纵向 电流 。 因 此 在 中 线 上 开 颖 不 影响 波 的 传播 。 上 述 管 壁 电流 分 布 
特征 广泛 应 用 于 裂缝 波导 天 线 和 用 探 针 测量 物理 量 的 测量 技术 中 。 


— H 


---> Е y 


图 6-34 ЖЕНЕР ТЕ В 图 6-35 ЖУ TE, Ну ВЕ НН ЙЛ fr 


对 TM 模 , 则 不 存在 TM, sk TMo, 模 ,只 能 存在 TM (m 隆 0,n 取 0) 的 模 。 有 兴趣 的 同 
学 可 以 推 证 之 ,在 此 从 上 略 。 


重点 提醒 : 本 节 中 涉及 三 种 波长 : 工作 波长 .截止 波长 和 波导 波长 。 工 作 波长 是 指 激励 
波导 内 产生 导 行 波 所 对 应 的 电磁 波 的 波长 ,在 真空 中 ,A 一 ,其 中 了 为 激励 频率 ; 截止 


波长 指 对 应 于 截止 波 数 k. 的 波长 ,由 一 2 天 决定 波导 波长 是 指 能 够 在 波导 中 沿 纵 向 < 


传播 的 行 小 的 波长 ,由 ja 一 2 决定 。 在 具体 计算 中 一 定 要 注意 概念 的 区 别 。 


例 6. 10 ”一 矩形 波导 的 宽 边 为 a=8 cm, 窗 边 为 0 一 4cm, 当 工作 频率 f—=3GHz 时 波导 
中 可 传输 哪些 波形 ? 当 工作 频率 为 5GHz 时 波导 中 又 可 传输 哪些 波形 ? 


解 ” 当 工作 频率 /二 3GHz 时 ,工作 波长 »= == = 0сп, 由 和 矩形 波导 的 截止 
波长 


= о o 
(2) ГУ 
可 得 H, 0 А, =2a=16cm, Ho W HY А.» =a = ст. Hoi W HY Ао = 2b= Вст, Ж 5 
的 传输 条 件 Ао <А, е H ЕШ Hio 波 。 
当 工 作 频率 为 5GHz 时 ,工作 波长 li 一 6cm。 由 上 式 可 得 Hi ЯП En BE IJ X, = 
7.16cm,Hao 波 的 À. = 5. 3cm, 根 据 波导 的 传输 条 件 4 一 4., 此 时 波导 中 能 传输 Hao Heo 、 
Ho “Н „Ең 等 波形 ° 


6.6.3 谐振 腔 


谐振 腔 是 中 空 的 金属 腔 ,电磁 波 可 以 在 腔 内 以 某 种 特定 频率 振荡 ,形成 激励 源 。 低 频 无 
线 电波 采用 LC 回路 产生 振荡 。 如 果 要 提高 谐振 频率 ,就 必须 减 小 工 或 C 的 值 。 但 当 频 率 


с 
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提高 到 一 定 程度 时 ,由 于 趋 肤 效应 和 电磁 波 的 向 外 辐射 , LC 电路 根本 无 法 产生 高 频 振荡 。 
在 微波 波段 ,通常 采用 金属 壁 围 成 的 谐振 腔 来 满足 振荡 的 要 求 。 
1. 和 矩形 谐振 腔 内 的 电磁 场 
现在 以 矩形 谐振 腔 为 例 来 求 谐振 腔 内 电磁 场 的 解 。 在 如 
图 6-36 所 示 的 直角 坐标 系 中 , 设 金属 内 壁面 分 别 为 zx 一 0 а, 
y=0 和 0z 一 0 和 <c。 腔 内 电场 和 磁场 均 满 足 亥 姆 霍 效 方程 。 
设 wx(z,y'z) 表 示 电 磁场 中 任意 一 个 分 量 , 则 


ўи 6и = 0 (6-233) 
在 直角 坐标 系 运用 分 离 变 量 法 , 令 
u(z,y,z) = X(z)Y(y)Z(z) (6-234) ”图 6-36 ЖУБА 
代入 (6-233) 式 ,可 分 离 成 三 个 常 微分 方程 
а: жк 
а +X 一 0 
2: 
THEY =0 (6-235) 
#2 м2 =o 
其 中 ， 
“+++ = в (6-236) 


解 式 (6-235) ,可 得 u(x,y,x) 的 通 解 为 
и(х,у,<)= (САусовЁ„х + Bisink,z)(A:cosk,y + B;sink,y) X 
(Ascosk.z + B;sink.z) (6-237) 
Жр.А,,В,.:=1.2,3 为 待定 常数 。 如 uly D R K KS E 的 某 一 分 量 时 ,所 满足 的 相应 
边界 条 件 对 这 些 常数 有 一 定 的 约束 。 
若 考虑 电场 E E у=0 和 b,x 二 0 A с 面 上 , 需 满足 切 向 分 量 为 零 的 边界 条 件 ; 在 = 
Oa 面 上 满足 法 向 分 量 的 导数 为 零 的 边界 条 件 。 故 有 


Е, = Cicoskzr sinkyy sink.z (6-238) 
同 理 , 可 得 电场 的 其 他 分 量 为 
E, = С, ѕіпА, 2 coskyysink.z 
(6-239) 
E. = C;sink,x sinkyycosk.z 
以 及 
k =m k=", k= (mnl 0,1,253,-5) (6-240) 
a b É 
其 中 ,mn # 分 别 代表 沿 长 方 体 wa .Oo、c 三 边 的 半 波 数 。 
综 上 ,矩形 谐振 腔 内 的 电场 分 量 表达 式 可 表示 为 
Е, С, соѕ ШЕ біп ік. 
а b ë 
E, = C,sin PT соз 2T sin La (6-241) 
А а b Є 


‚ тп. NT 
Е, Сз ѕіп 一 zsin gcs z 
a 
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E 的 解 求 出 后 ,磁场 H 由 麦克 斯 韦 方程 给 出 : 


= l| vxE (6-242) 
wp 
解 式 (6-238) IÈ (6-239) S VMI ЖИРУ . E=0, H ЖЇН 
Cik, + C,k, + С.Е, = 0 (6-243) 


可 见 ,在 C, .C, 和 Cs 中 只 有 两 个 是 独立 的 。 因 此 ,对 于 每 一 组 (m,n,7) ,存在 两 种 独立 
的 模式 ,分 别称 为 TEn A TMn ER o 

由 式 (6-241) ,对 一 定 的 (m,n,7), 若 选 一 种 模式 使 其 电场 分 量 E. 二 0, 则 该 模式 的 C, / 
C,=—k,/k, 就 可 以 完全 确定 ,相应 的 Н. 320; 另 一 种 线性 无 关 的 模式 中 若 五 .=0, 必 有 
E. 隆 0。 一 般 情 形 下 ,谐振 腔 内 存在 的 模 是 这 两 种 独立 模 的 全 加 。 

2. 和 矩形 谐振 腔 的 谐振 频率 

由 式 (6-236) 和 式 (6-240) ,可 得 

(zzy I (z) + (z). Ë = wep (6-244) 

由 此 可 见 ,w 的 值 不 可 任 取 ,而 是 依赖 于 谐振 腔 的 几何 尺寸 .介质 电磁 参数 和 半 波 数 而 

定 , 故 用 ww 表示 ,于 是 有 


т тү (п Y £ Y Ж 
% = = (2) н) (2) (6-245) 
称 wmw 为 谐振 腔 的 谐振 频率 或 本 征 频 率 。 
对 于 TEw 模 , 若 取 a 三 5b 三 c, 则 最 小 谐振 频率 对 应 于 m= 1, п 1,10, Wikis 


Ш 1р1 ы 
Ло = 2 Jan z +> (6-246) 
相应 的 电磁 波 波长 为 
ИЙ 2ab > 
Ао = FTP (6-247) 


此 波长 与 谐振 腔 的 线 度 为 同一 数量 级 。 在 微波 技术 中 通常 用 谐振 腔 的 最 低 波 模 来 产生 
特定 频率 的 电磁 波 。 在 更 高 频率 情况 下 也 用 到 谐振 腔 的 一 些 较 高 模 次 。 

由 于 膛 壁 存在 表面 电流 导致 焦耳 热 的 损耗 ,要 维持 一 定 的 输出 功率 ,必须 从 外 界 供 给 能 
量 来 维持 腔 内 的 电磁 振荡 ,这 个 问题 在 微波 技术 中 有 专门 研究 ,这 里 不 予 详细 讨论 。 

例 6.11 横 截面 尺寸 为 4 二 22. 86тт,Ь 10. 16mm 的 矩形 波导 ,传输 频率 为 1 0GHz 
的 Hw 波 ,在 某 横 截面 上 放 一 导体 板 , 试 问 在 何 处 再 放 导 体 板 , 才 能 构成 振荡 模式 为 Hio 模 
的 矩形 谐振 腔 ; 车 其 包括 / 在 内 的 其 他 条 件 不 变 , 只 是 改变 工作 频率 , 则 腔 体 中 有 无 其 他 振 
HERTE? 车 将 腔 长 ! 加 大 一 售 , 工 作 频 率 不 变 , 此 时 腔 中 的 振荡 模式 是 什么 ? 谐振 波长 
有 无 变化 ? 

解 由 式 (6-229) 知 ,矩形 波导 的 波导 波长 为 
% 3 


J-E) J-e) 


А 


3. 98ст 
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由 于 第 二 块 导体 板 应 放 在 相 邻 的 波 节 处 , 故 两 板 间 的 距离 为 


1= шы 1. 99cm 


由 矩形 波导 谐振 腔 的 谐振 波长 : 
2 
Ө БЕТ 
пе, а.о. 的 尺寸 不 变 , 频 率 改 变 , 则 谐振 波长 %。 随 之 改变 ,因而 mn p 不同, 谐振 腔 是 
多 谐 的 , 故 有 可 能 存在 其 他 许多 谐振 模式 。 
车 腔 长 增加 一 信 , 设 /=24, 则 


(вн; 


ПЕ 707 


由 此 可 见 ,振荡 模式 变 为 Hio ,谐振 波长 不 变 。 


“6.7 科技 前 沿 : 左手 材料 的 前 世 今 生 


前 面 已 指出 ,左手 材料 属于 人 工 电 磁 材 料 之 一 ,是 指 在 一 定 的 频率 范围 内 同时 具有 负 介 
电 常 数 和 负 磁 导 率 (从 而 具有 负 的 折射 率 ) 的 复合 材料 或 复合 结构 。 前 苏联 物理 学 家 V. G. 
Veselago 在 1967 年 预言 了 平面 电磁 波 在 这 样 一 种 介质 中 传播 时 E.H 和 kk 服从 左手 定 则 ， 
故 被 称 为 左手 材料 。 相 应 地 ,普通 介质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 均 为 正 数 , 电 磁 波 在 其 中 传播 时 
服从 右手 定 则 , 则 被 称 为 右手 材料 。 进 入 二 十 一 世纪 以 来 ,左手 材料 成 为 物理 学 、 材 料 科 学 
以 及 电磁 场 理 论 研究 领域 的 热点 之 一 。 并 于 2003 年 被 美国 的 科学》 杂志 评选 为 当年 世界 
上 大 科技 进展 之 一 。 随 后 , 越 来 越 受 到 人 们 的 关注 。 


6.7.1 左手 材料 的 基本 特性 


1. 服从 “左手 规则 ” 

在 左手 材料 中 ,ce 二 0,y 二 0, 根 据 式 (6-64), 可 以 得 出 E、H 和 k 服从 左手 关系 ,而 坡 印 廷 
矢量 仍 为 S$ 二 EXH, 即 服从 右手 关系 , 故 k 与 S 方向 相反 。 由 于 kk 代表 相 速 度 方向 ,S 代表 
能 流 方向 ,所 以 在 左手 材料 中 , 相 速 度 方向 和 波 的 能 流 方 向 相反 。 

乍 一 看 相 速 度 为 负 值 似 乎 不 可 能 ,但 是 相 速度 仅仅 对 应 于 等 相位 面 的 方向 ,而 不 是 能 量 
传播 的 方向 ,因此 这 种 可 能 是 存在 的 。 

2. 负 折 射 现象 

左手 材料 的 一 个 重要 特征 是 负 折 射 现象 .虽然 光子 晶体 和 手 征 媒质 也 具有 负 折 射 现象 ， 
但 机 理 和 左手 材料 不 同 。 

当 电磁 波 从 常规 材料 余人 射 到 左手 材料 中 ,折射 线 与 人 射线 处 于 分 界面 法 线 的 同 侧 ,这 
就 是 负 折 射 现象 。 关 于 这 个 问题 的 定量 分 析 ,在 第 6. 4. 5 小 节 中 已 有 专门 讨论 ,在 此 从 略 。 

3. 完美 透镜 效应 

利用 左手 材料 的 负 折 射 规律 ,可 以 用 平板 状 的 左手 材料 实现 类 似 于 一 般 凸 透镜 的 聚 光 
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功能 ,这 种 “平板 透镜 ”没有 光 轴 ,不 受 旁 轴 条 件 的 限制 , 且 可 以 形成 正 立 、 等 大 的 实 像 ,其 成 
像 原理 如 图 6-37 所 示 。 


图 6-37 左手 材料 平板 透镜 成 像 原 理 


更 重要 的 是 ,这 种 平板 透镜 不 仅 能 够 捕捉 电磁 场 中 属于 传播 波 的 成 分 ,而 且 能 够 放大 修 
逝 波 成 分 ,从 而 可 以 实现 对 俱 逝 波 的 成 像 。 

对 于 常规 材料 , 当 电 磁 波 在 两 种 不 同 介质 中 传播 ,如 果 满 足 全 反射 条 件 时 ,由 式 (6-155) 可 
知 , 透 射 波 沿 工 负 方 向 的 电场 按照 负 指数 规律 & 习 衰减 ,这 种 沿 着 分 界面 以 行 波 形式 传播 
而 在 垂直 方向 上 按 指数 衰减 的 波 为 修 逝 波 。 而 如 果 电 磁 波 透 和 人 到 左手 媒质 ,情况 就 有 所 不 
Fe AFADI RTE <, MEIE es 疙 在 平板 透镜 中 按 正 指数 的 规律 增 大 ,这 就 是 放 
大 俱 逝 波 的 基本 原理 。 这 样 , 电 磁场 的 所 有 信息 都 无 损失 地 参与 了 成 像 , 不 仅 突破 了 传统 透 
镜 的 最 大 分 辩 率 受制 于 电磁 波 波长 的 局 限 , 同 时 能 够 实现 二 次 汇聚 效应 ,达到 完美 透镜 的 效 
果 。 在 图 6-37 中 ,由 辐射 源 发 出 的 两 束 电磁 波 在 第 一 个 交界 面 上 以 等 角度 斜 入 射 到 左手 材 
料 薄板 时 ,由 于 左手 材料 的 负 折 射 特性 ,电磁波 能 够 以 相对 于 法 线 的 同 侧 偏 折 ,在 薄板 另 一 
侧 实 现 二 次 聚焦 。 

左手 材料 完美 透镜 虽然 可 以 实现 亚 波长 分 辨 率 ,但 是 实现 完美 透镜 的 条 件 是 相当 苛刻 
的 。 若 要 实现 完美 聚焦 的 效果 ,达到 完美 透射 且 无 反射 产生 ,不 仪 要 求 左手 材料 的 折射 率 
n. 与 常规 介质 的 折射 率 nr 满足 条 件 zz 二 一石 ,而 且 其 电磁 参数 必须 满足 er = 一 gL ,yr = 
一 kL。 这 就 是 完美 透镜 难以 实现 的 重要 原因 之 一 。 而 且 , 由 于 左手 材料 是 色散 介质 ,必然 存 
在 损耗 ,这 也 极 大 地 影响 了 完美 透镜 的 效果 。 

4. 逆 古 斯 - 汉 森 位 移 效应 

古 斯 - 汉 森 位 移 效应 是 指 电磁 波束 以 某 个 角度 入 射 到 折射 率 较 小 的 媒质 上 发 生 全 反射 
时 ,反射 波 在 交界 面 上 出 现 的 位 移 现象 。 这 一 现象 最 早 由 牛顿 提出 ,并 由 古 斯 和 汉 森 从 实验 
上 得 到 证 实 。 在 普通 媒质 和 左手 材料 的 分 界面 上 ,表现 出 不 同 于 常规 媒质 分 界面 的 位 移 效 
应 , 即 为 逆 古 斯 - 汉 森 位 移 效应 ,如 图 6-38 所 示 。 


入 射 波束 反射 波束 入 射 波束 反射 波束 
>14>0- s d <0 
(а) 普通 媒质 (b) 左手 材料 


6-38 ” 逆 古 斯 - 汉 森 位 移 效应 
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此 外 ,还 有 北 多 普 勒 效应 、 逆 切 伦 科 夫 辐射 效应 等 ,不 属于 本 课程 的 讨论 范围 ,在 此 
从 略 。 


6.7.2 左手 材料 的 实现 


虽然 自然 界 不 存在 左手 材料 ,但 是 存在 s<0,w>0 的 媒质 ,例如 气体 等 离子 体 和 金属 内 
自由 电子 的 等 离子 体 激 元 ,其 相对 介 电 常数 为 


elw) = 1— (6-248) 
wW 


其 中 ,os 为 等 离子 体 振荡 的 本 征 频 率 。 当 оор 时 ,就 可 以 得 到 є<< 0, E V. С. Veselago 
提出 左手 材料 的 20 年 后 ,英国 皇家 学 院 院 士 Pendry 教授 在 理论 上 研究 了 导线 阵列 和 有 缺 
口 的 环形 谐振 器 (Split-Ring Resonators,SRR ) 阵 列 的 电磁 性 质 。 对 于 前 者 ,有 限 长 的 金属 
导线 内 产生 的 等 离子 体 激 元 ,其 等 效 介 电 常数 与 式 (6-248) 类 同 。 对 于 后 者 , 当 存在 垂直 于 
环 面 的 磁场 振动 时 , 环 内 产生 振荡 电流 和 电荷 ,从 而 产生 等 效 磁 导 率 , 其 相对 磁 导 率 的 表达 
式 为 


мб) = re T (6-249) 


该 式 在 某 些 频段 为 负 值 。 在 上 述 理论 的 基础 上 ,美国 加 州 大 学 圣迭戈 分 校 的 Smith 等 
又 迈 出 了 关键 的 一 步 。 他 们 将 上 述 的 两 种 结构 结合 在 一 起 ,并 在 微波 实验 中 首次 实现 了 同 
一 块 材料 中 介 电 常数 和 磁 导 率 同时 为 负 。 随 后 ,科学 家 们 又 相继 提出 了 对 称 结构 、Q 结构 、 
S 结构、 多 频带 、 随 机 结构 \ 有 源 左 手 材 料 等 ,有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 相关 文献 。 


6.7.3 左手 材料 的 应 用 领域 


目前 ,利用 左手 材料 的 独特 性 质 设计 和 实现 电磁 波 隐 身 、 强 方向 性 天 线 、 超 分 辨 透镜 、 小 
型 化 谐振 器 等 见 诸 报 道 。 在 实现 隐身 技术 方面 ,现代 隐身 技术 是 通过 外 形 设 计 、 吸 波 材 料 、 
等 离子 体 方式 等 实现 隐身 的 低 可 探测 技术 ,只 是 在 一 定 程 度 上 降低 了 可 探测 的 概率 ,并 没有 
实现 真正 意义 上 的 隐身 。 左 手 材料 则 不 同 ,通过 变换 光学 原理 设计 、 拟 合 的 负 折 射 率 材料 ， 
能 够 控制 电磁 波 绕 过 物体 ,而 不 被 雷达 检测 到 ,从 而 达到 隐身 效果 。 在 天 线 技术 上 ,用 各 向 
异性 左手 材料 可 调控 媒质 的 色散 曲线 ,实现 天 线 的 高 指向 性 辐射 。 在 光学 成 像 技 术 上 ,利用 
左手 材料 放大 修 逝 波及 其 负 折 射 效 应 ,实现 能 够 突破 衍射 极限 的 完美 透镜 。 在 微波 技术 上 ， 
用 左手 材料 作为 微 带 谐振 器 的 底 衬 , 能 够 达到 几何 尺寸 远 小 于 传统 半 波 长 尺寸 的 微 带 谐 振 
器 。 还 可 以 实现 新 型 滤波 器 ,具有 谐振 抑制 功能 , 且 拥 有 结构 紧凑 、 体 积 小 的 优点 。 另 外 , 左 
手 材料 可 以 实现 新 型 耦合 器 件 ,能 够 达到 紧密 耦合 的 效果 。 此 外 ,在 生物 医学 方面 ,可 实现 
红外 波段 的 磁 响 应 ,生物 安全 成 像 . 生 物 分 子 的 指纹 识别 等 。 

尽管 左手 材料 有 着 广阔 的 应 用 前 景 ,但 目前 技术 中 存在 着 带宽 窗 、 损 耗 高 .电磁 参数 呈 
现 各 向 异性 等 的 限制 ,制约 着 它 在 实际 应 用 技术 中 的 普及 推广 。 未 来 的 发 展 离 不 开工 艺 的 
进一步 提高 .新 材料 的 不 断 挖掘 和 结构 设计 的 优化 等 。 


本 章 小 结 


1. 知识 结构 关系 
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理论 基础 :麦克斯韦 方程 组 (无 源 ) 、 边 界 条 件 


4 


l 


l 


基本 概念 : 
(1) 平面 电磁 波 : TEM ; 
(2) 电磁 波 的 传播 参量 ; 


в. A~ k. U Up Us 


a.p.Z; 
(3) 波 的 极 化 ; 

(4) 全 反射 、 全 透射 、 反 
射 系 数 、 透 射 系数 ; 
(5) 趋 肤 效应 、 趋 肤 深度 ; 
(6) 导 行 电磁 波 、 行 驻 波 


基本 规律 : 
(1) 平面 电磁 波 的 波动 方程 及 
其 解 : 


y| E а К 
H a lH] 


E =E," 
H =Н ей” 
(2) 连续 边界 条 件 : 


E, =E Hi = H, 


(3) 反射 定律 、 折 射 定律 、 菲 涅 
HAR 


基本 计算 : 
(1) 已 知 电场 求 磁场 : 


H=le,xE 
7 


(2) 已 知 磁场 求 电场 : 
E=ZHxe, 
(3) 能 量 、 能 流 密度 : 


ЕНЕ =2Н?е =w 
м = 20, = Зу = ЕЕ? =u 


(4) 波导 截止 波 数 、 谐 振 腔 的 
谐振 频率 


2. 理想 介质 中 均匀 平面 电磁 波 的 传播 特性 
(1) 波 型 : 横 电 磁 (TEM) 波 ; 
(2) 电场 与 磁场 的 关系 : E + H=0.k * E=0 K k * H=0, 


1 


1 1 


Н=—КхЕ=-е,хЕ, E= 


wp 


(3) 波 阻抗 , Z= 王 = E= |E 20, Z37170; 
Н E Bi 
能 量 密度 : w= 2w. = 2иљ =E = иН? 


(4) 


ГА о 


1 


k X H = ZH хе»; 


平均 能 量 密度 ; w= E= uH Е: =H; 


(5) 


是 椭圆 极 化 波 的 特例 。 


2 
能 流 密度 ; 8=ЕхН=®е,=7Н?е,=лю® 


z 


平均 能 流 密度 。 5 一 上 Re[B。 X H; J= Бе, =L ZHe =v; 
(6) 极 化 方式 , 一 般 是 左旋 或 右 旋 害 国 极 化 波 ,线性 极 化 波 和 左旋 或 右 施 国 极 化 波 只 
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EESE 
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| H 
Е у= сш y 
ию ЖЕ. re ү: IRMAN | RAHV [ШЙ 
ym i __ 


SE € + ЕНИ ЗУНА Б `£ 


第 6 章 “电磁 波 的 传播 | 279 


习题 


6.1 自由 空间 中 传播 的 均匀 平面 电磁 波 的 电场 强度 为 
E = 37. 7cos(6x X 10°t + 2xz)e, V/m 
试 求 该 电磁 波 的 频率 、 波 长 . 相 移 常数 、 传 播 方向 和 磁场 强度 矢量 。 
6.2 一 角 频 率 为 o 的 均匀 平面 波 在 自由 空间 中 沿 十 = 方向 传播 ,其 电场 强度 的 幅 值 为 
E。, 沿 十 y 方向 。 有 一 个 面积 为 a 、 绕 有 N 臣 的 正方 形 环 状 线圈 ,已 知 其 环 面 的 法 线 与 电磁 
波 传播 方向 的 夹 角 为 , 且 与 电场 方向 垂直 。 试 计算 正方 形 环 状 线圈 中 感应 电动 势 的 幅 值 。 
6.3 已 知 理想 介质 中 均匀 平面 电磁 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
Е =— 5cos(3z X 10'/ + 0. 2xz)e, V/m 


H = турсоз3л X 10t + 0. 2х=)е, A/m 


试 求 该 介质 的 相对 介 电 常数 和 相对 磁 导 率 。 

6.4 已 知 真空 中 均匀 平面 电磁 波 的 电场 强度 矢量 为 

Е = 5(е, +/3e,)cos[6z X 1072 — 0. 05x (3x — V3 y + 2z)] V/m 

试 求 : 

(1) 电场 强度 的 振幅 、 波 矢量 及 电磁 波 的 波长 ; 

(2) 磁场 强度 矢量 ; 

(3) 坡 印 廷 矢量 的 平均 值 。 

6.5 在 非 磁性 理想 介质 中 传播 的 均匀 平面 波 的 磁场 强度 为 

H = 5(2e, — e, + 2e. )cos [3n X 10'% + 40х(х + By — 2«)] A/m 

оК: 

(1) 常数 B; 

(2) 波 矢量 \ 波 的 频率 、 波 长 与 波 速 ; 

(3) 介质 的 介 电 常数 ; 

(4) 电场 强度 矢量 与 坡 印 廷 矢量 。 

6.6 自由 空间 中 有 一 在 x 方向 线性 极 化 的 频率 为 30MHz、 且 幅 值 为 Es 的 均匀 平面 
波 ,其 传播 方向 在 二 0 的 平面 上 和 xz 轴 与 y 轴 的 夹 角 分 别 为 30 与 60"。 试 求 该 电磁 波 的 
电场 强度 矢量 下 与 磁场 强度 矢量 H 的 表达 式 。 

6.7 已 知 真空 中 均匀 平面 电磁 波 的 电场 强度 复 矢 量 为 

E = [10 ee, +107 eimo e р V/m 

Аж: 

(1) 该 平面 波 的 传播 方向 和 电磁 波 的 波长 ; 

(2) 波 的 极 化 方式 ; 

(3) 通过 与 传播 方向 垂直 的 单位 面积 上 的 平均 功率 。 

6.8 试 证 明 一 个 圆 极 化 波 可 分 解 为 两 个 频率 和 振幅 均 相 等 但 相位 差 90" 且 极 化 方向 
互相 垂直 的 线性 极 化 波 ,并 证 明 圆 极 化 波 的 平均 坡 印 廷 矢量 是 这 两 个 线性 极 化 波 的 平均 坡 
印 廷 矢量 之 和 。 
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6.9 自由 空间 中 有 一 均匀 平面 波 .在 «=0 的 平面 内 传播 且 沿 y 方向 的 相 速度 为 v = 
2V3 X10sm/s。 试 求 该 电磁 波 的 传播 方向 及 其 沿 z 方 向 的 相 速度 。 

6.10 一 波长 为 4 二 10m 的 均匀 平面 波 , 在 正常 频 散 无 耗 媒质 里 的 相 速 为 mw 一 2X 
1071m/s。 试 求 该 电磁 波 的 群 速 度 。 

6.11 设 海水 的 电磁 参量 为 ,一 81,y. 二 1,0 二 1S/m。 试 分 别 求 频率 为 1kHz、1MHz、 
1GHz 的 均匀 平面 电磁 波 在 海水 中 传播 的 波长 . 相 速 、 衰 减 常数 及 波 阻 抗 。 欲 使 80% 以 上 的 
电磁 波 能 量 进入 1m 以 下 的 深度 ,电磁 波 的 频率 应 如 何 选择 ? 

6.12 试 证 明 均 匀 平 面 电磁 波 在 良 导体 内 传播 时 , 场 量 的 衰减 约 为 55 分 贝 每 波长 。 

6.13 ”在 介 电 常 数 为 e、 磁 导 率 为 .电导 率 为 o 的 良 导 体 中 传播 一 频率 为 了 的 均匀 平 
ГЕ. WOR: 

(1) 相 速度 和 群 速度 ， 

(2) 电场 的 能 量 密度 和 磁场 的 能 量 密度 的 时 间 平 均值 , 哪 一 个 大 一 些 ? 为 什么 ? 

6.14 如 题 6.14 图 所 示 , 在 两 种 理想 介质 的 分 界面 上 ,车 已 知 垂直 极 化 波 的 入 射 角 和 


折射 角 分 别 为 0 二 01,0. 一 0., 反 射 系数 =. АЕ 


输 系数 Ti 。 如 果 垂 直 极 化 波 在 介质 2 以 01 二 0。 入 射 到 
界面 上 , 试 求 折射 角 9、 反射 系数 Г, 和 传输 系数 T' 。 
在 这 两 种 情况 下 ,传输 系数 T. 和 Т, 是 否 相等 ? 

6.15 设 两 种 介质 的 参量 e е, „ра Ap Ч ЈЕ 
面 波 从 介质 1 斜 入 射 到 两 介质 的 分 界面 上 时 ,试问 哪 种 
极 化 波 可 以 得 到 全 反射 ? 此 时 的 入 射 角 是 多 少 ? 

6.16 设 两 种 介质 的 介 电 常数 分 别 为 es 和 ez , 磁 导 
率 均 为 re 。 一 圆 极 化 波 斜 入 射 于 两 介质 的 分 界面 上 , 试 
分 别 求 反射 波 和 折射 波 的 极 化 特性 。 在 什么 情况 下 ,反射 波 成 为 线性 极 化 波 ? 

6.17 空气 中 一 均匀 平面 波 的 复数 电场 强度 为 

Е = (4e,++3e)e ss® V/m 
它 入 射 到 =0 的 无 限 大 介质 平面 上 。 若 介质 的 参数 8, 二 9,p 二 1, 试 求 : 

(1) 入 射 角 、 反 射 角 和 折射 角 ; 

(2) 入 射 波 和 折射 波 的 频率 及 波长 ; 

(3) 两 区 域内 电场 强度 和 磁场 强度 的 瞬时 值 及 平均 坡 印 廷 矢量 。 

6.18 一 均匀 平面 波 从 空气 中 垂直 入 射 到 一 理想 介质 (e, = 4, 
а А pyr 二 1) 中 , 求 反 射 波 和 透射 波 的 振幅 之 比 。 
6.19 如 题 6. 19 图 所 示 ,在 介 电 常数 分 别 为 s 和 es 的 半 无 限 
大 的 介质 中 间 放 置 一 块 厚度 为 d 的 介质 板 , 其 介 电 常数 为 e ,三 个 
区 域 中 介质 的 磁 导 率 均 为 we 。 若 均匀 平面 波 从 介质 1 中 垂直 人 射 


|а 1 
于 介质 板 上 , 试 证 明 当 @ = Vare Н a= (д, 为 自由 空间 波 


题 6.14 图 


4 Ver 
ku s 长 ) 时 没有 反射 。 
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6.20 设 两 种 介质 的 介 电 常数 分 别 为 s 和 ez , 磁 导 率 均 为 nr 。 一 圆 极 化 波 垂直 投射 于 
一 介质 板 上 ,入 射 波 的 电场 强度 为 EE,(e; 十 je,)e 六 , 试 求 反射 波 与 透射 波 的 电场 强度 ， 
并 指出 它们 的 极 化 旋转 方向 。 

6.21 一 均匀 平面 电磁 波 由 空气 斜 人 射 到 *=0 的 理想 导体 平面 上 ,已 知 其 复数 电场 强 
度 为 

Е = e,10e i6=t89 

WR: 

(1) 和 人 射 波 的 频率 、 反 射 波 的 电场 强度 和 磁场 强度 ; 

(2) 空气 中 的 平均 能 流 密 度 ; 

G) 理想 导体 表面 上 的 自由 电流 密度 和 电荷 密度 。 

6.22 已 知 铜 的 参数 为 6, 二 j= 二 1,c 二 5.8X10'S/m; 铁 的 参数 为 6, 二 1,p = 10° ,0= 
10'S/m。 一 频率 为 10kHz 的 均匀 平面 波 , 从 空气 中 垂直 人 射 于 

(1) 一 块 大 铜板 上 ; 

(2) 一 块 大 铁 板 上 。 
试 分 别 求 铜板 与 铁 板 表面 上 的 反射 系数 和 传输 系数 及 趋 肤 深度 与 表面 电阻 。 

6.23 空气 中 有 一 均匀 平面 波 垂直 和 人 射 于 半 无 限 大 理想 导体 平面 上 。 若 人 射 波 的 振幅 
Eu 王 1V/m, 试 求 空气 中 坡 印 延 矢量 的 平均 值 与 最 大 值 及 最 大 值 的 位 置 至 导体 平面 的 距离 。 

6.24 空气 中 有 一 频率 为 100MHz、 电 场 强度 的 有 效 值 为 1VVm 的 均匀 平面 波 垂直 入 
射 于 一 块 大 而 厚 的 铜板 上 。 已 知 铜 的 参数 6 二 py 二 1,0 二 5.8X107S/m, 试 求 : 

(1) 空气 中 紧邻 其 表面 处 的 电场 强度 和 磁场 强度 的 有 效 值 ; 

(2) 铜板 中 紧邻 其 表面 处 的 电场 强度 和 磁场 强度 的 有 效 值 ; 

(3) 铜板 表面 处 的 传导 电流 密度 和 离 表 面 0.01mm 处 的 传导 电流 密度 ; 

(4) 穿 人 单位 面积 铜板 中 的 平均 功率 。 

6.25 试 述 矩 形 波导 、 圆 形 波导 不 能 传输 TEM 波 的 理由 。 

6.26 ”矩形 波导 传输 TE 波 , 它 的 纵向 磁场 分 量 为 


H, = 107 соѕ S cos ка A/m 


长 度 以 em 为 单位 。 当 工作 频率 为 10GHz 时 , 试 求 最 低 TE 波 的 AJ. f. A, 之 值 。 该 波导 还 
可 能 存在 哪些 波形 ? 
6.27 ”和 矩形 波导 传输 TE 波 ,已 知 


E, = Esin( Zy eee, 
E,=0 
试 求 其 他 场 分 量 , 并 画 出 场 结构 。 
6.28 RFH a=4cm,b=3cm./=5cm 的 无 耗 矩 形 谐振 腔 , 腔 内 为 空气 。 试 求 : 
(1) 前 三 个 低 次 谐振 模式 和 它们 的 谐振 频率 ; 
(2) 若 矩 形 谐 振 腔 工作 于 主 模 式 , 求 腔 中 储存 的 电磁 能 量 。 
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CHAPTER 7 


本 章 导读 : 第 6 章 从 最 基本 的 均匀 平面 电磁 波 入 手 , 介 绍 了 电磁 波 的 传播 特性 。 作 为 
发 射 和 接收 电磁 波 的 核心 设备 ,天 线 具 有 举足轻重 的 地 位 。 本 章 将 重点 介绍 天 线 的 常用 电 
参数 及 其 计算 方法 、 线 天 线 的 分 析 流程 等 。 在 此 基础 之 上 ,以 电 偶 极 子 、 磁 偶 极 子 和 对 称 半 
波 振子 天 线 等 线 天 线 为 例 介 绍 电磁 波 的 辐射 特性 ; 作为 相 控 天 线 阵 的 基础 ,介绍 二 元 阵 、 均 
匀 直 线 式 天 线 阵 、 平 面 天 线 阵 等 的 工作 原理 及 其 使 用 特性 。 最 后 简单 介绍 电磁 超 表 面 的 相 
控 阵 原理 及 超 材 料 天 线 。 


7.1 天 线 的 分 类 和 常用 电 参 数 


在 静态 场 的 情形 下 , 场 和 场 源 是 不 可 分 割 的 。 场 源 周围 存在 着 场 , 场 源 消失 时 , 场 也 随 
之 消失 。 但 时 变 场 的 情形 却 与 静态 场 不 同 ,电磁 波 必须 有 波源 才能 产生 ,但 电磁 波 产生 之 
后 ,即使 波源 不 存在 了 ,已 产生 的 电磁 波 仍 可 继续 向 空间 传播 。 电 磁 能 量 由 波源 产生 且 可 以 
脱离 波源 以 电磁 波 的 形式 在 空间 传播 而 不 再 返回 波源 的 现象 , 称 为 电磁 波 的 辐射 。 

任何 需要 辐射 和 接收 电磁 波 的 无 线 电 技术 设备 (例如 通信 、 雷 达 、 导 航 等 ) 都 配 有 天 线 。 
天 线 实质 上 是 一 个 转换 器 , 它 把 高 频 电 流 形式 (或 导 波 形式 ) 的 能 量 转换 为 同 频率 的 电磁 波 
能 量 或 将 电磁 波 能 量 转换 为 高 频 电 流 。 为 了 实现 高 效 的 电磁 波 辐射 ,必须 对 天 线 的 结构 JÉ 
状 、 大 小 及 所 用 材料 进行 优化 设计 。 因 此 ,天 线 的 分 析 和 设计 也 是 电磁 领域 的 重要 课题 
之 一 ; 


7.1.1 天 线 的 分 类 


为 了 适应 各 种 不 同 用 途 的 要 求 . 人 们 设计 了 不 同 的 天 线 , 其 具体 形式 繁多 ,分 类 方法 不 
一 ,简单 分 类 如 表 7-1 所 示 。 


表 7-1 天 线 的 分 类 


分 类 依据 天 线 种 类 

使 用 方式 RARR ,接收 天 线 ,收发 共用 天 线 等 

使 用 目的 通信 天 线 ,广播 天 线 、 电 视 天 线 .雷达 天 线 \ 导 航天 线 тиха EARR WARRE 
结构 类 型 RRR MRR 

方向 性 强 方向 性 天 线 、 弱 方向 性 天 线 、 定 向 天 线 、 全 向 天 线 、 针 状 波 东 天线、 扇形 波束 天 线 等 
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续 表 


分 类 依据 天 线 种 类 

极 化 特性 线 极 化 天 线 ,左旋 ( 右 旋 ) 圆 极 化 天 线 .左旋 ( 右 旋 ) 椭 圆 极 化 天 线 等 

频带 特性 窄 频 带 天 线 宽频 带 天 线 , 超 宽频 带 天 线 等 

馈 电 方式 对 称 天 线 ,不 对 称 天 线 等 

外 形 结构 TT 形 天 线 、V 形 天 线 、L 形 天 线 、 萎 形 天 线 、 环 形 天 线 、 螺 旋 天 线 ,喇叭 天 线 、 透 镜 天 线 \ 反 
射 面 天 线 、 微 带 天 线 等 


7.1.2 天 线 的 常用 电 参 数 


衡量 一 副 天 线 好 坏 的 指标 非常 多 。 为 了 定量 地 描述 天 线 的 电磁 特性 ,必须 定义 相应 的 
技术 参数 以 表征 天 线 的 相应 性 能 指标 ,通常 天 线 的 电磁 性 能 用 下 述 几 个 电 参 数 来 表征 。 

1. 辐射 功率 Р, 与 辐射 电阻 R, 

天 线 向 自由 空间 辐射 的 电磁 波 功率 , 称 为 辐射 功率 ,用 P, 表示 , 即 


P, =$ Res, as = 中 5 + as (7-1) 


式 中 ,S 为 包围 天 线 的 闭合 面 ,S。 为 辐射 电磁 波 的 复数 坡 印 廷 矢量 ,其 实 部 等 于 坡 印 廷 矢量 
的 时 间 平 均值 , 即 $= Кеб, „ 

由 于 辐射 功率 全 部 耗 散在 天 线 周 围 的 自由 空间 ,所 以 它 具 有 功率 耗 散 特性 。 故 可 用 一 
个 等 效 的 负载 即 辐 射电 阻 R; 的 概念 来 表示 辐射 功率 。 于 是 可 得 
其 中 ,I 为 波源 馈 入 到 天 线 上 电流 的 有 效 值 。 辐 射电 阻 和 辐射 功率 都 用 来 表示 天 线 辐射 能 
力 的 大 小 。 辐 射 功 率 不 仅 取决 于 天 线 的 性 质 , 而 且 还 与 天 线 中 的 电流 强度 有 关 ,而 辐射 电阻 
却 唯一 地 决定 于 天 线 本 身 的 结构 特性 。 因 此 ,辐射 电阻 的 大 小 决定 于 天 线 的 尺寸 .形状 及 馈 
源 的 波长 等 参数 。 


К, (7-2) 


2. REKE N 
天 线 的 效率 表示 天 线 的 辐射 功率 与 输入 到 天 线 上 的 总 功率 之 比 , 即 
1= Ë (7-3) 


天 线 效率 用 于 计算 天 线 输入 端 和 天 线 结构 内 的 损耗 ,这 些 损耗 首先 是 天 线 与 馈线 失 配 
引起 的 反射 损耗 ,其 次 是 功率 损耗 ,包括 导体 损耗 和 介质 损耗 。 

3. 天 线 的 方向 性 

天 线 向 空间 辐射 的 电磁 波 能 量 在 各 个 方向 上 的 分 布 通常 总 是 不 均匀 的 , 它 取决 于 天 线 
自身 固有 的 辐射 特性 , 即 天 线 的 方向 性 。 对 于 天 线 的 方向 特性 ,常用 下 列 参数 来 表征 。 

1) 方向 图 函数 FO, p) 

实际 天 线 辐射 的 电磁 波 具 有 方向 性 , 即 它 是 非 均 匀 球 面 波 。 天 线 的 辐射 电磁 场 在 固定 
距离 上 随 空间 角 坐 标 (9,9) 分 布 的 图 形 , 称 为 天 线 的 方向 图 , 即 辐射 远 区 任 一 方向 的 场 强 与 
同一 距离 的 最 大 场 强 之 比 和 方向 角 之 间 的 关系 曲线 。 它 是 相对 的 空间 方向 图 。 表 述 方向 图 
的 函数 也 称 为 方向 图 因子 , 亦 即 方向 图 函数 是 表示 天 线 相 对 的 辐射 场 强 与 方向 间 的 关系 , 它 
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是 归 一 化 场 强 方向 图 函数 , 即 
F(0,9) = Безе. (7-4) 


在 三 维 坐标 中 ,天 线 方 向 图 是 空间 立体 模型 一 一 三 维 曲面 , 称 为 立体 方向 图 或 空间 方向 
图 。 立 体 方向 图 形象 直观 ,但 比较 复杂 且 不 实用 。 因 此 ,实际 上 常用 两 个 主要 平面 ( 主 平面 ) 
上 的 方向 图 , 即 空间 方向 图 与 两 个 互相 垂直 的 平面 的 交 线 , 称 为 平面 方向 图 。 


难点 点 拨 : 主 平面 的 选取 , 需 根 据 实际 应 用 的 方便 而 定 。 对 架设 在 地 面 上 的 线 天 线 , 由 
于 地 面 影 响 比 较 明 显 ,通常 采用 水 平平 面 和 垂直 平面 为 两 个 主 平面 。 此 外 ,在 研究 线 极 
化 天 线 时 ,通常 采用 电场 和 磁场 所 在 平面 (下 平面 和 再 平 面 ) 作 为 主 平面 。 正 平面 是 指 
最 大 辐射 方向 与 电场 矢量 已 所 在 的 平面 ,而 H PKR k K 38342 6) 5 83 kE H f 
在 的 平面 ,对 应 的 方向 图 函数 分 别 用 Fe(0) 和 Fn(g) 来 表示 。 


有 时 ,还 用 天 线 在 不 同方 向 上 辐射 功率 密度 的 相对 量 来 表示 , 即 归 一 化 功率 方向 图 函 
数 为 
P(0,9) = F’(0,9) (7-5) 
通信 雷达、 导航 等 各 无 线 电工 程 部 门 使 用 不 同 用 途 的 天 线 , 它 们 所 要 求 的 方向 图 的 形 
状 是 不 同 的 ,图 7-1 给 出 了 儿 种 典型 的 方向 图 形状 。 例 如 尖锐 铅笔 形 方向 图 ( 见 图 7-1(a)) 
多 用 于 精确 测定 目标 的 天 线 , 如 炮 瞄 雷达 ; 一 般 铅笔 形 方向 图 ( 见 图 7-1(b)) 主 要 用 于 中 继 
通信 站 天 线 ; 而 扇形 方向 图 ( 见 图 7-1(c)) 和 余 割 平方 形 方向 图 ( 见 图 7-1(d)) 则 主要 用 于 
搜索 雷达 ,可 以 有 效 地 利用 辐射 能 量 以 搜索 广大 的 区 域 。 


O ар % Ç 


(а) 尖锐 铅笔 形 (b) 一 般 铅笔 形 (с) 扇形 (d) 余 割 平方 形 
图 7-1 各 种 形状 的 方向 图 


2) Ж ЛЕП B F 

Эта E| Ж 1: 4 ЖЫК, С ТАЈ РА SUPR UE WR FEL o 12 X 7 18) т {Е О W PR Эз ЗЕ Ж. EAR ПО Ж 
PRA ЭУЕ О Ж.Ш E 7-2 гих. MR JE hr E MQ A B BJ Wm) JJ ЖЕ HE ( JJ ҖЕ üa) % J he 
大 辐射 方向 上 功率 密度 一 半 的 两 个 方向 间 的 夹 角 。 在 E、H 平面 内 分 别 为 20,.; 与 2go.;。 通 
常 ,不 希望 方向 图 有 旁 泊 或 应 尽 可 能 使 它 减 至 最 小 。 

旁 尖 代表 了 天 线 在 不 需要 方向 的 辐射 或 接收 的 能 力 、 
其 除 损耗 能 量 外 ,还 会 对 目标 测量 带 来 错误 ,所 以 希望 它 
越 小 越 好 。 旁 淤 电 平 通 常 是 指 主 淤 旁 第 一 个 旁 淤 的 最 大 
值 (通常 是 最 大 旁 激 的 最 大 值 ) 与 主因 最 大 值 之 比 .通常 用 
分 贝 来 表示 , 记 为 


PSLL = 201g ын Нан (7-6) 


图 7-2 方向 图 与 主 辩 宽度 
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3) 方向 性 系数 D 

虽然 方向 图 形象 地 表现 了 天 线 的 方向 特性 ,但 它 不 能 定量 地 确定 方向 特性 的 优 劣 ; E 
办 宽度 在 一 定 程度 上 给 出 了 天 线 方向 性 好 坏 的 量 值 ,但 也 只 是 一 种 直观 的 量度 。 为 了 定量 
说 明天 线 辐射 功率 的 集中 程度 ,需要 用 无 方向 性 的 理想 点 源 天 线 ( 尽 管 它 在 实际 上 并 不 存 
在 ) 作 为 比较 的 标准 。 所 谓 理 想 点 源 天 线 是 其 方向 图 为 一 球形 , 即 在 各 方向 上 辐射 功率 相同 
的 均匀 辐射 天 线 , 亦 即 全 向 辐射 均匀 球面 波 的 天 线 。 天 线 的 方向 性 系数 定义 为 : 在 实际 天 
线 的 辐射 功率 Р, 与 理想 点 源 天 线 的 辐射 功率 Pw 相等 的 条 件 下 ,实际 天 线 在 空间 某 点 所 产 
生 的 电场 强度 的 平方 值 与 点 源 天 线 在 同一 点 所 产生 的 电场 强度 的 平方 值 之 比 , 即 


D(0,p) = ) (7-7) 
0 P,=P o 
而 最 大 方向 性 系数 则 为 
12-88 
йш = F: (7-8) 


式 中 ,Eu 和 E, 分 别 为 某 天 线 产生 的 最 大 电场 强度 与 理想 点 源 天 线 在 同一 点 产生 的 电场 强 

度 。 因 为 两 天 线 的 辐射 功率 相同 , 故 E; 是 尹 (0,p) 在 各 方向 的 平均 值 , 即 

Е ф е0, 

n = 

JürB,S=4xr° 是 球面 面积 。 由 于 天 线 辐射 的 电场 强度 值 一 般 可 表示 为 
Е(0.ф) = AF(0.9) (7-10) 

式 中 ,A 是 与 角度 0、9 无 关 的 系数 。 由 于 球面 面 元 dS 二 ?sin0d0dy, 于 是 式 (7-9) 变 为 


А? 2к x 2 А 
B= 15), agf F (0,9p)sin0d0 


因此 ,由 式 (7-7) 可 得 方向 性 系数 为 


2 
Dp = (1-11) 
dg| Е? (0.Ф) ѕіпбаб 
» 


(7-9) 


故 由 上 式 可 得 最 大 方向 性 系数 为 
D „= шш (7-12) 
Í dg| 严 (Op)singdg 
其 中 ,0, 和 e, 分 别 是 天 线 最 大 辐射 方向 的 极 角 与 方位 角 , 称 为 主 向 角 。 如 果 方 向 图 是 轴 对 
称 的 , 即 EO, p) ф 无 关 , 则 最 大 方向 性 系数 可 表示 为 
_ _2F Oa) 
| ТЕ“ (0)зїпба0 
由 于 场 强 平方 与 功率 成 正比 ,因此 方向 性 系数 也 用 另 一 种 形式 来 定义 : 在 空间 某 处 实 
际 天 线 产生 的 场 强 E 与 理想 点 源 天 线 产生 的 场 强 E, 相等 时 ,点 源 天 线 的 总 辐射 功率 Pw 与 
实际 天 线 的 总 辐射 功率 Р, 之 比 , 即 


р (7-13) 


Р» 


Dmax = Р, 


(7-14) 


Е-Е, 
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4. 天 线 增益 G 

天 线 增益 是 天 线 增益 系数 的 简称 ,也 是 与 标准 参考 天 线 进行 比较 而 定义 的 。 如 果 将 点 
源 天 线 视 为 无 方向 性 的 无 耗 理想 天 线 , 则 其 效率 为 100% ,其 输入 功率 Pi 等 于 它 的 辐射 功 
率 , 即 Po 二 Po。 于 是 在 产生 相等 的 最 大 电场 强度 的 条 件 下 ,理想 点 源 天 线 所 馈 入 的 输入 功 
率 Pw 与 某 天 线 所 馈 和 的 输入 功率 Р, 之 比 , 称 为 天 线 的 增益 或 功率 增益 系数 , 即 


Po _ Р, 
G= P = E (7-15) 
由 式 (7-3) 和 式 (7-14) , 则 有 
P, P. _ _ 
с вр 9-0 (7-16) 
实用 中 天 线 的 增益 常用 分 贝 作 单位 ,这 时 有 
G' = 10lgG dB (7-17) 


天 线 增 益 随 观察 点 方向 的 不 同 而 不 同 ,通常 所 讲 的 增益 表示 某 天 线 在 最 大 辐射 方向 上 
与 无 方向 性 的 理想 点 源 天 线 比 较 而 言 ,其 输入 功率 增 大 的 倍数 。 

5. 输入 阻抗 Z, 

天 线 的 输入 阻抗 是 指 天 线 在 其 馈 电 端 所 呈现 的 阻抗 ,其 值 为 馈 电 点 的 电压 与 电流 的 比 
值 。 输 入 到 天 线 的 功率 被 输入 阻抗 所 吸收 ,并 由 天 线 转换 成 辐射 功率 。 要 使 天 线 从 人 馈 源 得 
到 最 大 功率 ,必须 使 天 线 和 人 馈线 有 良好 的 匹配 , 即 需 要 使 天 线 的 输入 阻抗 等 于 馈线 的 特性 阻 
抗 。 天 线 的 输入 阻抗 决定 于 天 线 本 身 的 几何 结构 .工作 波长 与 激励 方式 ,甚至 有 时 还 会 受到 
周围 环境 和 物体 的 影响 。 

6. 极 化 

天 线 的 极 化 是 天 线 的 重要 参数 之 一 ,对 于 发 射 天 线 来 说 ,天 线 在 某 方向 的 极 化 是 指 天 线 
在 该 方向 上 辐射 无 线 电波 的 极 化 ; 而 对 接收 天 线 来 说 ,天 线 在 某 方向 的 极 化 是 指 接 收 天 线 
在 该 方向 上 接收 获得 最 大 接收 功率 时 入 射 无 线 电 波 的 极 化 。 若 接收 天 线 与 发 射 天 线 的 极 化 
相同 时 , 称 收 ` 发 天 线 间 的 极 化 是 匹配 的 。 通 常 所 说 的 天 线 极 化 是 指 在 最 大 辐射 方向 或 最 大 
接收 方向 上 电场 矢量 的 取向 。 天 线 的 极 化 必须 和 它 所 辐射 电磁 波 的 极 化 一 致 。 若 地 面 与 
у=0 的 平面 相合 , 则 电磁 波 的 电场 矢量 垂直 地 面 时 (下 .=0, 尼 ,天 0) 称 为 垂直 极 化 ,而 电磁 
波 的 电场 矢量 与 地 面 平行 时 (E, 隆 0,E, 二 0) 称 为 水 平 极 化 ,与 此 相应 的 天 线 称 为 重 直 极 化 
天 线 和 水 平 极 化 天 线 。 


重点 提醒 : 电磁 波 还 有 左 ( 右 ) 旋 圆 极 化 (下 .一 十 已 , 关 0), 也 有 左 ( 右 ) 旋 椭圆 极 化 (下 ,天 
E, ,下 .天 0, 尼 ,天 0), 相 应 的 天 线 称 为 左 ( 右 ) 旋 圆 极 化 天 线 , 左 ( 右 ) 旋 椭圆 极 化 天 线 。 使 
用 中 , 左 ( 右 ) 旋 园 极 化 天 线 只 能 接收 左 ( 右 ) 旋 园 极 化 波 ; 左 ( 右 ) 旋 椭圆 极 化 天 线 只 能 接 
收 左 ( 右 ) 旋 椭圆 极 化 波 。 


7. BAKE 1, 和 有 效 口径 A。 或 有 效 面积 S, 

对 于 线 天 线 , 有 效 长 度 L 是 指 在 天 线 辐射 的 最 大 场 强 相 等 时 ,实际 电流 非 均匀 分 布 的 
某 线 天 线 的 长 度 等 效 于 电流 均匀 分 布 的 线 天 线 的 长 度 。 对 于 面 天 线 , 有 效 口径 A。 或 有 效 
面积 5. 是 指 在 天 线 辐 射 的 最 大 场 强 相 等 时 , 非 均 匀 分 布 的 口径 辐射 场 的 某 实际 天 线 的 口径 
面积 等 效 于 均匀 分 布 的 口径 辐射 场 的 天 线 口径 面积 。 
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8. 频带 宽度 В, 
当 工 作 频 率 变 化 时 ,天 线 的 各 种 电 参数 不 超出 允许 变动 值 的 工作 频率 范围 , 称 为 天 线 的 
频带 宽度 。 


除 此 之 外 ,对 于 各 类 天 线 实际 上 还 有 一 些 共同 的 要 求 ,例如 机 械 强 度 牢固 ,使 用 可 
A; 尺寸 小 ,重量 轻 ; 天 线 馈 电 系统 匹 配 良 好 ; 结构 简单 易 调整 ; 使 用 安全 、 易 安装 、 成 本 
低 等 。 


重点 提醒 : 天 线 可 以 工作 在 发 射 状态 ,也 可 以 工作 在 接收 状态 。 互 易 定理 表明 : 天 线 的 
电 参 量 取决 于 天 线 本 身 , 而 不 依赖 于 它 用 作 发 射 天 线 还 是 接收 天 线 , 它 们 有 相同 的 方向 
性 系数 、 和 输入 阻抗 ,增益 等 。 据 此 ,接收 天 线 的 所 有 电 参 量 均 可 按 其 作为 发 射 天 线 时 的 情 
况 计 算 。 本 章 讨 论 时 均 将 天 线 作 为 发 射 天 线 讨 论 。 


7.1.3 天 线 辐射 场 的 求解 方法 


天 线 的 研究 对 象 是 电磁 波 的 辐射 问题 , 即 研究 天 线 所 产生 的 空间 电磁 场 分 布 。 这 需要 
求解 特定 条 件 下 (激励 条 件 、 边 界 条 件 和 辐射 条 件 ) 的 麦克 斯 韦 方程 组 ,在 数学 上 的 严格 求解 
是 十 分 困难 的 ,有 时 甚至 无 法 求解 。 因 此 , 常 需 采 用 一 些 近似 方法 。 在 线 天 线 中 多 采用 电流 
元 的 积分 来 求解 ,首先 得 到 电流 元 的 辐射 场 ,然后 再 利用 又 加 原理 可 解 连续 元 ( 线 天 线 ) 和 分 
立 元 (阵列 天 线 ) 的 辐射 场 ,这 种 方法 又 称 为 矢 势 法 
或 辅助 函数 法 。 在 面 天 线 中 ,大 多 是 求解 口径 的 绕 
射 场 问题 , 绕 射 场 往往 用 基 尔 霍 夫 公式 来 计算 。 基 
尔 霍 夫 公式 是 惠 更 斯 原理 的 数学 表达 式 , 它 可 求 “ 矢 虽 势 
出 包围 辐射 源 的 封闭 面 外 任 一 点 的 电磁 场 。 当 然 

也 可 采用 面 电 流 法 ,由 感应 (激励 ) 面 电流 密度 来 ” 场 量 
求解 辐射 场 。 当 工作 波长 比 系统 的 线性 尺寸 小 得 | — 
多 时 ,也 可 采用 几何 光学 法 ,根据 几何 光学 定律 ， asm/ O RSF PR 
利用 射线 来 分 析 电 磁 波 的 辐射 。 本 书 主要 以 线 天 P, =$, кез, -dS =$, Re( E x н”). 
线 为 例 进行 天 线 的 分 析 和 计算 ,其 流程 如 图 7-3 

所 示 。 


电流 密度 


н= уха 
д, 


Е=Ў*Н аў Е=7,Нхе, 
jos 


图 7-3 分 析 计 算 线 天 线 的 流程 


7.2 电 偶 极 子 辐射 和 磁 偶 极 子 辐射 


7.2.1 电 偶 极 子 辐射 


通常 , 交 变 电 偶 极 子 ( 电 偶 极 子 两 端的 电荷 交替 变化 ) 上 的 电荷 变化 可 视 为 偶 极 子 上 的 
电流 变化 ,因而 交 变 电 偶 极 子 也 可 视 为 一 个 电流 元 。 最 简单 的 辐射 元 是 一 个 很 短 的 直线 电 
流 元 。 设 此 电流 元 的 长 度 Al 总 是 远 小 于 自由 空间 的 电磁 波 波长 lo, 即 AZ 和 no , 则 可 认为 其 
上 电流 的 幅 值 和 相位 处 处 相同 , 即 电流 均匀 分 布 ; 且 其 直径 d 与 其 长 度 相 比 可 忽略 不 计 , 即 
有 dAl。 这 样 ,对 交 变 电 偶 极 子 的 分 析 也 就 是 对 电流 元 的 分 析 。 这 种 短 直线 电流 元 称 为 
电 偶 极 子 或 电 基本 振子 ,也 称 为 赫兹 振子 (赫兹 偶 极 子 )。 
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设 有 一 时 谐 电 流 元 ТАГ Wr z 轴 放 置 ,其 中 心 位 于 直角 坐标 系 的 原点 ,如 图 7-4 тл. Ж 
AL 和 io, 则 电流 元 相当 于 一 个 时 谐 电 偶 极 子 。 

І. 电 偶 极 子 辐射 的 电磁 场 

此 处 的 电流 元 Таг iB = 方向 , 则 它 的 矢量 势 为 


A= шге WR af res, (7-18) 
м 


由 于 а ан R 基本 不 变 , 即 
Rar, ATREA RJE r 的 函数 , 故 采用 球 坐 标 系 较为 方 


便 , 球 坐标 系 中 矢量 势 可 表示 为 
mikr 
A m onre, eLA ез (созбе, — singes) та 电 侦 极 子 及 其 矢 执 
(7-19) 
则 磁场 强度 为 
е, re, rsin0e; 
1 1 д д 
0 
н po и? рот? зіп | Әг 90 
А, тА» 0 
= ТА опо эше, (7-20) 
即 
H= Тыз zi =: =) ене, (7-21) 
由 麦克 斯 韦 第 一 方程 可 得 电场 强度 为 
gS 
jweo 
е, ев ez 
rising rsin0 r 
1 
2 A ә 
Jowso | 去 20 0 
0 0 rsin0H;, 
en [е (i +4 jzeow “(в lks 1) е (7-22) 
j4nweo [r r r r r 
即 
А 1 j 
Е = [2cos0( z 2з + 
1 j < 
к Тир -十 jos 办 (7-23) 


根据 观测 点 P 到 电 偶 极 子 的 距离 + 的 不 同 ,可 分 为 三 种 区 域 : < g 的 区 域 称 为 近 区 ， 


7 一 各 的 区 域 称 为 感应 区 (中 间 区 ) >45 的 区 域 称 为 远 区 (或 辐射 区 )。 在 此 三 种 区 域内 , 电 
偶 极 子 的 场 是 不 同 的 。 
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2. 电 偶 极 子 的 近 区 束缚 场 
在 近 区 ,r 很 小 ,kor<1,e "1, 可 忽略 推迟 作用 , 且 在 式 (7-21) 和 式 (7-23) 中 起 主要 
作用 的 是 分 母 含 kor 的 高 次 项 ,其 他 项 可 略 去 ,于 是 可 得 电 偶 极 子 近 区 的 电磁 场 为 


Е =} PAP (2созде, + ѕіпде,) (7-94) 
4поє o r` 
和 
ІМ. 
Н = 22251106 (7-25) 


由 式 (7-24) 和 式 (7-25) 可 见 , 近 区 的 电场 和 磁场 在 相位 上 相差 3 ,能 量 只 能 在 电场 和 


场 间 相互 转换 ,其 坡 印 廷 矢量 的 时 间 平 均值 为 零 。 因 此 ,电磁 波 不 能 辐射 出 去 , 称 为 束缚 
电磁 波 ; 近 区 场 是 非 辐射 场 , 并 且 与 静态 场 一 样 直 接 被 场 源 ( 电 荷 和 电流 ) 所 控制 , 故 近 区 场 
又 常 称 为 束缚 场 。 

3. 电 偶 极 子 的 远 区 辐射 场 


在 远 区 ,由 于 > 等 , 则 如 r>1, 在 式 (7-21) 和 式 (7-23) 中 起 主要 作用 的 是 分 母 合 kor 的 


一 次 项 ,其 他 项 可 咯 去 不 计 , 注 意 到 外 е 一 和 fl ko 29А, ,于 是 可 得 远 区 的 辆 射 场 为 


„ФА =й. — ж. ЖАМ 
Е Tbes 7sinbe eo inr 


H = j Alh singe Hre, = j sin0e me, 


由 式 (7-26) 和 式 (7-27) 可 见 , 远 区 电场 和 磁场 的 方向 在 空间 上 互相 垂直 ; 而 在 时 间 上 
同 相位 , 比 电 流 超前 的 相位 为 x/2 一 kor; 远 区 场 的 振幅 还 与 极 角 9 有关 , 且 随 7 的 增 大 而 减 
小 ,电场 与 磁场 的 幅 值 之 比 为 Е,/Н, = 2, ,因而 远 区 场 是 一 个 沿 径 向 7r 向 外 行进 的 ТЕМ 型 
非 均匀 球面 行 波 , 故 远 区 场 又 称 为 辐射 场 。 

在 天 线 的 中 间 区 , 式 (7-21) 、 式 (7-23) 中 的 各 项 都 不 可 和 忽略, 电磁场 是 近 区 场 和 辐射 场 
的 综合 ,必须 用 精确 的 公式 表示 其 场 量 。 

4. 电 偶 极 子 辐射 的 电 参数 

1) 方向 图 函数 

由 式 (7-26) 和 式 (7-27) 可 见 , 电 偶 极 子 的 场 强 方向 图 函数 和 功率 方向 图 函数 分 别 为 

F(0) = sin (7-28) 


Le же, (7-26) 


C7-27) 


P0) = sin°0 (7-29) 

由 方向 图 函数 可 知 , 在 等 于 常数 的 球面 上 ,并 垂直 于 天 线 轴线 方向 即 0— 0, 一方 的 方 

向 上 场 的 振幅 最 大 ,辐射 最 强 ; 而 沿 天 线 轴线 方向 即 9 二 0、x 的 方向 上 场 的 振幅 为 零 , 无 辆 
射 ; 在 0 一 0 一 了 或 0 一 卫 一 之 间 场 的 振幅 按 sing 的 规律 变化 。 


电场 矢量 所 在 的 下 面 方向 图 如 图 7-5(a) 所 示 ; 磁场 矢量 所 在 的 H 面 方向 图 如 图 7-5(b) 
所 示 。 将 图 7-5(a) 中 的 曲线 绕 偶 极 子 的 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 方向 图 如 图 7-5(c) 所 示 。 
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-135° 135° 
185° 
(а) E 面 方向 图 (b) H 面 方向 图 (с) 立体 方向 图 


图 7-5 电 偶 极 子 的 方向 图 


2) 辐射 功率 和 辐射 电阻 
电 偶 极 子 天 线 在 其 辐射 场 内 任 一 点 的 平均 坡 印 廷 矢量 为 
S = Кеб, = ReE X H’ = Z, | Н„|?е, = (0) ове, (7-30) 
可 见 S 为 实数 , 且 有 方向 性 ,辐射 功率 为 有 功 功 率 , 其 能 量 只 以 球面 电磁 波 的 形式 
CTEM 波 ) 向 外 辐射 ,而 与 场 源 间 无 能 量 交 换 。 如 果 用 一 个 很 大 的 球面 把 电 偶 极 子 天 线 包 
围 起 来 ,而 天 线 放 在 球 心 ,如 图 7-6 所 示 , 则 从 天 线 辐射 出 去 的 能 量 
必然 全 部 通过 此 球面 。 在 球面 上 球 带 形 的 面积 元 矢量 为 
dS = 2xr°sin0d0e, (7-31) 
因此 通过 任 一 以 电 偶 极 子 天 线 为 心 的 球面 的 总 辐射 功率 为 
P.= Ís . ds = [2 (EL siwa 2x=r2 sin0d0 


_ Zorf IAl T ЖЕ тое тм) 4 š (2) 
- (2) “sinodo = 1208) L — so | 


图 7-6 球 带 面积 元 


(7-32) 

由 此 可 见 , 电 偶 极 子 辐射 的 总 功率 取决 于 天 线 上 的 电流 和 电 长 度 , 且 与 频率 的 平方 成 正 
比 。 因 此 ,频率 对 于 辐射 电磁 波 起 着 重要 的 作用 ,频率 越 高 ,才能 越 有 效 地 辐射 。 另 一 方面 ， 
辐射 功率 与 球 的 半径 无 关 , 从 而 保证 了 电磁 能 量 可 向 任意 远 处 辐射 。 

电 偶 极 子 天 线 的 辐射 电阻 为 

К, = = = 80 (2) (7-33) 
3) ЗГЕ СЛ ЕЖЕ 
由 式 (7-26) 可 知 , 电 偶 极 子 天 线 的 最 大 辐射 方向 即 其 主 向 角 为 9, = 90°, n] f È ñ 38 WJ 


电场 强度 值 及 其 最 大 值 分 别 为 
| EG) |= 和 zssing (7-34) 
和 
OIN s: 
En = 1312, (7-35) 
在 包围 理想 点 源 天 线 的 球面 上 各 点 都 产生 与 式 (7-34) 相 等 的 电场 强度 , 故 点 源 天 线 的 


总 辐射 功率 为 
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P, = Е“ = (же) ато. 4r = 120x (27) siwa (7-36) 

电 偶 极 子 天 线 辐射 的 方向 性 系数 由 式 (7-7) 或 式 (7-14) 可 得 为 
DO) = 1.5sin20 (7-37) 

电 偶 极 子 天 线 在 最 大 辐射 方向 (6, 二 90°) 的 最 大 方向 性 系数 为 
Da =1,5 (7-38) 


它 表明 在 相等 的 辐射 功率 的 条 件 下 , 电 偶 极 子 天 线 在 垂直 于 天 线 轴 的 方向 所 产生 的 最 


大 电场 强度 值 是 点 源 天 线 在 该 方向 所 产生 的 场 强 的 V1i.5~~1. 22 倍 。 


根据 主因 宽度 的 定义 ,由 式 (7-29) ,得 sin?0, 一 地, 则 电 偶 极 子 天 线 的 主流 宽度 为 


20,5 = 90° (7-39) 


7.2.2 电磁场 的 对 偶 原 理 一 一 二 重 性 原理 


仿照 电荷 和 电流 的 概念 ,人 为 地 定义 一 种 假想 的 磁 荷 与 磁 流 。 依 照 电 偶 极 子 的 结构 ,对 
TRR АЯ m 可 以 设想 由 相距 很 近 的 磁 荷 组 成 ( 见 图 7-7) , 即 +0, 
m = Qal (7-40) L 
式 中 ,Q 为 假想 的 磁 荷 ,m 的 方向 即 为 由 负 磁 荷 指向 正 磁 荷 的 距离 
矢量 1 的 方向 , 且 与 环 电流 为 正 的 方向 符合 右手 螺旋 关系 。 A 
在 静态 场 中 ,由 于 磁 偶 极 子 的 磁场 与 电 偶 极 子 的 电场 相似 , 故 可 -Qn 
得 出 类 似 于 电场 库仑 力 的 磁场 的 库仑 定律 , 即 图 7-7 磁 偶 极 子 


Qm Quz 
ml m2 (7- 
Апр? ев 41) 


虽然 磁 荷 及 后 面 的 磁 流 在 客观 上 并 不 存在 ,但 引出 这 种 概念 可 使 问题 分 析 简 化 , 它 是 一 
种 数学 上 的 类 比方 法 ; 同时 ,很 多 情况 下 可 以 用 等 效 的 办 法 “产生 ” 磁 荷 和 磁 流 ; 更 为 重要 
的 是 ,添加 了 磁 荷 与 磁 流 后 ,麦克斯韦 方 程 组 和 边界 条 件 更 加 一 般 化 , 且 可 分 别 改写 成 对 称 
形式 , 即 


_ ар 
УН = + 


DB 
VX E =— Ja 2 (7-42) 
У. В = pn 


Ур = р 


n X (H, — H,) = Js 
п X (E, — Е,) =— Jms 
n ° (B, — B.) = pns 
п- (D, —Ю%) = os 
式 中 ,oms 和 Jus 分 别 为 分 界面 上 的 磁 荷 面 密度 与 面 磁 流 密度 。 方 程式 (7-42) 表 明 传 导电 流 


密度 也 和 位 移 电 流 密度 号 产生 磁场 ， 传导 磁 流 密度 J。 和 位 移 磁 流 密度 党 产生 电场 ,电荷 


(7-43) 
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密度 o 是 电感 应 强度 ( 即 电位 移 ) 的 源 , 磁 荷 密度 oo 是 磁感应 强度 的 源 。 

引入 磁 荷 与 磁 流 的 概念 后 ,作为 场 源 不 仅 有 电荷 与 电流 (电源 ) ,而且 有 磁 荷 与 磁 流 ( 磁 
源 )。 对 于 电源 和 磁 源 所 产生 的 场 分 别 用 下 标 “e” 与 “m” 加 以 区 别 。 这 样 将 电源 、 磁 源 及 相 
应 的 场 量 分 开 写 成 两 组 方程 , 即 在 只 有 电流 和 电荷 以 及 只 有 磁 流 和 磁 荷 时 ,其 电磁 场 方程 分 


别 为 
усн, = J, +295 
Ух Е, =- 2. (7-44) 
у. B. = 0 
Ve D. = р. 
VX Hn = 2. 
VX Em =- Jn — Za (7-45) 
У. Bn = pm 
V. Da = 0 
同样 ,边界 条 件 分 别 为 
n X (H. — Не) = Jes 
n X (E. 一 Ba) = 0 
n» (B. — Be) = 0 ыш 
п. (Da —D.,) = рз 
和 
n X (Hm — H,,) = 0 
n X (Em — Еш) =— J.s 
(7-47) 


n ° (Bm — Bm) = раѕ 
n ° (Dm — Dw) = 0 
可 见 , 式 (7-44) 与 式 (7-45) 及 式 (7-46) 与 式 (7-47) 相 互 对 偶 , 这 表明 由 电荷 .电流 产生 
的 场 与 由 磁 荷 、 磁 流产 生 的 场 形式 对 称 , 其 对 偶 量 如 表 7-2 所 示 。 
#72 ” 电 偶 极 子 与 磁 偶 极 子 的 场 量 的 对 偶 
电量 H. E. =, B; є и pe J. 


磁 量 —E,, н, р, В. u є pn Ј, 


上 述 的 对 偶 关 系 有 几 种 ,这 里 只 是 选取 较 简便 的 一 种 。 对 于 对 偶 量 ,它们 满足 相似 的 麦 
克 斯 韦 方 程 组 和 边界 条 件 , 具 有 同样 形式 的 解 。 利 用 对 偶 关系 来 求解 对 偶 量 的 场 分 布 , 称 为 
电磁 场 的 对 偶 原 理 , 也 称 为 电磁 场 的 二 重 性 原理 。 
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RAAR: 如 果 有 两 个 问题 ,第 一 个 问题 满足 式 (7-44) 与 式 (7-46), 第 二 个 问题 满足 
式 (7-45) 与 式 (7-47), 则 只 要 作对 偶 量 的 代 换 , 即 可 由 第 一 个 问题 的 解 得 到 第 二 个 问题 
的 解 ,反之 亦 然 。 


7.2.3 ”人 磁 偶 极 子 辐射 
磁 偶 极 子 是 一 个 很 小 的 细 圆 环 电流 元 。 当 电流 环 的 周 长 2xa 远 小 于 电磁 波 的 波长 %， 
即 其 半径 a< 妆 ~ 各 时 ,可 认为 流 过 加 环 的 时 谐 电 流 的 振幅 与 相位 处 处 相同 , 即 电 流 均匀 分 


布 。 磁 偶 极 子 也 是 一 个 基本 辐射 单元 , 称 为 磁 基 本 振子 。 下 面 应 用 场 的 对 偶 原理 可 由 电 偶 
极 子 的 场 求 得 磁 偶 极 子 的 场 。 

1. 磁 偶 极 子 辐射 的 电磁 场 

如 图 7-8 所 示 , 取 电流 圆 环 的 中 心 为 球 坐 标 系 的 原点 ,并 使 > 轴 与 电流 圆 环 的 轴线 重 


合 , 根 据 时 谐 电 偶 极 子 电荷 与 电流 间 的 关系 =R- oQ пана 
IRT IEEJ 


p = ом =—j 10 (7-48) 
о 
同样 , 磁 偶 极 子 的 磁 矩 可 表示 为 
Pa = 18 = „М je (7-49) үт 磁 偶 极 子 


式 中 ,Qs 和 I。 分 别 为 磁 偶 极 子 的 磁 答 及 其 对 应 的 磁 流 ,S 二 xa? 是 圆 环 面积 。 需 要 指出 ,这 
里 磁 矩 的 定义 与 稳 恒 磁场 中 稍 有 不 同 , 故 用 рь 表示 。 

按照 场 的 对 偶 原 理 , 电 偶 极 子 的 电 矩 р 与 磁 偶 极 子 的 磁 矩 pm 对 偶 ,即将 一 jTAL/o 一 
paTS 3 ТАГ зоро 15 作对 偶 代 换 , 则 由 电 偶 极 子 电磁 场 的 表示 式 (7-21) 和 式 (7-23) 可 求 得 
磁 偶 极 子 电磁 场 的 表示 式 分 别 为 


Е 25, эё! otga je 
в 


(7-50) 


н =; a [осо z : Te Je + sin(a + рл = )+] (7-51) 

可 见 ,两 种 偶 极 子 的 电场 与 磁场 恰好 互 换 , 但 在 空间 上 仍 互相 垂直 。 

磁 偶 极 子 的 电磁 场 也 可 分 为 近 区 和 远 区 来 讨论 。 在 近 区 ,有 kor 所 1, 则 еол, EE 
面 两 式 中 起 主要 作用 的 是 分 母 含 kor 的 高 次 项 , 略 去 其 他 项 ,同样 可 得 近 区 的 束缚 电磁 场 。 

2. 磁 偶 极 子 的 远 区 辐射 场 

在 远 区 ,kor 礼 1, 在 式 (7-50) 和 式 (7-51) 中 起 主要 作用 的 是 分 母 含 kor 的 一 次 项 ,其 他 
项 略 去 不 计 , 考 虑 到 ороо Моро Vua Гео = Ко Z, 和 ko 二 2x/ho, 于 是 可 得 磁 偶 极 子 的 远 区 
辐射 场 为 


E= TSZ, sinte hre, (1-52) 
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和 


HS Singeres (7-53) 
; 


由 此 可 见 , 磁 偶 极 子 的 远 区 辐射 场 也 是 沿 径 向 ~ 的 ТЕМ 型 非 均匀 球面 行 波 , 能 流 密 度 
S$S 沿 e, 方 向 (E 沿 es 方向 时 HH 沿 一 es 方向 ), 电 场 与 磁场 同 相 位 ,二 者 的 振幅 比 亦 为 波 阻 抗 
Zo; 其 场 强 方向 图 函数 与 电 基本 振子 的 相同 , 即 FCO) = sin0, 

3. 磁 偶 极 子 的 电 参 数 

由 式 (7-52) 和 式 (7-53) 可 得 磁 偶 极 子 辐射 场 的 平均 坡 印 廷 矢量 为 
# Pse 
Ат? 


因此 , 磁 偶 极 子 天 线 的 辐射 功率 和 辐射 电阻 分 别 为 
P,= [5 . 45 = Га (2) ено 


H =— 


S = ReE X H' = Zosin? бе, (7-54) 


_ 320л* P S° 
А 


(7-56) 


可 见 , 磁 偶 极 子 的 辐射 功率 和 辐射 电阻 与 频率 的 四 次 方 成 正比 ,还 与 电流 回路 面积 的 平 
方 成 正比 。 由 于 磁 基 本 振子 的 场 强 方向 图 函数 与 电 基本 振子 的 相同 ,所 以 , 磁 偶 极 子 天 线 的 
最 大 方向 性 系数 和 主 辩 宽度 亦 分 别 为 
Р.а = 1.5 (7-57) 
和 
20,5 = 90° (7-58) 
例 7.1 空气 中 有 一 长 度 /=1m 的 导线 段 , 试 计算 在 波源 频率 为 /二 1MHz 时 ,该 导线 
分 别 为 直线 与 绕 制 成 圆 环形 的 辐射 电阻 。 
Ж ”由 于 天 线 在 自由 空间 中 辐射 电磁 波 的 波长 为 
є 3710" 
% == F w 300m 
因此 ,导线 长 度 151m ,可 把 这 段 直 导 线 或 圆 环形 导线 分 别 看 成 电 基本 振子 和 磁 基 
本 振子 。 它 们 的 辐射 电阻 分 别 为 


2 Е 
R; = sor (4) = 80r ( 1 ) = 0.88 X 1020 = 8. 8m0 
° 


300 


z 2 
Rm = 320л“* (ë J 320x [去 хз) 2. 44 х10%0 = 24.4nQ 
° 


*7.2.4 使 用 MATLAB 绘制 天 线 方向 图 
方向 图 函数 对 于 理解 天 线 的 辐射 特性 具有 重要 的 意义 。 一 般 情 况 下 ,方向 图 函数 是 球 
坐标 系 下 方位 角 的 函数 , 即 F(0.g)。 在 球 坐标 系 下 绘制 方向 图 的 时 候 ,可 以 定义 函数 r= 


ЕС0.ф) ,这 样 ,在 空间 对 (r,0,g) 进 行 描 点 ,所 得 曲面 即 为 方向 图 。 
在 二 维 情况 下 ,可 以 使 用 MATLAB 下 的 polar(theta, r) 函 数 进行 方向 图 绘制 。 比 如 
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对 电 偶 极 子 ,F(0) 二 sin9, 可 以 定义 函数 r= 二 (0,g9) 二 sin0, 然 后 在 极 坐 标 系 下 直接 绘图 
即 可 。 


theta= [ – рі:0.1:рі]; # 定 义 6 的 取 值 范围 
r=abs(sin(theta)); 名 定义 方向 图 函数 
polar(theta, г); 名 利用 polar 绘制 曲线 


图 7-9 就 是 利用 MATLAB 绘制 的 方向 图 。 为 了 方便 同学 们 观察 ,把 绘制 的 图 逆 时 针 
旋转 了 90"。 可 见 , 这 是 一 个 典型 的 “8” 字 形 图 案 。 其 他 更 为 复杂 的 方向 图 ,其 绘制 机 理 完 
=S 

在 后 续 章 节 中 ,大 家 还 会 遇 到 天 线 阵 的 阵 因 子 , 也 可 以 用 上 述 方法 绘制 。 


图 7-9 利用 MATLAB 绘 制 的 电 偶 极 子 的 方向 图 


7.3 振子 天 线 


由 于 电 偶 极 子 的 总 辐射 功率 s (y 成 正比 ,而 AL<%， 


故 其 辐射 能 力 很 弱 。 要 提高 辐射 功率 必须 使 天 线 长 度 增加 到 
与 波长 同 数量 级 。 常 用 的 是 半 波 天 线 , 其 长 度 为 半 个 波长 ,此 
天 线 上 的 电流 分 布 是 不 均匀 的 。 工 程 上 常用 近似 方法 ,即将 
天 线 上 的 电流 分 布 假定 与 均匀 无 耗 传 输 线 上 的 电流 分 布 相 
同 。 如 图 7-10 所 示 的 在 中 点 馈 电 的 对 称 振子 天 线 , 它 是 由 两 
根 长 短 ` 粗 细 相 同 的 导线 置 于 同一 轴线 上 构成 ,可 以 看 成 是 将 
末端 开路 的 均匀 传输 线 张 开 而 形成 的 ,并 近似 地 认为 张 开 后 
的 电流 分 布 与 张 开 前 的 相同 。 无 耗 开路 长 线 电流 沿线 按 正 弦 。 “图 7-10 对 称 振子 天 线 
分 布 , 所 以 认为 对 称 振 子 上 的 电流 也 按 正 弦 分 布 。 


7.3.1 对 称 半 波 振子 天 线 


设 振子 中 心 位 于 坐标 原点 ,其 轴线 与 z 轴 重 合 , 振 子 长 度 为 !, 振 子 上 的 电流 工 沿 > 方向 
为 正 ,因而 矢量 势 仅 有 = 分 量 。 为 了 求 得 远 区 场 , 把 振子 当 作 是 终端 开路 并 展开 成 为 平行 双 
根 传输 线 , 沿 振子 上 的 电流 分 布 与 开路 传输 线 上 的 电流 分 布 相同 ,振子 终端 为 电流 波 节 , 振 
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子 两 辟 对 应 点 的 电流 大 小 相同 , 且 对 称 于 振子 中 心 , 振 子 上 的 电流 按 正弦 分 布 , 即 


у (5 | 之 |). E <= (7-59) 
式 中 ,1 是 电流 的 振幅 ,i 是 振子 的 总 长 度 。 
pe ho Ы 2л x 
итек r „= e AS — =, | дк 
ey = еб» | <А (7-60) 
对 称 半 波 振子 天 线 上 的 电流 分 布 恰 是 如 图 7-10 所 示 的 一 个 驻 波 。 将 上 式 代 入 式 (7-18)， 
得 其 矢量 势 为 
А = е Е са (7-61) 
由 于 z <, ЈАШИ Hr ~.ar 1<1), ЕЕ DC m), у [Х (Е — E 
振子 元 dz 的 距离 为 


R = (r° +z”? — 2ге'соз@)% ~ r — z’ cosh 
将 式 (7-61) 分 母 中 的 R 用 7 代 蔡 ,但 天 线 各 部 分 到 观察 点 P 的 距离 差 可 达 若 干 波长 ， 
故 相 位 因子 er RHR 用 上 式 代 蔡 , 则 有 


ГА I, e bor 
= — 


А Anr 


[А coskoz odz" (7-62) 
上 式 中 的 积分 为 


Ao 


+ d 
Í ү: созу ейо**°%д&/ = Í ё! созу” [cos(ko z'cos0) + jsin(ko z’ cos0) 14=/ 
=F F 
= 下 coskoz cos(koz’ cos0) dz’ 
° 
А » 
= i cos[koz’ (1 + cos0)Jdz’ + Í * сово (1 — cos0) Jd” 
° ° 


— 1 " 1 ) 2cos[ созо) 


ko 1 十 cosg 1 — cosl Ruosin20 


于 是 ,矢量 势 为 


E E ЕЭ) 
© 2akor sið 

考虑 到 e- 王 cosge, 一 singes, 用 与 求 电 偶 极 子 远 区 场 的 相同 方法 ,可 得 对 称 半 波 振子 天 
线 的 远 区 辐射 场 为 


A (7-63) 


Incos J cos 

r у", 
к=з 2rrsin0 еа, 
(7-64) 


1„соз (соо) 
i ЦАР 75 
нз ?лгф © °* 
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可 见 , 对 称 半 波 振子 天 线 的 远 区 辐射 的 电场 与 磁场 在 空间 上 仍 相互 垂直 ,在 时 间 上 同 相 
位 ,其 振幅 比 为 波 阻抗 , 亦 是 沿 径 向 7 传播 的 TEM 型 非 均匀 球面 行 波 。 
由 式 (7-64) 可 知 , 半 波 振子 天 线 的 远 区 辐射 场 的 方向 图 函数 为 


т 
соз[уеозб) 
FO) = —————^ (7-65) 
sin0 


难点 点 拨 : 在 推演 过 程 中 ,又 一 次 在 近似 时 遇 到 了 “ 厚 此 薄 彼 ” 的 情况 , 即 对 于 场 强 幅 度 
的 计算 ,使 用 比较 粗略 的 近似 ; 对 于 场 强 相位 的 计算 ,使 用 更 加 精细 的 近似 值 。 由 于 天 
线 大 都 工作 在 远 区 ,因此 ,对 于 距离 上 的 些许 误差 (如 半 个 波长 ) , 场 强 的 幅度 不 会 有 大 的 
变化 ; 但 对 于 相位 来 讲 , 结 果 将 出 现 180 的 反 相 , 绝 不 可 忽视 。 这 就 是 实际 中 “ 抓 大 放 
小 ?的 具体 体现 。 通 过 这 种 区 别 操作 ,使 得 复杂 的 计算 变 得 异常 简单 , 且 解 析 分 析 成 为 可 
能 。 在 天 线 分 析 中 ,这 是 非常 常见 的 情况 。 请 读者 们 一 定 要 灵活 掌握 ! 


图 7-11 为 半 波 振子 天 线 的 E 面 方向 图 ,可 见 在 垂 
直 于 振子 轴 的 方向 辐射 最 强 , 沿 振子 轴 方 向 无 能 量 辆 
射 。 与 偶 极 子 天 线 相 比 , 半 波 振子 天 线 的 方向 图 更 尖锐 
些 。 但 最 大 辐射 方向 即 主 向 角 仍 是 0, 二 90" 的 方向 。 半 
波 振子 天 线 方向 图 改善 的 原因 是 天 线 各 部 分 电流 元 辆 
射 的 电磁 波 到 达 0 二 90" 方 向 上 远 区 的 了 点 时 , 因 路 程 相 
同 而 没有 波 程 差 , 故 同 相生 加 ,使 辐射 加 强 ; 而 在 其 他 方 
向 上 则 有 波 程 差 ,电磁 波 不 再 是 同 相生 加 , 故 辐射 变 弱 。 图 7-11 半 波 振子 天 线 的 方向 图 


x 
cos? (ол ) 


г Ша 
FO) 


FO) 
半 波 振子 天 线 


由 式 (7-65) 得 一 zg 一 二 去 "用 数值 方法 求解 ,可 得 4 一 51", 于 是 半 波 振子 天 线 
ПОЗЕ ЖЕСЕ у 

20.5 = 78° (7-66) 

由 式 (7-64) ,可 得 半 波 振子 天 线 辐射 的 平均 能 流 密度 矢量 为 

1 P cos? (Feos) 
S= Re ЕХ H 852,220 эй. “r 
cos? | созӣ a cos? | 2 соѕӣ 
Ż 120x (© |. 301 5 ) (7-67) 
dar sin 0 nr sin 0 


答疑 解 惑 : 本 章 中 统一 用 To 表示 电流 的 幅 值 ,T 表示 电流 的 有 效 值 ,因此 有 关系 式 下 一 
去 有 ,后 面 任意 长 度 振 子 天 线 的 坡 印 延 矢 量 的 时 间 平 均值 推导 中 亦 用 到 此 关系 式 。 事 
实 上 ,大 家 可 以 基于 坡 印 廷 失 量 的 计算 公式 (7-67) ,辐射 电阻 的 表达 式 (7-70) 等 ,通过 
观察 系数 有 无 证 来 识别 最 大 值 和 有 效 值 。 
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因此 , 半 波 振子 天 线 的 总 辐射 功率 为 
2 x 
P, $s .ds во f = шй (7-68) 
经 变量 代 换 并 数值 积分 ,可 得 半 波 振子 天 线 的 总 辐射 功率 为 
P, = 73. 137° (7-69) 
因此 , 半 波 振子 天 线 的 辐射 电阻 为 
к, = = = 73.130 (7-70) 


难点 点 拨 : 式 (7-69) 和 式 (7-70) 中 的 最 终 数 值 73. 131 Ж 73.130 是 基于 后 续 的 7.3.3 
小 节 中 MATLAB 在 天 线 场 计算 中 的 应 用 ,利用 数值 积分 和 计算 特殊 函数 的 值得 到 的 
结果 。 


可 见 , 半 波 振子 天 线 的 辐射 能 力 是 相当 强 的 。 


半 波 振子 天 线 的 方向 性 系数 为 
2 2[ T * Anr? 
Бр P. 301° cos: (eos) ый 
P: 13.13 
cos? (0) 
= 1.64 ——————< (7-71) 
sin 0 
在 最 大 辐射 方向 上 的 最 大 方向 性 系数 为 
Dmax = 1.64 (7-72) 


7.3.2 任意 长 度 的 振子 天 线 


对 于 任意 长 度 的 振子 天 线 ,可 由 矢量 势 求 得 其 辐射 场 , 即 用 求 半 波 振子 辐射 场 的 方法 求 
得 ,这 时 振子 上 的 电流 可 由 式 (7-59) 表 示 ; 也 可 将 振子 分 成 很 多 小 段 , 每 段 的 长 度 元 dz E 
为 电 基 本 振子 , 则 远 区 场 可 视 为 许多 电 基 本 振子 所 产生 的 远 区 辐射 场 的 县 加 来 求 得 。 天 线 
上 的 任 一 电流 元 ГС dz ,在 远 区 任 一 点 P 处 所 产生 的 电场 可 由 式 (7-26) 来 确定 ,并 将 Al 
换 为 dz',r 换 为 R,0 换 为 0', 则 有 
.T(z dz 


ЧЕ, = j YR 


КАИН R OJE r 代替 , 即 Razr.0'=z0. 0 HIS Ч f- rB КОШ R ~r z cosh, Ж 
将 式 (7-59) 代 入 上 式 , 积 分 可 得 远 区 的 辐射 电场 为 


_ , ImZosinð mr : (2- К кыйды i 
E, =j Фе С” te z lz je de (7-74) 


Zosin’ етік (7-73) 


上 式 中 的 积分 为 


1 


Ж a 1 , n , 
所 sn 人 (二 z онна 


L 
Е sinks (全 一 | г | гео сор --jsin(koz совӯ) 142' 
=F 
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L 
= sink (5—1 z Геос соор ds 
° 
т š + 1 
-f sinko | (cos0 一 Dz++]4 -f sinko [ (cos0 十 Dz -| 
1 kol kol ( 1 1 
ko [eof 2 cos) 89 | о 1 + cos0 
At] cos kal 
2 [cos( 2 о) соз -7 
Aosin20 


考虑 到 b= 上 面 的 积分 结果 代入 式 (7-74) , 故 得 


Pn eos kol 
ШЕТА cos 2 созд) соз 


r pesan 
Е, 2тг sin0 Ө 
601. соз[®ёсозд]— соз s 
= i 801 2 er (1-75) 
同 理 可 得 
1 сов[®ёсозд]— соз Е 
H, =j элг sin0 n C1-76) 
由 此 可 见 , 远 区 辐射 场 的 方向 图 函数 为 
соз[®ёсозд]— соз ы 
ЕС) = ———— e (7-77) 
sin0 


图 7-12 是 几 种 不 同 长 度 的 振子 天 线 的 方向 图 。 当 振子 长 度 增 至 一 个 波长 时 , 即 全 波 天 
线 ,如 图 7-12(a) 所 示 , 其 方向 性 变 得 明显 尖锐 了 ( 主 瓣 宽度 约 为 47") ,这 是 由 于 元 振子 数目 
增加 ,而 每 一 个 元 振子 都 具有 一 定 方向 性 而 县 加 的 结果 ,但 全 波 振子 的 输入 阻抗 很 大 ( 即 馈 
电 点 电流 很 小 ) , 且 随 频率 变化 较 剧烈 ,很 难 与 馈线 匹配 。 而 当 振 子 总 长 度 增 为 1. 25А, BF. 
由 于 振子 上 的 电流 分 布 改变 , 即 在 振子 的 6/5 长 度 上 的 电流 与 其 余部 分 电流 的 符号 相反 ， 
使 之 在 了 平面 上 的 辐射 由 于 部 分 抵消 而 减弱 ,因此 其 方向 图 出 现 旁 辩 ,如 图 7-12(b) 所 示 。 
车 再 继续 增加 振子 长 度 ,具有 异 号 电流 的 振子 段 也 随 之 增加 ,使 理 平 面 上 的 辐射 继续 减 小 ， 
从 而 旁 沁 增 大 ,其 最 大 值 也 向 振子 轴 靠 近 。 在 振子 总 长 度 为 24。 时 ,振子 上 电流 异 号 的 线段 
长 度 相同 ,H 平面 上 的 辐射 完全 抵消 ,成 为 图 7-12(c) 所 示 形 状 。 由 此 可 见 ,综合 考虑 不 同 对 
称 振子 的 辐射 性 能 和 便于 使 用 ,以 半 波 对 称 振子 为 宜 ,因此 , 它 在 工程 上 得 到 了 广泛 的 应 用 。 


Г] “ 


(а) Eh (b) 11.254 (с) =2% 
图 7-12 不 同 长 度 振子 天 线 的 辐射 方向 图 
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任意 长 度 振子 辐射 场 的 平均 能 流 密 度 矢量 为 


_ 1 зог [eos (eo) cos кй 
S= ве ЗЕХН 2nr’ sin20 


ъл. ыц? 
зог [os (各 2 соз) cos -了 I 
nr? sin20 


(7-78) 


于 是 ,任意 长 度 振子 天 线 的 总 辐射 功率 为 


kol 

СЕОБЕ соз j 

р, = $s. ds sorf 40 = ГК, (7-79) 
sin0 


因此 ,任意 长 度 的 振子 天 线 的 辐射 电阻 为 


[оз[®^созд)— соз ala 
R, = = + = oof (7-80) 
sin0 


ааз охааа ни авс 
зог [соз ®ёсозә)— соз ы 
nr? sin20 
DO) а 
120 [5 о) соѕ ы] 
R, sin°0 
例 7.2 一 半 波 振子 天 线 的 电流 振幅 为 1A, 试 求 距离 天 线 1. 5km 处 的 最 大 电场 强度 。 
f ” 半 波 振子 天 线 的 电场 强度 为 


Anr? 


(7-81) 


L не 
Ў sin0 


Е, 


ев 


当 0= 子 时 ,电场 强度 取 最 大 值 ,其 幅 值 为 


Е ои == = 一 —— = 40 mV/m 


"7.3.3 MATLAB 在 天 线 场 计算 中 的 应 用 


从 振子 天 线 的 分 析 中 可 以 看 出 ,尽管 有 一 整套 理论 框架 作为 支撑 ,但 一 般 情 况 下 ,对 于 
天 线 的 分 析 是 繁杂 、 宛 长 的 ,很 多 时 候 需 要 借助 数值 计算 工具 才能 得 到 结果 。 

1. 方程 求 根 

在 半 波 振子 一 节 , 计 算 其 半 功 率 点 和 主因 宽度 的 过 程 中 ,由 式 (7-65) 可 得 


соз? (оа) 1 е cos( соз, ) JZ 

sin?’ O, 2 sina 2 
其 中 ,0 是 半 功 率 点 所 对 应 的 极 角 。 需 要 对 上 述 方程 进行 求解 ,得 到 满足 上 述 方程 的 根 , 才 
可 以 计算 出 主 激 宽 度 等 参数 。 求 根 是 科学 研究 中 经 常 出 现 的 情形 , MATLAB 中 专门 有 
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fzero( fun, x0) ЖПБ ЖР ЖС“ fun” fE xo 附近 进行 根 的 求解 ,十 分 方便 。 其 中 zx。 是 大 致 估 
计 的 根 ,在 本 题目 中 ,可 以 设置 为 了 附近 的 任意 一 个 常数 即 可 。 


f = inline( 'соз(рі/2 * cos(theta)). /sin(theta) —2^(—0.5)'); 


cos — созӣ, 
% 定义 函数 f(0) = el аас ЖП 


sin0, 2 
theta = fzero(f, pi/2) * 180/pi; 名 求 根 ,并 将 其 转换 为 度数 , Ө, = 50.9611 
(90 — theta) * 2; азе д А] u 09 8 fi 3636 29 ЗЕ РСЕ, BI 78. 0777 


MATLAB 给 出 的 数值 解 为 78. 0777 度 。 这 就 是 前 面 引 用 的 数据 。 

2. 数值 积分 

在 分 析 计 算 半 波 振子 的 辐射 功率 时 ,需要 对 下 面 的 函数 进行 积分 。 由 于 没有 解析 公式 ， 
只 能 借助 于 MATLAB 进行 数值 计算 。 函 数 如 下 : 


cos: :( зои 


sin0 
在 MATLAB 中 ,可 以 借助 guadl(fun,a,b) 对 函数 “fun” 在 区 间 [a,5] 上 进行 积分 ， 
ШЕ: 


Р 


P; = 中 5 as = sor | 


f = inline( 'соз(рі/2 * cos(theta)).^2. /sin(theta)'); 名 定义 被 积 函 数 
quad1(f,0,pi); #% 在 区 间 [0,x] 上 进行 积分 


MATLAB 得 到 的 数值 积分 结果 为 : 1. 2188。 代 入 上 式 , 即 可 得 到 辐射 功率 为 
EAEI 

3. 计算 特殊 函数 的 值 

在 半 波 振子 和 任意 长 度 振子 天 线 的 推演 中 遇 到 了 下 面 的 积分 ,并 且 用 数值 积分 的 方法 ， 
得 到 了 半 波 振子 的 辐射 功率 和 辐射 电阻 。 事 实 上 ,该 积分 可 以 用 所 谓 的 正弦 和 余弦 积分 表 
示 出 来 ,如 下 : 


=з] 2[lny +100) — Ci(& 1) ] + ѕіп(А, 051026,0) — 2Si (kol) ] + 


cos(kol) [+16 kol | CiC2kol) 2000] 


上 式 称 为 巴 拉 金 (Ballantine) 公 式 , 其 中 ,> 一 1.718… 称 为 欧 拉 常 数 ; 


д2" 


Si(z) Г эшш, Soer 称 为 正弦 积分 ; 


(2n 十 ТУГ ЕТУ 


š Ире [> созт = s. 
Ci(z) = Г Odu I + C D” БАЕП 称 为 余弦 积分 


这 些 积分 ,数学 上 看 起 来 很 复杂 。 但 正如 本 书 一 直 所 强调 的 ,任何 特殊 函数 都 “不 特 
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殊 ”。 事 实 上 ,这 些 函数 在 MATLAB 下 是 作为 内 置 函 数 且 可 以 直接 调用 的 ,十 分 方便 。 下 
面 短 短 几 条 语句 ,就 可 以 计算 这 两 个 函数 的 数值 ,并 且 绘 制 出 相应 的 曲线 ,如 图 7-13 所 示 。 


x= linspace(0,10,100); 名 定义 x 的 取 值 范围 
Y= cosint(x); 名 计算 余弦 积分 
yl = ѕіпіпі(х); s 计算 正弦 积分 
plot(x,y,x,y1); 名 绘制 两 条 曲线 


图 7-13 MATLAB 绘制 的 正弦 和 余弦 积分 


如 果 利 用 巴 拉 金 公式 ,对 于 半 波 振子 有 
R, = 30[1п2ху 一 Ci(2r)] ~ 73. 130 
于 是 ,辐射 功率 为 P, = Ë R,=73. 131° ,这 也 能 够 与 前 面 结 果 符合 上 。 


7.4 天 线 阵 


若干 个 辐射 单元 按 一 定 规律 排列 起 来 所 构成 的 天 线 系统 , 称 为 天 线 阵 。 组 成 天 线 阵 的 
辐射 单元 称 为 阵 元 , 阵 元 可 以 是 任何 类 型 的 单一 天 线 ,也 可 以 本 身 就 是 一 个 小 型 天 线 阵 。 天 
线 阵 按 其 单元 天 线 的 排列 方式 可 分 为 直线 阵 、 平 面 阵 和 立体 阵 。 立 体 阵 可 以 从 平面 阵 推广 
得 到 ,平面 阵 可 以 从 直线 阵 推广 得 到 ,而 直线 阵 可 由 二 元 阵 推广 得 到 。 因 此 ,二 元 阵 是 天 线 
阵 的 基础 。 


7.4.1 二 元 阵 


设 有 两 个 结构 及 排列 取向 都 相同 但 馈 电 可 能 不 同 的 天 
线 元 ,排列 如 图 7-14 所 示 。 两 天 线 间 的 距离 为 d, 至 观测 点 
Р 的 距离 分 别 为 r。 和,。 本 着 “ 抓 大 放 小 ”的 思路 ,由 于 了 
点 很 远 ,ro。 和 nn 可 视 为 平行 , 且 在 计算 距离 时 ,近似 有 no 泣 
ri; 但 计算 相位 时 , 取 n 二 mo 一 dcosg。 设 两 天 线 电 流 的 大 
小 和 相位 分 别 为 图 7-14 二 元 天 线 阵 
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i, = Les 
8 А (7-82) 
І, = еп = тІ,е®7® = m I e* 
式 中 ,m he B ERRE. ВЮ оо, ИТ. m=1 为 等 幅 二 元 阵 ,否则 为 不 等 幅 二 元 阵 。& 是 
两 电流 的 相位 差 , 即 天 线 1 上 电流 的 相位 滞后 于 天 线 0 上 电流 的 相位 。 天 线 1 的 辐射 波 到 
达 远 区 P 点 时 较 天 线 0 的 辐射 波 超前 的 相位 为 
ф = k. dcosg— ë (7-83) 
其 中 ,第 一 项 是 由 两 天 线 的 辐射 波 到 达 远 区 P 点 时 的 波 程 差 所 引起 ,第 二 项 是 由 于 两 天 线 
上 电流 的 相位 差 所 引起 。 
由 于 线 天 线 所 辐射 的 电场 强度 与 电流 成 正比 ,如 果 天 线 0 在 远 区 P 点 所 产生 的 场 强 为 
E,, 则 天 线 1 在 P 点 处 所 产生 的 场 强 应 为 


E, = mE, (7-84) 
于 是 ,两 天 线 在 远 区 P 点 所 产生 的 合成 场 强 为 
Е = E, + E, = Е,(1 + те”) (7-85) 


上 式 是 由 两 部 分 相 乘 求 得 的 ,第 一 个 因子 E, 是 天 线 0 单独 在 P куйт E 098. Z he 
由 天 线 0 的 类 型 (电流 分 布 及 振子 类 型 ) 决 定 的 , 称 为 天 线 阵 方向 图 函数 的 单元 因子 ,以 
fo(0,g) 表 示 , 第 二 个 因子 (1 十 me*) 则 决定 于 两 天 线 间 电流 的 比值 两 电流 的 相位 差 以 及 它 
们 间 的 相对 位 置 ,与 天 线 的 类 型 无 关 , 称 为 阵 因 子 ,以 六 (0,8) 表 示 。 因 此 ,相同 类 型 天 线 构 
成 的 天 线 阵 ,其 方向 图 函数 是 单个 天 线 的 方向 图 函数 乘 以 阵 因 子 。 一 般 地 ,天 线 阵 的 方向 图 
函数 可 表示 为 


Е.ф) = fo(0,9)» f.(0,9) (7-86) 

这 称 为 方向 图 乘积 定理 。 它 不 仅 适用 于 取向 一 致 的 同类 型 单元 天 线 所 组 成 的 二 元 阵 ， 
对 任意 由 М 个 取向 相同 、 同 类 型 单元 天 线 所 组 成 的 天 线 阵 也 是 普遍 适用 的 。 

式 (7-85) 中 小 括号 内 的 因子 , 即 1 十 me ,就 是 二 元 阵 的 阵 因子 。 当 单元 天 线 是 全 向 天 
线 时 (也 就 是 /60(0,9) 二 1), 阵 因子 就 是 天 线 阵 的 方向 图 函数 。 图 7-15 给 出 了 不 同情 况 下 
几 种 二 元 阵 的 阵 因子 。 这 些 曲线 也 都 是 在 MATLAB 下 利用 polar 函数 绘制 得 到 的 , 感 兴 
趣 的 读者 可 以 尝试 一 下 。 


7.4.2 均匀 直线 式 天 线 阵 


图 7-16 是 N 元 均匀 直线 式 天 线 阵 ,其 单元 天 线 以 相同 取向 、 相 等 间距 排列 在 一 条 直线 
上 , 且 它 们 的 电流 大 小 相等 ,相位 则 以 均匀 比例 递增 或 递减 (如 沿 工 方向 相 邻 两 单元 天 线 递 
减 的 相位 差 为 6) , 则 天 线 1 在 远 区 P 点 处 的 辐射 波 较 天 线 0 的 辐射 波 超前 的 相位 是 
Ф = kodcosg — ë 

天 线 2 在 远 区 P 点 处 的 辐射 波 较 天 线 0 的 辐射 波 超前 的 相位 为 

Фо = 2(kidcosg — ë) = 2 办 
天 线 3 在 远 区 P 点 处 的 辐射 波 较 天 线 0 的 辐射 波 超前 的 相位 为 

ps = 3(kidcosg — ë) = 3 办 
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270 
(a) 等 幅 同 相 二 元 阵 d-2o2 (b) 等 幅 同 相 二 元 阵 4= 加 


(с) 等 幅 反 相 二 元 阵 d=20/2 (9) 等 幅 反 相 二 元 阵 d=4 


90 1 90 1 


(e) а4=Ау2, &0, m=0.5 (f) 4-22, =n, m=0.5 


图 7-15 不 同情 况 下 二 元 阵 的 阵 因子 图 像 


3dcoso 


ОШ 0=0° 


N=1 


图 7-16 六 元 均匀 直线 式 天 线 阵 
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依 此 类 推 ,可 得 远 区 P 点 处 的 合成 辐射 场 为 
E= E, + E, + E, + 十 … + En 


= E (1 + e# + e? + == „её“ (7-87) 
式 中 ， 
ф = À = kodcosp—é (7-88) 
利用 等 比 级 数 的 求 和 公式 , 则 远 区 的 合成 场 强 为 
1— ew _ (ей Ө) n у, 
E= E. E ех» 
%1-% ° е? (є — et) ` sin $ 

= Eoma fo (0,9)f, еі) (7-89) 


EP v Eoma IÈ MIG RR 01 ЛЕ ЖИН ЖЕН, fo (60, p) ЖЕТЕ ЇЙ ЭЛИНЕ РАЖ. е (о T) да N 元 
均匀 直线 式 天 线 阵 的 相位 因子 ,而 


sin DE 
А = (7-90) 
mE 
2 
PAHS ARRAREN E EAKA NEA h P =o эң. 
N eos Mein усо $sin M 
故 得 
tan № = Мап £ (7-91) 
式 (7-91) 仅 当 y=0 时 成 立 , 故 阵 因子 出 现 最 大 值 的 条 件 为 
ф = kbodcosg,, — € = 0 (7-92) 
因此 ,均匀 直线 式 天 线 阵 的 最 大 辐射 条 件 可 写 为 
соѕФь =$ (7-93) 
式 中 ,pm 是 天 线 阵 有 最 大 辐射 的 方向 角 即 最 大 辐射 方向 。 阵 因子 的 最 大 值 为 
nN 
sin 2 
limf, (9) = lim =N (7-94) 
#9 ° sin 2 


这 表明 N 元 直线 式 天 线 阵 在 y= 二 0 时 有 最 大 辐射 ,因为 在 这 个 方向 上 各 单元 天 线 的 辆 
射 场 同 相 亚 加 。 此 时 天 线 阵 的 总 辐射 场 为 单元 天 线 辐射 场 的 N 倍 ,而 最 大 辐射 方向 pm 取 
决 于 相 邻 两 单元 天 线 间 的 相位 差 g. E d 和 工作 波长 4。 或 工作 频率 /。 改 变相 邻 两 天 线 
间 的 相位 差 &, 可 改变 天 线 阵 的 最 大 辐射 方向 ,这 就 是 相 控 阵 天 线 的 基本 原理 。 

为 了 比较 不 同 天 线 阵 的 方向 性 ,定义 


二 2 
ч = 0 (7-95) 
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为 归 一 化 阵 因子 。 它 的 方向 图 与 原来 的 方向 图 完全 一 样 ,只 是 缩小 为 原来 的 让 ,其 最 大 值 


为 1。 

1. 侧 射 式 天 线 阵 

当 8==0 时 , 即 均匀 直线 式 天 线 阵 的 各 单元 天 线 同 相 , 称 为 等 幅 同 相 直 线 阵 ,有 y= 
kodcospg。 因 此 ,等 幅 同 相 直线 式 天线 阵 的 阵 因子 为 


sin( Yhodeosp 


А = (7-96) 
sin[ 去 deosg] 
由 最 大 辐射 条 件 y= 二 kodcosg 二 0, 得 
gm = n= + (п = 1,2,3,---) (7-97) 


可 见 ,在 加 一 至 和 2 的 方向 , 即 在 与 直线 式 天 线 阵 轴线 垂直 的 方向 ,天 线 阵 有 最 大 的 辐 
射 。 由 于 等 幅 同 相 直线 式 天 线 阵 两 侧 有 最 大 辐射 , 故 也 称 为 侧 


射 式 天 线 阵 。 图 7-17 示 出 了 按 式 (7-96) 做 出 的 四 元 侧 射 式 天 90; 

线 阵 的 方向 图 。 由 图 可 见 , 增 加 振子 的 数目 可 使 天 线 阵 的 方向 wm 

图 的 主办 非常 尖锐 ,天 线 阵 的 定向 辐射 能 力 大 大 增强 ,但 也 出 

现 了 不 希望 有 的 副 因 或 劳 铂 ,使 辐射 功率 分 散 。 用 作 接 收 天 线 。 „ш ЖР 
时 会 在 副 沽 方向 上 接收 到 外 界 干扰 信号 。 * 


ll И] E ЖЖ ДЕ Ж fé ht K R Е Jy [ә] РЕ ЙО ӨҢ 39 ЛЕЛЕ 
大 辐射 方向 的 两 侧 出 现 第 一 个 零 辐射 或 最 小 辐射 方向 之 间 的 
夹 角 2g。。 这 样 定义 的 主 鸭 宽度 称 为 零 值 主 汶 宽度 ,也 称 主流 Ф=270° 
张 角 , 它 与 第 7.1 їр е Ж 09336 IH ЖЕЛЕ 2pos 不 同 。 由 
式 (7-96) 可 知 , 当 


图 7-17 ”四 元 侧 射 式 天 线 阵 
的 方向 图 


Hhodeosp 二 mx (m =+1,+2.--:) 
时 ,f,(y) 二 0, 即 沿 这 些 方向 的 辐射 为 零 。 由 图 7-17 可 见 , 主 办 劳 出 现 第 一 个 零 值 辐 射 的 方 


向 为 pg 二 9 王子 一 go， 这 时 加 二 1, 则 有 


x 


асо 2 e) азір т 


即 


因此 , 侧 射 式 天 线 阵 的 零 值 主 瓣 宽度 为 
2ф = 2arcsin x 


可 见 , 只 有 当 Nd2>2o 时 , 才 可 能 获得 很 强 的 定向 辐射 ,此 时 因为 有 singo фо + ñk FAE 
主办 宽度 也 可 近似 表示 为 
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~ o 
тт 


Bit. Ë Я 2p 与 天 线 阵 的 长 度 工 = Ма 成 反比 ,增加 天 线 阵 的 长 度 可 以 减 小 
零 值 主 铂 宽度 。 另 外 ,工作 频率 f 越 高 ,工作 波长 А„ 越 短 , 天 线 阵 的 方向 性 越 好 。 

2. 端 射 式 天 线 阵 

а= kad 时 ,wo 二 0。 最 大 辐射 方向 在 天 线 阵 的 轴线 方向 ,上 且 指向 天 线 阵 中 各 单元 天 线 
上 的 电流 相位 滞后 的 方向 。 因 此 ,这 种 E= kod 的 均匀 直线 式 天 线 阵 又 称 为 端 射 式 天 线 阵 。 

在 端 射 式 天 线 阵 中 ,各 单元 天 线 上 电流 的 相位 应 依次 沾 后 一 个 角度 &, 这 个 角度 & 在 数 
值 上 等 于 相 邻 两 单元 天 线 之 间 的 距离 在 pg 二 0" 方 向 上 所 引起 的 相位 差 kd。 当 上 Ad 时 ， 
两 相 邻 单元 天 线 所 产生 的 场 在 g 二 0" 方 向 上 的 波 程 所 引起 的 相位 差 kod 正好 与 它们 自身 电 
流 的 相位 差 2 k d 相 补 偿 , 从 而 使 得 在 g 二 0" 方 向 上 所 有 单元 天 线 产生 的 场 同 相生 加 而 达 
到 最 大 值 。 

端 射 式 等 幅 直 线 阵 的 归 一 化 阵 因子 为 


si | < Ceosp — 1) ] 


f.(9) = (7-98) 


Nsin [#4 (eosp— D] 


图 7-18(a) 是 两 相 邻 天 线 的 间距 d=% g= kod =Z tf A JEA WIRI ER MEDY 
图 。 WIR RARR 0 P HE EAEE Ж. ВЕН e ЖЛ РЕ 6. h Dy i HE Ж ЖОП. 
表明 , 端 射 阵 最 大 方向 性 系数 的 条 件 是 p 王 0 t. р 一 六 :将 其 代入 式 (7-88) 可 得 所 需 £ 
值 为 

= bd + Ñ 
如 果 各 单元 天 线 的 馈 电 满足 此 相位 条 件 , 则 称 为 强 方向 性 端 射 阵 。 此 时 有 
ф= kod(cosg— 0) — Ñ 

因此 , 强 方向 性 端 射 阵 的 阵 因子 为 

sinf Z [kod (cosg — H-A) 


sinf [kod (cosg — D-N]) 


КАО) 


图 7-18(b) 是 两 相 邻 天 线 的 间距 a= nti #=ва+ту= 108 "的 强 方向 性 十 元 等 幅 端 身 


式 直线 阵 的 方向 图 , 它 比 一 般 端 射 阵 的 方向 性 好 。 

根据 以 上 讨论 可 知 ,通过 改变 直线 阵 两 相 邻 天 线 之 间 的 相位 差 , 可 使 主 准 的 方向 不 断 变 
化 ,可 由 侧 射 (mw 王 /2) 扫 描 到 端 射 (p。 王 0)。 这 就 是 相 控 天 线 阵 的 优势 和 特点 ,并 且 在 实 
际 工作 中 得 到 了 广泛 应 用 。 
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(а) 八 元 等 幅 端 射 式 天 线 阵 的 方向 图 (b) 十 元 等 幅 端 射 式 天 线 阵 的 方向 图 
图 7-18 两 个 端 射 阵 的 方向 图 


难点 点 拨 : 在 分 析 均 匀 直 线 式 天 线 阵 的 时 候 ,应 该 特别 注意 方位 角 gp 的 定义 , 即 场 点 方 
向 与 各 单元 天 线 馈 电 相 位 递减 方向 的 夹 角 , 否 则 计算 时 公式 中 会 出 现 正弦 和 余弦 的 差 
异 。 实 际 上 ,只 要 大 家 理解 了 “ 同 相 登 加 ”的 原理 ,无 论 出 现 何 种 情况 ,都 可 以 应 对 ,绝对 
不 能 机 械 地 记忆 公式 。 


7.4.3 均匀 平面 天 线 阵 


均匀 平面 天 线 阵 如 图 7-19 所 示 , 设 沿 工 方向 和 > 方向 分 别 有 M 与 N 个 结构 和 取向 相 
同 . 电 流 振幅 相等 的 单元 天 线 , 馈 电 电 流 的 相位 沿 xz、y 方向 依次 递减 ,分 别 为 & 和 ,而 且 
两 相 邻 单元 天 线 的 间距 分 别 为 а, 与 dv 。 


图 7-19 均匀 平面 天 线 阵 


此 平面 阵 可 视 为 以 N 元 均匀 直线 阵 为 “新 阵 元 ,共有 M 个 这 样 的 新 阵 元 在 zx 轴 上 排 
列 , 组 成 一 个 (以 N 元 均匀 直线 阵 为 阵 元 的 ) M 元 均匀 直线 阵 。 由 前 面 关 于 N 元 均匀 直线 
阵 的 结论 可 知 ,该 N 元 均匀 直线 阵 的 阵 因子 为 
sin[ 信 (wwvsingsinp 一 s)] sin( 30) 
sin | 7 (sd, sin0sing =$) ] sin 一 
式 中 ,定义 办 二 kod,sin0sing 一 ,第 一 项 是 由 沿 > 方向 相 邻 两 天 线 的 辐射 波 到 达 远 区 己 点 
时 的 波 程 差 所 引起 ,第 二 项 是 由 于 两 天 线 上 馈 电 电流 的 相位 差 所 引起 ,二 者 之 差 表示 沿 y 
方向 相 邻 两 个 单元 天 线 的 辐射 波 到 达 远 区 同一 场 点 时 的 相位 净 超 前 量 。 


fs(0,9) (7-99) 
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以 新 阵 元 构造 沿 方向 的 M 元 均匀 直线 阵 ,其 阵 因子 为 
sin[¥ odesin0eosp —&)] (У) 


00.) (7-100) 


sin |+ (&4,вїбеозе — £. ) ] sin a 


AP g, = оа, 5іпбсоѕр— £, , Ж — Mije h iir = Jr B| WL 46 PIR R ng АН ЯТ ЧЕ BAE Р 点 时 的 
波 程 差 所 引起 ,第 二 项 是 由 两 天 线 上 馈 电 电流 的 相位 差 所 引起 ,二 者 之 差 表 示 沿 工 方向 相 
邻 两 个 单元 天 线 的 辐射 波 到 达 远 区 P 点 的 相位 净 超 前 量 。 

利用 方向 图 乘积 定理 得 MX N 元 均匀 平面 阵 的 总 方向 图 函数 为 


ЕЯ) sn(3%) 
Sun = РЈ = fo fo f. (7-101) 
sin © sin 


Fep, fo 为 组 成 此 MX N 元 均匀 平面 阵 的 阵 元 的 方向 图 函数 。 于 是 可 得 MX N 元 均匀 平 


面 阵 的 阵 因子 为 
(У) (5%) 


FOD = уль = (7-102) 
sin A sin A 
由 /ss(0.p) 和 As(0,9) 的 最 大 辐射 条 件 2, =0 与 py =0, A 
эїпбсозфь = ру (1-103) 
和 
š A _ _Š, 
ѕіпб singm = Bd (7-104) 


联 立 式 (7-103) 和 式 (7-104) 可 得 平面 天 线 阵 的 主 斩 指向 , 即 主 向 角 On 与 ps 应 分 别 满 
足下 列 等 式 : 


— d: 
tangn = єй, (7-105) 
PoP = ET ү $ 
зїпб = kê) + E (7-106) 


因此 ,改变 & 与 &,, 即 可 改变 主 向 角 0. 与 pm。 
在 有 最 大 辐射 的 主 向 角 上 要 求 sin Oa 三 1, 即 


ë: ШЫ rs y I 
(É) +(-) <1 (7-107) 


当 给 定 dod, 和 d, 及 &,( 或 &) 时 ,就 可 以 根据 上 式 确定 &( 或 &) 的 变动 范围 。 
4 8,=ë8,=0 时 ,表示 各 单元 天 线 的 电流 为 同 相 激励 ,波束 指向 平面 阵 的 法 线 方向 
(0 一 0) , 即 沿 正 上 方 的 = 轴 方 向 。 ЖШ ЖЕЙ: ШЇ 3 ЖЖ НЕ у 
20sm = 20,,, • 20, (7-108) 
式 中 ,20.。、20,。 分 别 表 示 沿 z、y 方向 直线 阵 在 侧 射 时 的 主 辩 宽度。 
平面 天 线 阵 的 方向 性 系数 为 
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Da = 4л = = 4 а. м (7-109) 
o P 
А i š 
当 心 一 心 一 了 时 ,平面 天 线 阵 的 方向 性 系数 变 为 
Da = хММ ~ xD.D， (7-110) 


RP Da Dy 分 别 为 沿 z、y 方 向 直线 阵 在 侧 射 时 的 方向 性 系数 。 


重点 提醒 ; 以 上 所 讲 的 均匀 直线 式 天 线 阵 ,均匀 平面 天 线 阵 的 各 单元 天 线 的 振幅 都 是 相 
等 的 , 即 都 为 等 幅 天 线 阵 ,实际 中 还 存在 不 等 幅 天 线 阵 ; 从 排 布 方式 上 还 有 环形 天 线 阵 、 
方形 天 线 阵 、 三 角 阵 等 ; 事实 上 ,只 要 大 家 敢于 想象 和 创新 ,其 他 形式 的 天 线 阵 也 不 是 不 
可 能 的 。 


例 7.3 一 均匀 直线 式 天 线 阵 中 各 单元 天 线 上 电流 的 相位 依次 滞后 车 ,天 线 阵 的 工作 


频率 是 100MHz, 且 在 最 大 辐射 时 的 方位 角 为 фа = +=, 试 求 两 相 邻 天 线 的 间距 。 


解 ” 天 线 阵 达 到 最 大 辐射 的 条 件 是 y==kodcosgs —6=0. Н ë 下 ,gm tof 
10° Hz, 代 入 此 式 得 
X30 


š & 4 
ko COSPm 2T f cosgpn 2r X 105 X cos 2 
8 


= 0.75m 


7.4.4 立体 天 线 阵 


把 前 述 的 MX N 元 均匀 平面 阵 作为 新 阵 元 ,将 S 个 相同 的 此 平面 阵列 沿 Z 轴 方向 按 

а. 的 间距 平行 排列 后 , 即 构成 a 二 MXNXS 元 矩形 立体 阵列 。 和 矩形 立体 阵 的 各 个 子 阵列 ， 

MJ + ‚у Ж < 阵 ,通常 分 别 具 有 相同 的 电流 分 布 规律 。 参 照 平面 阵 的 分 析 方法 ,立体 阵 
的 阵 因子 为 三 个 直线 阵 的 阵 因 子 的 乘积 , 即 为 

f. (0,e@) = fa Orp) • fry Orp) + fa Op) (7-111) 


sin| —% 
式 中 ,f,.(0,9) & PR 如 ccosg 一 所 ,表示 沿 z 方向 相 邻 两 个 单元 天 线 的 辐射 
вп == 


2 
波 到 达 远 区 同一 场 点 时 的 相位 净 超 前 量 。 


延伸 思考 : 生活 中 也 有 天 线 阵 。 人 们 常 说 “三 个 臭 皮 匠 项 个 诸葛 亮 ”, 就 是 生活 中 天 线 阵 
的 例子 ,人 们 也 把 它 叫 做 “团队 精神 ”。 但 是 ,生活 中 有 时 候 也 会 出 现 “ 三 个 和 尚 没 水 吃 ” 
的 情况 ,属于 组 阵 失 败 的 例子 。 无 论 是 哪 种 天 线 阵 , 都 必须 保证 “ 同 相 县 加 ”, 这 样 才能 达 
到 目的 ! 
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“7.5 电磁 超 表面 的 相 控 阵 解 释 


前 面 已 经 提 到 ,电磁 材料 ,是 指 由 人 工 亚 波长 结构 ( “人 工 原子 ”按照 一 定 宏观 规律 排列 
而 成 的 复合 材料 ,电磁 波 波 长 远大 于 “人 工 原子 ”的 单元 尺度 ,从 而 很 难 分 辨 其 微观 结构 , 因 
此 人 工 电磁 材料 可 近似 等 效 为 均匀 媒质 。 借 助 电磁 共振 机 理 , 人 工 电磁 材料 原则 上 可 实现 
任意 大 小 的 等 效 介 电 常 数 和 磁 导 率 ,这 远 远 突破 了 自然 材料 所 能 覆盖 的 电磁 参数 范围 ,因此 
获得 了 广泛 应 用 。 

最 近 , 人 们 进一步 提出 了 二 维 的 人 工 电 磁 材 料 , 即 人 工 电磁 表面 (简称 超 表 面 )。 这 个 表 
面具 有 超 薄 的 厚度 ,在 平面 内 使 用 ”人工 原子 "按照 一 定 规律 排列 。 在 外 加 电磁 场 的 照射 下 ， 
人 工 原子 结构 作为 次 波源 , 像 单元 天 线 一 样 向 四 周 辐射 , 且 可 实现 受 控 的 电磁 辐射 强度 和 相 
位 分 布 ,从 而 完成 灵活 的 电磁 波 调控 ,对 外 呈现 特异 的 电磁 特性 ,比如 反常 折射 定律 等 ,具有 
广阔 的 研究 及 应 用 前 景 。 下 面 结合 相 控 阵 的 理论 ,对 其 中 的 一 些 电 磁 现 象 进行 分 析 。 

以 反射 型 电磁 超 表面 为 例 , 在 微波 频段 ,电磁 超 表面 一 般 是 由 金属 衬 底 、 介 质 板 以 及 覆 
盖 在 介质 板 上 的 特定 金属 图 案 构 成 的 ,如 图 7-20 所 示 。 每 个 金属 图 案 构 成 一 个 “人 工 原 
子 ”, 实 际 上 就 是 微 带 小 天 线 ,按照 特定 规律 在 二 维 平面 内 排 布 (如 以 d 为 周期 )。 当 电磁 波 
重 直 和 人 射 时 ,小 天 线 被 激励 ,向 四 周 做 二 次 辐射 ,这 就 是 反射 。 电 磁 能 量 被 全 部 反射 回来 , 没 
有 透射 ,因此 称 为 反射 型 超 表面 。 通 过 对 “人 工 原子 ”的 几何 结构 如 尺寸 w 进行 调控 ,可 以 
对 反射 电磁 波 的 幅度 、 相 位 等 进行 操控 (反射 型 主要 是 相位 ), 从 而 实现 对 反射 电磁 波 的 灵活 
控制 。 典 型 情况 下 ,可 以 设置 一 种 “人 工 原子 ”的 反射 相位 为 0, 而 另外 一 种 单元 结构 的 反射 
相位 为 x。 对 这 两 种 单元 结构 进行 适当 的 排列 , 即 可 实现 特定 功能 。 


(a) 超 表面 的 横 截面 示意 图 (b) 一 个 单元 结构 的 俯视 图 
图 7-20 电磁 超 表面 的 单元 结构 


如 图 7-21(a) 所 示 , 各 个 单元 结构 或 者 小 天 线 沿 z、y 方向 周期 排 布 ,但 只 在 z 方 向 有 相 
位 差 。 这 实际 上 可 以 看 做 是 一 个 一 维 情况 ,可 以 使 用 均匀 直线 式 天 线 阵 分 析 。 从 图 中 可 以 
断定 ,在 垂直 于 表面 的 远 处 ,各 个 单元 (元 天 线 ) 的 辐射 幅度 相同 ,但 是 相位 差 为 x, 所 以 到 加 
后 无 反射 场 ; 或 者 说 ,反射 的 最 大 方向 一 定 不 在 = 方向。 确定 最 大 的 反射 方向 ,就 可 以 用 线 
性 天 线 阵 的 理论 。 假 设 最 大 反射 方向 与 Оу 平面 的 夹 角 为 g, 则 根据 均匀 直线 式 天 线 阵 理 
论 , 有 

kdcosp = & 


Ш ,2= п, В аА ААЛ Е, 9 一 士 村 。 换 名 话说 , 当 电 磁 波 从 垂直 方向 入 射 的 时 


312 4]| 电磁 场 与 电磁 波 


候 , 反 射 波束 有 两 个 ,它们 与 rOy 平面 的 夹 角 为 p 一 士 椰 。 这 个 现象 说 明 : 电磁 波 垂直 和 人 射 
到 电磁 超 表面 的 时 候 ,发 生 了 反常 反射 ! 人 射 角 为 0， 


ох 0л 0 |х| от 

їн 96, ojzjojz zjojajo 

6 ох олт од ојл 

如 图 7-21(b) 所 示 , 如 果 各 个 单元 结构 或 者 小 天 |0|лт|о)л zjojzjo 

R ey DAAH, AAE WEDA (a) 排 布 方式 一 (b) 排 布 方式 二 

结构 组 成 了 一 个 均匀 平面 天 线 阵 。 确 定 最 大 的 反射 方 ” 图 7-21 电磁 超 表面 单元 小 天 线 
向 ,就 可 以 用 平面 天 线 阵 的 理论 。 根 据 式 (7-103)、 的 两 种 排 布 方式 

式 (7-104) 有 


Adsinbcosy = & =+ п, kdsinbsiny = ë, =+ x 
假设 各 个 单元 之 间 的 间距 依旧 为 工作 波长 , 则 可 以 求 得 
A 
,二 了 бф = R Pn +7 
可 以 看 到 ,在 这 个 情况 下 ,反射 波束 共有 四 个 ,分 布 在 0= 工 的 圆锥 面 Es 


如 果 将 上 述 电 磁 超 表面 覆盖 在 武器 装备 上 , 则 敌 方 雷达 发 射电 磁 波 探 测 时 ,反射 电磁 波 
不 会 返回 到 探测 雷达 的 方向 ,也 就 无 法 被 接收 (这 叫做 单 站 雷达 )。 因 此 ,可 以 实现 电磁 隐形 
的 功能 ! 

再 进一步 ,如 果 将 上 述 两 种 单元 结构 以 随机 的 方式 在 平面 内 排 布 ,这 就 构成 了 所 谓 的 随 
机 超 表面 。 此 时 ,电磁 波 垂直 入 射 时 ,会 出 现 类 似 漫 反 射 的 效果 ,也 可 以 用 来 隐形 。 

大 家 还 可 以 再 大 胆 假设 一 下 ,如果 设计 单元 结构 的 时 候 ,可 以 设计 多 种 反射 相位 ,如 o. 
豆 \x\ 玛 ,这 样 就 有 四 种 单元 结构 可 以 选择 ,使 用 中 灵活 性 不 就 更 大 了 吗 ? 或 者 干脆 采用 
FPGA 阵列 ,对 每 个 单元 结构 进行 电子 控制 ,使 其 反射 相位 动态 可 调 , 则 最 终 所 得 超 表面 将 
会 具有 更 加 强大 的 功能 ,但 其 核心 理论 ,都 可 以 用 天 线 阵 的 知识 来 考虑 。 


“7.6 超 材 料 天 线 介绍 


前 面 给 大 家 介绍 了 一 些 常用 的 天 线 , 并 分 析 了 相 控 天 线 阵 的 基本 工作 机 理 。 实 际 应 用 
中 ,对 天 线 的 要 求 是 非常 茄 刻 的 ,除了 机 械 特 性 、 几 何 特 性 等 之 外 ,对 特定 天 线 电 参数 的 要 求 
更 是 难 上 加 难 。 因 此 ,设计 一 个 具有 实际 应 用 价值 的 天 线 , 是 一 个 富有 挑战 性 的 工作 ,在 国 
防 和 军事 领域 ,更 是 如 此 。 人 工 电 磁 材 料 或 者 说 超 材 料 的 出 现 , 给 天 线 的 设计 和 加 工 提供 了 
新 的 可 能 ,是 当前 天 线 领域 研究 的 热点 问题 之 一 。 

超 材料 在 天 线 中 的 应 用 ,大 致 有 以 下 几 种 情况 。 

1. 利用 超 材 料 设计 高 定向 性 、 高 增益 的 天 线 

许多 天 线 要 求 有 极 高 的 方向 性 ,采用 称 为 零 折 射 率 材料 的 电磁 超 材料 ,可 以 完成 这 个 功 
能 。 根 据 斯 奈 尔 定理 , 当 材料 的 折射 率 为 零 时 ,如 果 电 磁 波 从 其 中 向 外 辐射 , 则 无 论 入 射 角 
为 何 值 ,折射 角 都 将 为 零 。 换 句 话说 ,电磁 波 透 射 过 零 折 射 率 超 材料 平板 后 ,出 射电 磁 波 的 
方向 都 垂直 于 材料 的 出 射 面 ,因此 零 折 射 率 超 材料 对 电磁 波 可 以 起 到 定向 作用 。 如 果 在 一 
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个 天 线 发 射 源 前 面 放 置 一 个 零 折 射 率 超 材料 的 透镜 ,天 线 的 增益 和 方向 性 都 将 得 到 很 大 的 
提升 ,对 于 希望 获得 高 增益 和 高 定向 性 的 天 线 来 说 非常 具有 吸引 力 。 

还 可 以 在 传统 的 微 带 贴 片 天 线 上 方 添加 覆盖 层 来 实现 高 增益 天 线 。 这 种 覆盖 层 由 超 材 
料 组 成 ,在 特定 频段 内 具有 可 控 的 部 分 反射 特性 , 当 覆 盖 层 与 微 带 天 线 馈 源 接地 板 的 间距 满 
足 一 定 共振 条 件 时 ,两 者 就 构成 了 一 个 法 布 里 - 珀 罗 谐 振 腔 ,具备 对 电磁 波 的 选 频 作 用 。 从 
而 在 谐振 腔 内 的 天 线 辐射 出 的 电磁 波 会 在 腔 内 产生 多 次 反射 和 透射 ,而 且 每 次 透射 的 电磁 
波 分 量 能 够 同 相生 加 ,从 而 提高 天 线 的 增益 并 锐 化 波束 宽度 。 采 用 这 种 结构 实现 的 高 增益 
天 线 能 够 有 效 地 避免 传统 高 增益 天 线 所 具有 的 结构 过 于 复杂 、 尺 寸 大 以 及 损耗 高 等 诸多 问 
题 。 此 外 ,可 以 利用 人 工 方法 控制 覆盖 层 的 反射 相位 ,构造 出 具有 极 低 剖 面 的 谐振 腔 天 
线 来 。 

2. 利用 超 材料 降低 天 线 的 散射 截面 ,实现 隐形 天 线 

近年 来 , 随 着 隐身 和 探测 技术 的 快速 发 展 , 目 标 雷 达 散 射 截面 (Radar Cross Section, 
RCS) 的 减 缩 越 来 越 受 到 世界 各 国 的 关注 。 微 带 天 线 具 有 剖面 低 、 重 量 轻 、 结 构 紧 凑 和 易于 
加 工 等 优点 ,被 大 量 地 应 用 于 军事 和 民用 系统 。 为 了 更 有 效 地 辐射 和 接收 电磁 信号 ,往往 使 
用 阵列 天 线 代替 单个 天 线 , 但 是 阵列 天 线 尺寸 变 大 ,增加 了 整个 系统 的 RCS, 降 低 了 系统 平 
台 的 隐身 性 能 。 基 于 人 工 电磁 超 材 料 并 利用 吸收 和 散射 两 种 机 制 , 可 以 实现 天 线 隐身 。 

传统 的 电磁 吸收 材料 不 具有 频率 选择 功能 ,加 载 到 天 线 上 用 以 降低 天 线 的 RCS, 并 同 
时 降低 天 线 的 辐射 性 能 ,从 而 导致 天 线 的 RCS 缩减 与 辐射 性 能 之 间 的 矛盾 。 超 材料 的 出 现 
为 解决 这 一 矛盾 提供 了 有 效 的 技术 途径 ,通过 在 传统 天 线 结构 中 加 载 具 有 频率 选择 特性 的 
电磁 吸收 结构 ,可 以 在 实现 对 外 界 入 射 的 电磁 波 吸 收 的 同时 ,不 影响 天 线 本 身 的 辐射 性 能 ， 
进而 提高 天 线 的 隐身 能 力 。2008 年 ,利用 超 材料 结构 ,科学 家 提出 了 一 种 具有 近似 100% 吸 
波 率 的 微波 频段 的 超 材 料 吸 波 器 ,由 于 其 与 自由 空间 中 的 阻抗 相 匹 配 ,可 以 使 反射 波 在 特定 
频段 降 到 零 。 超 材料 吸 波 器 结构 紧凑 ,平面 化 ,将 其 适当 布置 在 天 线 附 近 , 对 入 射 的 雷达 波 
进行 吸收 ,为 天 线 的 RCS 减 缩 提供 了 一 种 新 的 可 行 方法 。 

此 外 ,利用 人 工 磁 导体 的 零 相 位 反射 特性 ,通过 与 理想 金属 板 一 起 实现 相位 抵消 ,可 以 
有 效 地 减少 天 线 的 散射 能 量 ,实现 RCS 减 缩 。 这 个 工作 机 理 在 电磁 超 表面 的 相 控 阵 解释 那 
一 节 , 也 做 了 适当 的 介绍 。 

3. 利用 超 材料 设计 和 实现 电 小 天 线 

移动 通信 的 一 个 发 展 趋势 就 是 通信 设备 不 断 向 小 型 化 、 集 成 化 发 展 。 作 为 手持 终端 中 
应 用 最 多 的 微 带 天 线 , 对 其 小 型 化 研究 也 越 来 越 得 到 重视 。 所 谓 电 小 天 线 就 是 指 天 线 尺寸 
与 工作 波长 相 比 很 小 (小 于 1/10) 的 天 线 。 目 前 , 微 带 天 线 的 小 型 化 技术 主要 有 采用 高 介 电 
常数 基板 、 开 槽 开 缝 .短路 加 载 、. 附 加 有 源 网 络 .异形 贴 片 等 。 超 材料 的 出 现 为 天 线 小 型 化 提 
供 了 新 思路 。 

实现 电 小 天 线 的 方式 ,一 种 是 运用 等 效 结构 ,通过 在 传统 微 带 天 线 的 贴 片上 加 载 各 种 不 
同形 式 的 结构 单元 来 实现 微 带 天 线 的 小 型 化 。 另 一 种 是 通过 在 介质 基板 中 填充 某 种 结构 单 
元 构成 复合 材料 ,从 而 使 得 微 带 贴 片 天 线 的 物理 尺寸 不 主要 取决 于 构成 材料 的 性 质 , 而 取决 
于 其 中 填充 的 人 工 结 构 , 从 而 实现 了 微 带 天 线 的 小 型 化 。 

基于 复合 左 / 右 手 传输 线 , 也 可 以 实现 天 线 小 型 化 。 在 微 带 电路 中 ,科学 家 们 提出 了 左 
手 传输 线 的 思想 。 左 手 传输 线 由 串联 电容 和 并 联 电感 构成 ,与 传统 的 传输 线 由 串联 电感 和 
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并 联 电容 组 成 的 构造 恰好 相反 。 电 磁 波 在 左手 传输 线 传播 时 电场 .磁场 和 波 矢 遵循 左手 定 
则 。 当 基于 复合 左 /右手 传输 线 的 微 带 天 线 处 于 零 阶 谐振 时 ,其 谐振 频率 只 和 等 效 电 路 的 本 
构 参 数 有 关 , 而 和 天 线 的 物理 尺寸 无 关 。 利 用 这 一 特点 可 以 大 幅度 减 小 天 线 的 尺寸 ,同时 对 
天 线 的 其 他 性 能 参数 产生 较 小 的 负面 影响 ,能够 很 好 地 保证 天 线 的 其 他 性 能 参数 。 

4. 超 材料 在 频率 可 重 构 天 线 、 多 频 天 线 方面 的 应 用 

由 于 通信 系统 的 迅猛 发 展 ,作为 通信 系统 的 重要 部 件 , 天 线 的 发 展 也 是 突飞猛进 ,并 且 
在 通信 和 领域 发 挥 着 越 来 越 重要 的 作用 。 生 活 中 很 多 无 线 电 通信 系统 都 需要 工作 在 不 同 的 频 
段 ,例如 无 线 局 域 网 (WLAN) 的 工作 频段 为 2. 4GHz、5.2GHz 以 及 5. 8GHz; 作为 具有 比 
WLAN 技术 传输 距离 更 远 和 数据 传输 速率 更 高 的 男 一 种 无 线 网 络 接 入 技术 ,WiMAX3. 5/ 
5. 8GHz 同样 被 广泛 用 于 各 种 无 线 通信 系统 中 。 此 外 ,手机 、 雷 达 或 基站 天 线 等 都 需要 不 同 
的 工作 频带 , 单 频 天 线 已 经 不 能 满足 日 益 复杂 的 无 线 电 通信 系统 的 要 求 。 传 统 的 解决 方案 
是 利用 多 个 工作 在 不 同 频段 的 发 射 天 线 和 接收 天 线 , 但 这 样 不 仅 操作 复杂 ,而且 带 来 更 大 的 
加 工 成 本 ,因此 多 频 天 线 或 者 频率 可 重 构 天 线 就 成 了 研究 的 热点 。 

上 世纪 末 , 美 国 国防 高 级 研发 局 (DARPA) 发 起 了 一 个 关于 可 重 构 天 线 的 研究 计划 ,该 
计划 邀请 了 一 些 研究 所 和 大 学 参与 其 中 ,对 可 重 构 天 线 进行 初步 的 研究 ,取得 了 一 定 的 成 
果 。DARPA 的 研究 内 容 包 括 了 研究 适合 可 重 构 天 线 的 MEMS 开关 、 适 用 于 天 线 的 新 结构 
研发 等 多 方面 的 内 容 。 

基于 超 材料 的 频率 可 重 构 天 线 主要 基于 超 材料 的 可 控 特 性 。 通 过 在 超 材料 单元 结构 中 
引入 变 容 二 极 管 等 电子 开关 ,或 对 超 表面 的 单元 结构 进行 机 械 调 节 , 可 以 实现 对 材料 宏观 特 
性 的 灵活 控制 ,以 此 完成 对 天 线 工 作 频率 的 有 效 改变 。 此 外 ,由 于 超 材料 具有 亚 波长 的 谐振 
特性 , 它 能 够 在 很 大 程度 上 缩小 天 线 的 尺寸 ,同时 能 够 实现 天 线 的 多 频段 。 当 传统 微 带 天 线 
加 载 超 材料 谐振 器 时 ,能够 增加 新 的 谐振 频 点 ,而 对 天 线 其 他 工作 频段 影响 较 小 ,因此 可 以 
实现 多 频段 功能 。 

综 上 所 述 ,与 传统 天 线 相 比 , 超 材 料 天 线 能 够 充分 利用 超 材料 的 特异 性 质 ,无 论 是 在 尺 
寸 、 带 宽 方面 ,还 是 在 增益 和 效率 等 方面 都 表现 出 良好 的 实用 性 ,因此 具有 很 高 的 科研 和 应 
用 价值 。 


本 章 小 结 


1. 天 线 的 常用 电 参 数 

天 线 的 常用 电 参 数 是 : 方向 特性 (方向 图 函数 ,主因 宽 度 、 方 向 性 系数 等 ) ,辐射 功率 和 
辐射 电阻 ,增益 ,效率 ,带宽 及 输入 阻抗 等 。 天 线 的 主因 宽度 越 窄 , 方 向 性 系数 D 值 越 大 , 方 
向 性 越 好 ; 其 增益 系数 G 二 7* D. 

2. 求解 线 天 线 辐射 场 的 方法 


e hor 1 
r 


dV’, 然后 由 H= VXA ЖЕ = 2,Н Хе, 可 得 场 量 E、H。 最 后 


= 2 
由 J 一 4 fa 


由 场 量 可 得 天 线 的 方向 图 函数 FO p), mE Р, = 中 Re X H` ) +< 45 和 方向 性 系数 


р Ро E09 
Р, Е 
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3. 三 种 基本 振子 的 辐射 特性 
三 种 基本 振子 的 辐射 特性 如 表 7-3 所 示 。 


表 7-3 三 种 基本 振子 的 辐射 特性 


振子 天 线 远 区 辐射 场 方向 图 函数 辐射 电阻 最 大 方向 性 系数 | ЕЖЕ 
电 基本 振子 Шыу, sine “oe, sing Вол? (2) 1.5 90° 
磁 基本 振子 HISZ, sinere, sing 320л* (u y; 1.5 90° 
Н 
x x 
半 波 振子 |jInZo cos (cos0) | (5 <°%#) 73.130 1.64 78° 
2rr sin0 өе sin0 
4. 天 线 阵 


均匀 直线 式 天 线 阵 的 方向 图 函数 是 单元 天 线 的 方向 图 函数 与 阵 因 子 的 乘积 ,此 为 方向 


图 乘积 定理 。 天 线 阵 的 最 大 辐射 条 件 是 cospa = р = ар, ЖИН t ЕРИН АБЖЕ НЭ: 
就 可 以 改变 天 线 阵 的 最 大 辐射 方向 ,此 即 相 控 阵 天 线 的 基本 原理 。 
单元 天 线 还 可 以 排 布 在 一 个 平面 内 构成 平面 阵 。MX N 元 均匀 平面 阵 的 阵 因 子 为 
СЕЗЕ 
Ф. 


; Л 
sin% sin > 
2 


因子 为 三 个 直线 阵 的 阵 因 子 的 乘积 , 即 为 У, 0.) = f..(0.@) • fay Op) * f..(0,9)。 


F0 DS faf w ,参照 平面 阵 的 分 析 方法 ,MXNXS 元 立体 阵 的 阵 


习题 


7.1 一 个 天 线 的 方向 图 函数 为 
F(0) = exp(— 100), ЖФо<0< я 
АЖ: 
(1) 20) EO Ж; 
(2) 天 线 的 最 大 方向 性 系数 。 
7.2 一 个 天 线 的 方向 图 函数 如 下 : 
sinbcosp (0<0<х,—х/2<ф<т/2) 


下 (0.p) 6 其 他 
试 计算 : 
(1) 最 大 辐射 方向 ; 
(2) 最 大 方向 性 系数 ; 
(3) 天 线 的 模式 立体 角 ; 


(4) zOz 平 面 上 的 半 功 率 主 激 宽度。 
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提示 : 天 线 的 模式 立体 角 定义 为 O, = |F*(0,g)sin0d9dg, 单 位 是 立体 弧度 (sn) 。 


7.3 ”如果 一 个 天 线 的 模式 立体 角 为 1. 5sr, 辐 射 的 总 功率 为 30W, 试 求 在 距离 天 线 
lkm 处 的 最 大 辐射 功率 密度 。 
7.4 一 天 线 的 辐射 效率 为 90%, 方 向 性 系数 为 6.7dB, 试 求 它 的 增益 为 多 少 分 贝 ? 


7.5 一 天 线 在 远 区 所 激发 的 电场 强度 为 E= Ëe V/m, Ф To 是 馈 电 电流 的 最 


大 值 。 试 求 : 

СТ) 相应 的 磁场 强度 ; 

(2) 天 线 的 辐射 功率 ; 

G) 辐射 电阻 ; 

(4) 此 天 线 是 理想 的 全 向 天 线 吗 ? 

(5) 如 果 要 达到 75kW 的 辐射 功率 , 则 1, 应 为 多 少 ? 

7.6 已 知 A 天 线 的 方向 系数 DA 一 20dB, 效 率 y = 1; В 天 线 的 方向 系数 Das 一 22dB， 
效率 加 三 0. 5, 现 将 两 天 线 置 于 同一 位 置 , 且 主 辩 最 大 值 方向 均 指向 观察 点 P. POR: 

(1) 当 辐 射 功率 相同 时 ,两 天 线 在 已 点 所 产生 的 场 强 比 ， 

(2) 当 输 入 功率 相同 时 ,两 天 线 在 P 点 所 产生 的 场 强 比 ; 

(3) 当 两 天 线 在 P 点 产生 的 场 强 比 相 同时 ,两 天 线 的 辐射 功率 比 和 输入 功率 比 。 

7.7 ”证明 对 于 一 个 位 于 < 轴 上 的 载 流 导线 ,其 所 产生 的 远 区 辐射 场 的 磁场 强度 可 以 近 
似 表示 为 

H, = jsingA. 
“ 


7.8 ”有 一 个 矩形 线圈 ,长 度 和 宽度 分 别 为 L, 和 工 ,, 且 满足 La Ly А, E rh t rB W 
为 i(0) 王 Tocos(wl)。 将 线圈 放 在 xOy 平 面 上 ,其 中 心 与 原点 重合 ,两 边 分 别 与 x 轴 和 yy 轴 
平行 。 对 远 区 任意 一 点 , 试 求 : 

(1) 矢量 势 4; 

(2) 电场 强度 E; 

(3) 磁场 强度 H. 
并 将 此 结果 和 磁 偶 极 子 的 辐射 场 作对 照 。 

7.9 ”对 赫兹 偶 极 子 , 试 计算 其 矢量 势 A 以 及 标量 势 $, 并 根据 这 两 个 势 函 数 计算 远 
的 电场 强度 。 

7.10 一 个 长 度 为 /的 振子 天 线 (1<4) ,假设 其 电流 分 布 为 

Ь(1—2«/), 0<=%1/2 


x 


1(z) = 
L01+2=z=/D, —1/2<=<0 


试 利用 它 来 计算 : 
(1) 远 区 的 电场 强度 和 磁场 强度 ; 
(2) 远 区 的 功率 密度 函数 ， 
(3) 最 大 方向 性 系数 D; 
(4) 辐射 电阻 。 
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7.11 一 个 赫兹 偶 极 子 天 线 在 Ilkm 处 的 最 大 辐射 功率 密度 为 60nW/m 。 如 果 其 馈 电 
电流 的 最 大 值 为 I, 二 10A, 试 计算 辐射 电阻 。 

7.12 一 个 2m 长 的 中 间 馈 电 的 天 线 ,工作 在 AM 频段 ,工作 频率 为 1MHz。 天 线 由 半 
径 为 1mm 的 铜 线 加 工 而 成 (c 一 5.8X107S/m) , 试 确定 ; 

(1) 天 线 的 辐射 效率 ; 

(2) 天 线 的 增益 是 多 少 分 贝 ? 

(3) 如 果 天 线 的 辐射 功率 为 20W, 则 馈 电 电流 是 多 少 ? 此 时 信号 源 供给 天 线 的 功率 是 
多 少 ? 

7.13 ”有 一 个 环 状 铜 质 天 线 (c=5.8X107S/m) ,其 截面 半径 为 5mm, 天 线 的 半径 为 
0. 5m, 工 作 在 3MHz 的 频段 。 环 中 流 过 的 电流 的 最 大 值 为 100A 。 试 确定 : 

(1) 该 天 线 的 辐射 功率 ; 

(2) 天 线 的 辐射 电阻 ; 

(3) 天 线 的 辐射 效率 。 

7.14 一 长 度 d 二 1m 的 电 基 本 振子 位 于 自由 空间 ,天 线 上 的 电流 为 二 0.266A, 工 作 
波长 4 二 100m, 试 求 天 线 在 下 列 各 点 产生 的 场 强 振幅 和 相位 : 

СТ) 在 振子 垂直 的 方向 上 距 振子 中 点 10km、10. 025km; 

(2) 在 与 振子 轴线 成 30 "的 方向 上 , 距 振子 中 点 10km; 

(3) 在 振子 轴线 方向 上 , 距 振 子 中 点 10km。 

7.15 已 知 电 基本 振子 在 Р, 点 (>Oz 平面 上 ) 的 场 强 
为 10mV/m( 见 题 7. 15 图 ), 试 求 在 P, 点 的 场 强 ( 如 题 7. 15 
图 ,Pi、P 点 均 在 远 区 )。 

7.16 一 个 半 波 振子 天 线 在 1km 处 的 最 大 辐射 功率 
密度 为 50pW/m? , 试 计算 其 馈 电 电流 的 最 大 值 。 

7.17 一 个 1/4 波长 的 垂直 天 线 , 放 置 在 一 个 理想 的 
导体 平面 上 ,底部 所 馈 入 的 交 变 电流 为 T. = Tocos (Bz) , і 
利用 镜像 法 来 计算 其 辐射 场 、 辐 射 功率 和 辐射 电阻 。 

7.18 对 于 一 个 振子 天 线 , 人 们 经 常 定义 一 个 所 谓 的 有 效 高 度 的 量 , 远 区 场 和 该 高 度 成 
正比 ,其 定义 如 下 : 


题 7.15 图 


2h.(0) = къ" ъв 一 | z |) ее dz 
(1) 计算 半 波 振子 天 线 的 有 效 高 度 ; 
(2) 其 最 大 值 是 多 少 ? 
7.19 如 题 7. 19 图 所 示 ,在 半 波 振子 天 线 的 后 面 放置 一 个 反射 棒 ， 

| 可 以 改变 半 波 振子 的 方向 性 。 如 果 两 者 之 间 的 距离 为 4。 试 分 别 求 下 

面 情况 下 沿 箭头 方向 的 远 区 场 (用 半 波 振子 的 场 来 表示 ) ,并 给 出 (1) 的 
最 大 方向 性 系数 。 
а (1) d=x/4; 
(2) а=А,/2. 
7.20 一 个 半 波 振子 , 远 区 有 一 点 P(5km,x/6,g) 对 应 的 电场 强度 


— 


题 7.19 图 
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的 幅 值 为 0.01V/m。 如 果 其 工作 频率 为 30MHz, 试 求 天 线 的 长 度 以 及 辐射 功率 ,并 写 出 电 
场 和 磁场 的 瞬时 值 形式 。 

7.21 无 线 电 台 的 覆盖 范围 表示 的 是 垂直 于 发 射 天 线 且 电 场 强 度 达 到 25mV/m 的 广 
大 区 域 。 如 果 要 保证 100km 的 覆盖 范围 , 则 对 于 半 波 振子 天 线 来 讲 , 其 最 大 馈 电 电流 应 该 
为 多 少 ? 辐射 功率 是 多 少 ? 

7.22 试 证 明 对 于 全 波 振子 ,其 归 一 化 方向 图 函数 为 


F(0,9) = cos(z=cos0) +1 
sin0 

7.23 两 个 赫 效 偶 极 子 天 线 ,长 度 都 为 24.(h<X)。 将 它们 沿 = 轴 放 置 ,轴线 方向 与 x 
轴 重 合 ,中 心 的 距离 为 d, 且 d 之 2。 假设 两 个 天 线 的 馈 电 电流 等 幅 , 相 位 差 为 <, 试 求 : 

(1) 写 出 远 区 场 的 表达 式 ; 

(2) 该 天 线 阵 的 方向 图 函数 是 什么 ? 

(3) 4=А,/2,2=0 的 最 大 辐射 方向 。 

7.24 如 题 7.24 图 所 示 , 两 个 赫 效 偶 极 子 天 线 构成 二 元 
天 线 阵 , 若 这 两 个 天 线 的 馈 电 电流 幅度 相等 ,但 相位 差 为 x/4， 
qd 一 Mo/2, 试 计算 

(1) xOz 平 面 内 的 方向 图 函数 ; 

(2) 相位 差 为 何 值 时 ,该 天 线 阵 在 x 方向 获得 最 大 辐射 ? 

7.25 一 个 8 元 均匀 直线 式 相 控 天 线 阵 ,间距 为 /2, 如 
果 要 使 最 大 辐射 方向 与 天 线 阵 的 轴线 方向 的 夹 角 为 60", 试 确 
定 相 邻 两 个 单元 天 线 的 馈 电 电流 的 相位 差 , 并 确定 该 天 线 阵 
的 阵 因子 。 

7.26 一 个 5 元 均匀 直线 天 线 阵 , 间 距 为 d= 二 /2, 如 果 其 馈 电 电流 是 同 相位 的 ,但 幅 
度 分 布 遵从 二 项 式 分 布 , 即 


a= лусу = 0,1,2,3,…,N 一 1,N 为 单元 的 数目 
试 求 该 均匀 直线 天 线 阵 的 阵 因子 。 


7.27 两 个 理想 点 源 天 线 分 别 位 于 z=0.z= d 的 位 置 上 ,其 馈 电 电流 的 幅度 分 别 为 
ао ‚ау | fE z=d 处 的 天 线 的 电流 的 相位 较 ==0 处 的 天 线 超前 9, 请 计算 下 列 情况 下 此 二 元 阵 
列 的 方向 图 函数 : 

(1) a =a=1,6=7x/4,d=N /2; 

(2)a =1,a=2,0=0,d=)o; 

(3) а =а=1,0=—к/2,4=А,/2; 

(4) a =1,a, =2,8=п/4,4=А,/2; 

(5) а=1,а=2,8=п/2,4=А,/4. 

7.28 如 题 7.28 图 中 放置 两 个 半 波 振子 (振子 轴 垂 直 纸 面 ), 设 两 
者 电流 等 辐 反 相 , 若 要 求 最 大 辐射 方向 为 = 30° ,试问 其 间距 应 为 
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b= 


部 分 习题 参考 答案 


37 16 
„1 b,=7,c, 4; b, 5 "cz 一 5。 
.2—1.4 Ж. 
iS 102 
„6,1,7 Ж. 
.8 3х%у°[(9х—х°)е„—9уе,-+5лх*е„]. 
1.9 и. 
т 
1.10 (1+). 
11 V*r=3,I=4xa’。 
1.12 (А—/ )созее, —(А+ # }ыпее,. 
3⁄3 9 ( z =) 
.13 (1) | 一 ,5-,3 |; (2) |6,-——, š 
| 2 z3) 3 


1.14 = +c, С 为 任意 常数 。 
1.15~1.17 咯 。 


= =. 
09 
еССФЭе[1+2,/а+2г*/а? 


Aner? 


= [1 一 =/ Vz +а? Je:, х220; 
Eo 


2.3 E 


2.4 E= 


Е=— 


= [1 十 =/ Vz +a? Je:, z<0. 
eo 


204 
___ а 


2.6 Е а: ( 1 re” Lere ers E, a ( 1 ае “= l. }- 


2.5 Q= TQ. 
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2.7 =й cos0, 


š Зо А а/2+ Vz +а? /3 


2.8 
2ле М2 Ба? 712, 
3 9 в 201 а/2+ /г*+а1/2 


2.10 (1) Е =0; Е. = Е, (1+2а° /ғ° )соѕбе, Е, (1—а? /r°)sin0es; 
(2) р, = — 3e Eo cosh, 


2.11 p Ф000) ее, фое = (aa 十 1) а->ео,О-—>0„ 
x 


2.12 iho. 
а 
213 pe te 
-Qr _ Qu (一 

和 Zne a?’ E? 2reor fi drea’ á FR 

(2) E,=0,E,=- ;办 一 0, 加 一 .Qu in 工 。 

2пє0ғ 2reo а 

Б = PP. и-и е В 
` * 3 Зер?" 2e。 Ge Beor” 


2 


当 盖 -0 H, fm =E; 4 ра N.E, =E e,o 
2eo 3eo 


2 
2.16 (1) $= Qd [3cos*0—1] 


4reo 
2 
Е= о {er[3cos:0 一 1] 十 eosin20}; 
Aner 
_ Qa’ 3 ,2g 
(2) A sin 0sin2ç] 


2 
E=% fe- [эбе] е [zsin20sin2g] 一 e,[3singcos2p] | 。 


Aner" 


2.17 9= Та? X 107C, fmn =34 X 10° V, 


2.18 P= 3. ° 
Р, Р, a, € 
2.19 r<a, Ei CES (In = +), 4хаР,. 
= аєР, аєР, 
Qs =4raP,; r>a, E, еу" eer 
0. 0<r<a 
Q 

2.20 E=J4xwe 2° ES 

b<r 


4тєє г” 


‚21 


„22 


.23 


‚24 


.25 


.26 


„27 


.28 


„29 


. 30 


. 31 


‚32 
.33 


. 34 


Q 7,Q, =0, 


Q 
Po = 0 ,psti (e Eo) Tre a7 бю (e Eo) Tre 


Q=4ra(r: >r) МЕЗ. 216; 


= [s ьп 1] painan), „= [in "үт “] A т), 


E r m [л є r r r €o r> 

аб т) 
Ф er ° 

Q. 2f 3 Q+Q 1 
E; Аке г? ` dxne\r b T dxeo Pad 
E —_Q +Q; =Q +Q; 
° Areo т?” 4neor ° 

a= p.p. | =, 

е b 
ab 
E a’ 
In(d+1) ° 

a,d—a,a; Q а —ааз 
AQ (a, Faja 2am t 4reo ¿[< +az)d—2aiaz ] H 
_ (An— Neo Ne 
让 
ra—r 
Scosa 

C= 

£ 4-соѕа П 

e Eo 

eU eoU 


E є еа)! 


Psv (є—&,) s U sps = (бє—&є) e U а 
esot 十 E(d 一 1 є01+е(4—1) 


Е є1+є(4—1)` 


т r< +E. ee,, pb Әз +@зы | I )' 


а ñ 


e 2 (1—6), лм ен kakae Q,—o. 
т\р а 
¿i в,= 6 ез 


(2) рь k ,pstz = Ёз » Юѕы kri,Q,=0。 


—Em е. 
ra De ЫТ 
略 。 
Е Ш er $ U а —, Озы lee ША 
rz т 2 rz 
ra= h= та = 
n T2 mn 
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-1 _le _ Жее 
2.35 (1) W.=—CU; (2) W.=5—CU; (3) W.=—C<—U, 
Š 2 €o P 


2 
2.36 介质 内 zoo “їз RA 0600, 


32х° 32х°єөг* 
түл i +Q TQ) 9, (Q, +Q; ° w Q +Q. ° 
° Bre b 8reoc ” ° 32xzeor: ' ° 8rsoc ° 
2.37 (1) С=4лєа,/„=„©—; (2) C= y 3 
8reoa 3 20reoa 
-Čl H-4) 
2.38 ®.= е [+ )]+ 
з Q 
| = 
2.39 С=2ла(є +e:),W Trala Fa)" 
第 3 章 J а 
3wQrsing ，. wQsin0 
3.1 (1) a ГОР? (2) "їка 6° 
І T2 
3.2 anoU, n Жр” 
3.3 $ Uri (r-r) g U apg ri 
rra т) (4-4) т гі 
тот 
_ GU _ аш, _, _ ooUo _ Uboeo (al 一 oz ) 
„ее py Р odı Tod: “= odı Tod; "Рз оа toid: ° 
ë — _ nUg = U eN 7 
3.5 (1) 办 п 000000), EA [0:0 + (9—0 уо, ] (0, <0< (0, +0,)); 
2) =. n2, p=% tah, 
201 102 n aodln 1 
n 
(3) a P —в) 


r(az0 +010: ) ° 
当 电极 改 置 于 导电 片 的 两 弧 边 时 ,重新 计算 上 述 结果 为 


а 2 
d) #i=% = L 
In 2 
n 
b” 
(2) rI=Ud (cz0 十 ob) „_ А 
ira d (0:0 +0102)’ 
rı 
(3) p;=0。 


3.6 R=1/(4roa), 


3.7 


3.8 


3.17 


3.21 


ЫЙ aa 
Fm 一 名 ,相互 排斥 。 


pol Б... +915 
В TO arctan ey; В 二 2 eyo 


2 ра 

npol 2 | 2 

2 z z 

e+ 人 (二 -=] (+) 
B=np le, (l>), 


(2+) : 
dra т 


CD el, (2) el (3) Ше, е). 


(1) 不 表示 磁场 ; (2) —2ae,; (3) 0; (4) teles 

1.8X10°A/m , 

因为 磁场 不 做 功 , 故 电子 的 动能 就 等 于 它 在 电场 里 失去 的 势能 。 
0, 0<-< т 


2 2 
Lol 1 rr 

е, ТР 

В= 42кг r-ri’ ° 


Ват а, т <ғ 


T= NIa’ В,ѕіпа , 


mI 

T= rd СС. 

т Nala, 
— 


1 1 
B= nle..H=nle. J sm ПЁ Fee 


NI na +2һ 2t 2a 
ааа 21 Ка pa ова E ва" 
РТ mbd 
_ NI 
ла+2һ +2а | 2 
# Ho 
„=. 0<r< olr 0<r< 
和 ep， OSa Snare 0<r<a 
5-е, a<r<b Ele a<r<b 
s= I В= 1 ` 
Ie b<r<c = ， b<r<c 
f pol 
зе с<г е сү 


е: OAL 的 中 点 为 原点 ,轴线 为 = 轴 ) 
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Сд. =D 
= E N 


若 移 去 磁 介 质 圆 套 管 ,磁化 电流 不 复 存在 ; 对 磁场 强度 没 影响 在 <r<c 区 域 , 磁 
感应 强度 为 名 ce。 
nr 


AIAN 
2лс © 


J. |, 


єў 


3.22 J.=0; Jsa= Mey; 
ЭД ( z+L/2 z—L/2 | 
2 az 十 (< 十 ( 工 /2)2) (Ea 
注 : 以 棒 的 中 心 为 坐标 原点 ,轴线 为 = 轴 。 


B 


3.23 C=28D, J chit ель Сагу 
на 2% 2% 
Mo (r; —r3 
— з), r>r 
= 3— ; 
3.24 pm м т), =? 
0. r<r, 
в О —r1)M, (2cos0e, + sin0e,) 
s >т 
3r 
= 3 S| i ; 
B им. 人 i 
Ov r< 
ам 1 L) 
B; 3 те (一 e- ).В.=0. 
a Ш ‚н,=—!°Ї ‚в 一 有 一 oI 
tp nr’ tp nr 1 В. Сиро)? ° 
2р2 
3.26 = N 
2а 


3.27 М= 54 227, 
2m rira 


b 


gp a=: 
3.28 м=#= ta), V2 _ map btd 
I 2x d 2л Ja 


= pP 1...3: 4 2.3 а. ТЭ... 
3.29 W, mu prlit” riri +riln S 1: 
| үл 1.13 4 2 ар 72 
14 элс [а +11 zh 
3.30 L=EN уу ИМ 
` УЛ 79 4a ° 


3.31 WEH. 
3.32 (1) L=2.346H; (2) L=0.944H; (3) 比值 为 : 1. 488。 


4.1 


4.2 


4.3 


4.4 


4.5 


4.6 


4.7 
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Жав J 题 
E= P (хе. 1 (= —Һ)е. же, F (hz)e. А 
Zne N 2° tleh z*-T (БА)? J” 
ph GE 2reo 
° KOPF ° a 2h—a ° 
a 
Q=+4h Vreomg; Q=4xh°'os+ /(4nh' ps)? + 16zeəh° mg 。 
Q 1 1 | 
4 у.х) = 
D f(z,y,2) AT M+M) HA Саһ ty hy te 
1 1 | 
Сее) +h) He] Гс) УФА) +z |° 
EC ) Q [ ‹х—һҺ,)е„+(у—Һ»)е,+хе„ _ (хт+Һ)е„+(у—Һ»)е,-++е, | 
х,у, T 
2° Axe Ге) Су) HL]? [aeth Hoh) +z J$ 
(x+h )e* 十 (> 十 ja )ev 十 ze- | 
Ссс) +y Hh) He] esh) HoH +Z |° 
2) аъ ! ! ; 
Ра к | [eeth tht] aehd Hh] |° 


-%f 1 - 
ez 27 | [h+ yth) +e] 


1 
Гл + (у= №,)2 +e]? } 


Qa 2 Qarctan у! ; Qs РА Q arctan hz š 
т h, 
тєє 
iš 2hD g 
а УА + D° 
š бї ү, а (а +r’ —2drcosg) 
4re (at Һа? —2a’drcoso)’ 


(r—dcosg)e, +dsinge, 


[r= (а? /4) соѕф је, + [a° /d ]singe 


P: 
Ep a а? +r’ — 24ғсоѕф 


а/а +r — 20а /4)ғсоѕф 


) 


e а /a—a 
ps 2nd’? +а? — 24асоѕф° 
Beso) o If —dsinge, + (r—dcosg)es | [a*/d]singe, —[r— (a° /4)соѕфје, 
OP эт d?’ +r’ —2drcose a*/d +r — 20а /4)ғсоѕф 
$ Q 1 a 1 
4reo| [r +d? —2drcos0]z d [r а —26а° /d)rcos0]* |” 


(r—dcos0)e, + dsin0e; 


a [r —(a2 /d)cos0]e, + (а? /d)sin0e 


СД 


Г +a? —24соѕ0]+ 
а—4?/а 
[ae: 十 到 一 24асоѕ0] р 


Er, =. 9 | 
4reo 
Q 


al 


Cs 一 


d [rta'/q— 


2(a2 /d)rcos0]* 


} 


): 
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а э. а? ПРЕС 2a? 2а? 
48 士 7Q, 位 置 在 士 二 ,其 偶 极 和 矩 2 一 Qd =T T Tr ° 
4.9 Ж. 
1 1 
э T : т 
(72 +h? —2rhcosh)? (2) +a? —2hrcos0] 
ало #=-©- : 
4те £ i 1 


2 т 2 т 
(r? +h? + 2уһсоѕ0) (е) +a? +2hreos0] 


h:— Aa 
шш. t na]. 


Q 1 rs 1 
= = а — 
4.11 $ Tne, | V КФ —2drcos0 үг+й— о 


ri 1 
__ VQ 
а 12ra? ° 
ps sinax * соѕВу * е" т 
4.13 $ ,T= FF. 
ЕВ 
ы —1›=1 26 а = 
а $ 4% ( э — sinh 2" zP Esin 人 2 Dw, 
T "j (n= sinh 2 e ? 
сот 
а 


4.15 (1) $ =%| 一 


рт ту |. же 
sinh 2 4- cosh Z” |sin Z 
: a a a 
sinh — 


4g SA 1 (2п—1)тх 
(2) $ БУ “=== [cosh + 


(1 созк (2л 一 Ока) 
b sinh 2 — Drz sii (2п—1)ху 
(2п — Dxa b b с 


b 


sinh 


4.16 — = 


_ 4 ҳе 1 4sinhl';,,, ia I 
EN т > (2п — аы 2) Зл соза + 
i= TOOS B sinha e} x sin STY sin 2л DTZ 
Зл b с 


18 


„19 


.20 


„21 


. 22 


.23 


.24 


.25 


.26 


.27 


.28 


Р a, Jeda = (Z r + [@ u=] И 


5 а? а? А та. а? 
= се E, cosge, + 1+7 Eosinge,;$= #4 [Eo cosg; 


ps = 2є Eo COSO » шах = 2eo E, o 


—q]ypH пт 
2фо (=D eo yg: 2 sin "ХЕ | (z 
т 1, (278 d [°%а Е 
nlo| -7 
h 2Eoeob’ 2Eoeoa’b’ 1 asai 
[ (є-Еев,)&°-+_(є—в)а? _ (є++е)ЁЎ-Е(еє—&„)а? r ]* Pi 


(一 eo)b4 十 (es 十 so)a202 1 
(єє, )52 + (= —є)а? z] ре 


$ E| r+ 
= =й 3 3-3 
$r) =U, (ar созф+->а r сове). 


ев Ап 2 Ап—2 „8—4 
$= 1% Б 1 (5 = ч uar" a t: Тың "Ө ]sin(n—2es 


т 2п—1 =r? m rn 


n=1 


n=1],2,3,° 


4U уз а?! ѕіп (2 —1)ф] 
У, (р, Ф) us Ck Do >a 


4U, > 0! ѕіп[ (22 — De] 
х + (22 — 12а?! 


РЕР > Е а)" (е) ш! 


1 


Vil(p,9) р <a, 


"=l 


2п+1 
ë= g2 (н — =н |P, (cos), бск 


па т 2п+1 
如 一 及》 ( а сауат JP. eos), (24. 


a "+ (dry 
у,— КА ЖАД 
$G) =R, УЕ, УП 1(Е,/ЕЁ,) ° 
H= 90 Ho _ 9 


‚к 

3? = 28: зуе 

Сиа) 2—2 и (2) тшс; 
2 


i 
Dh ( п) соо 9 Е 1., 
г 4ле, 


# a 


а? Q г? А 
Е, = [1+2 = Eocos0t e rs je+( 1+5 Е, ѕіпде,; 
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° Esp (а= у» (r<a) 
Et TEA 


( 3e E cos9+ 9). 3e E sinfe, 


= 3 p 
| r+ шаны а. + Q ( I 1 )， (r>a) 
r 4reo а 


—є а? 


E 十 2eo 
‚ 2(e 一 ee)a3 E“. 
[(1+ Erost 2] Е (= 1H Fr 


3 
$= (69) вр, ссор z>0,r>a; 
E (1 = вое, + t ( 


球面 上 : os 一 3eo Eo cos0; 平板 上 : ®=(@-—1)ьк,. 


3 
1 二 S вче, 22>0,ғ2а; 


к= 3 пазе, Е? > 


2 
略 。 
, 
> MTI тту 
ә sin h 
б, 2 а айп TTsinh тт(ф— y) ‚о< 
xe 41 mah тті 
а 
: ттл mr(b— у ) 
25 a Е а ттт тт, 
G: > sin sinh У ,0 < 
== manh manb a 
l a 
=”. А эе sin "ЛУ, у<л/',р<у<Ь; 
2nneo b 
— Gb -ein NITY >+ 0 
2 уте, b зіп =, т2л ,0 过 > 过 0。 
1 大 十 无 一 人 Vrheos+ [e 2 ) 
Ta l (用 柱 坐 标 系 )。 
”rth—2 Vrk cos + [ 


т) 


1 at +? а — 2а? ғсоѕ(ф— g ) 


(r<a 


) 


5 JE sines, (r>a) 


= 4тєє a [P +d°—2drcos(g—g')]° 
1 r+r'—2 Vrr cos Letgo) 
дае" 1 
TE Бр 2 /rr cos 去 (9 一 9 ) 
1 +y Ha? +y”? 2 —2(а? +y +02 +y? )t соз 4 КО 之 十 arctan >) 
ln 7 
але Q +y Ha”? +y” 72—202? +y JE a? Hy) соз 去 (arcan 2 六 一 arctan z) 
2 
sin? cosh? my + (cos TZ ginh ХУ sinh 2) 
$ pı T a a a a a 


т» 
neo sinz TZcosh? ЖУ (cos Ea 二 “sinh 5 Y+ sinh 亚 z) 
a a 
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ae cE 
In 210 
ау 


.39 ЖЖ w=arccos =ç (1 u ) фо f? Re [arccos z |: 
а x x a 
采用 复数 形式 表示 电场 强度 , 则 


Е E;+jE, $s е7 ,0 arctan -7— 


„Уш AIr Z+ 
.40 a 
第 5 章 J а 
.1 求解 此 题目 需要 注意 感应 电动 势 参 考 正 方向 的 选取 (与 磁场 的 正方 向 满足 右手 螺旋 规 
Ж) ,8=—2bE,sin 2200590, , 


2 


ТИШ Л, (4+) 
2r 


1 
а? об a Y 
Y (a+ 5) 


.2 (1) = 


шаб (4 + Е ) 1ывїпө{ соз Ог 


(2) & a = Í zat 
e sut = a 
1905 =! (a+ 2 ) 
а 
(ИИ ШЕГШ шышаны 
2т ауа N 
d 2 + 2 созю! 


Е = 0, 3485102010") V, 


А к= Еде =—e | 20904, g ( б + p). 
а 


2—п 
ge U,,cosot . _ 2nlewUncoswt 
.5 Jo е. i= ° 
T2 rz 
rln 一 І = 
т mn 


.6 加 一 各 Tc ,9. 6X 10-8 A,9. 6X107" A. 


тї? Ew. drewrire 
* >U,,cosot , Ip = 
4 1 r m= ri 


.8 Jo=0.02rsin(6nX10°t—2rz)e, A/m° , 


:7 J= 


* U,.cosot 。 


© 


в= Ве [sinw — Ве )е, — созбо: Вее, 1. 


.10 (1) Е= Е, соѕ(ог — Вх )е, ; 
(2) Н= Не “eos(mt—pz)e,s 
(3) E= Е, ѕіпВ= соѕоѓе, ; 
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.14 


a 


5.17 


(4) E=80cos(wt — 202 —п/4)е, ; 
(5) Н = 4соѕ(ог +z )е, —5sinlwt +В )е, ; 
(6) E=10cos(wt —6z—8z)e, 


B= Ë Е созбо —Вг)е,: 
w po 


Ps |= Eo Emcoslwt —Bz ) sps | z=0 =€ Em coslwt — pz) ; 
Js|.- = Шш ov —B=)e,,Js | .—o ВЕ озан —Вг)е, „ 
ноо Pow 
=A H = = 
= В Н.А = ВВ.В= о Vepo; 


А. j „=й... $ 
ps | =" = singze”* ps [=r = ra sipre” ; 


‚В А „В А 
рз|.-0=0. Јз | r=n =] p созЙее”е. .Ј5 |=, 一 一 j 六 cospze e.s 
1 2 


Ј5 |.=-0=—) Bore, Js | =; B o cosie, « 
(1) ElCz,t)=96n(e,—e,)cos(6nX10°t—2rz) V/m; 


(2) SSE(z,t)X H(z,t) =e,153. бх cos’ (6nX10°t—2rz) W/m’, 


ф ex Н) · ав = |, у. (Ex Dav = | COXE) + H—E • (VX H)]dV 


= | [o H-E» olav =o 


E, > SEE. x nr 
(H FA Bsin 2 sin(ot Bz)e,+— cos — cos(ot Во). | ; 


_ _ xE, _ _ xE, _ 
J.|,- = дер Bz)e,.J,|.-. = dp ыш Bz )е, ғ 
xE, x= BE, . xz. 
Ж, саро сае a COS(ot В= Је sin sin (wt Pz )е. 
xE, тх ЁЁ .. w=:, 
J: | 一 айй Е z cos (wt —ßz )e, oara a sin (wt — pz )e:; 


(2) Јо езіп T сози —Bz)e;; 


Es 


> E Е 2 
(3) s=“ sin фиш ды орге, ВЕ Tsin (ог —Вх)е.: S ВЕ sin? ТЕ і 
k) a pow a 2н а 
2 
(4) p=, 
4pw 


H=VXA e, ŻA „coso kz); 


д, 
Е= -v2 —e,wA „coslwt —kz); 


S=EXH=e, * Acos (wt —kz)., 


.18 


„19 


.20 
„21 


‚22 


.9 


.10 


良 导 体内 有 $0。 
H=- fi e; 
A 


Ж К i (F 
E [ a оек ( 7 
车 有 二 w?ep 即 可 ; RIEV. Е=0. 
将 计算 结果 在 r>1 条 件 下 进行 简化 即 可 。 


R AKLA) =bn guo e, 7 


HE Jes Јене ; 


第 6 章 3 题 


/=3Х10°*Н2;А=1тз 8 一 2xrad/s; 传播 方向 沿 一 z 方向 ; 
H=0. lcos(6x х 10°%/+-2xz=z)e, A/m. 


Noa’ E, . 
ne 17 
с 
e54 ml. 
(1) E, =10V/m,k=0. 05r(3e, —/3e, +2e.)m™! ;A=10m; 
(2) н= 25.0 /3е,+е,1-243е,)со 6 107:—0. 05x(3z 一 3y 十 2z)]A/my 
<_ 25 
(3) S= Be, V3 e, +2e.)W/m?. 
754 > 
(1) B= —2; 


(2) k=40x(—e,+2e,+2e,)m "1; /=1. 5 10° На; v=2,5X10°m/s; А= а; 


(3) є,=1. 44; 
(4) Е= 5007 — 2е, — 2е, +e, )соѕ [3х Х 10'% 40702 —2у— 22) ]У/т; 
5= 75007 —е, + 2е, +-2е. )соѕ? [3x Х 1001-40902 —2у — 2) ]М/ т>. 


Е= Ее [10o ()]е,; 


_ (e, Зе ) 3 С cos6xX1071—0.1# (V3z+y) 1 
H=- Coz Eae ii 


(1) 沿 十 z 方向 传播 ; A=0. 1m; 
(2) 左旋 圆 极 化 波 ; 


10—* 
1207 


Е= Е, (е, је, )е 9 ; Е, = Еее, ; Е, =)Е ее, ; 


(з) S= 


e: W/m’。 


ea=tle, +e, u= 6X10m/s, 


®=3.09Х10°т/з„ 
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п f 1kHz it, Z1 amp 0.02х=0. 0628Np/m, 


А=100т, v, =10°m/s,Z=2x(1+j)X 107° Q; 


/=1МНа М, 2221 ,а8=1. 99№р/т, 


А=3. 16бт,0,=3. 16 Х 10 т/5,2=1. 99(1+))Q; 
f=1GHz 时 ,a=20. 8Мр/т,А =0. 033m, v, =3. 3 Х 10" m/s; 
J<315.2Hz。 

6.12 amz8= Vrfyo Np/m,e “=e ?=e *=0.002, 

201g0. 002~—54. 8. 


6.13 (1) %= ш „= 2ъьз (2) 平均 磁 能 密度 大 。 


6.14 T, =; 0=0 p =. T =: 不 相等 。 


6.15 垂直 极 化 波 可 以 发 生 全 透射 ,as 一 arcsin Pea 


6.16 sss nm" 以 布 儒 斯 特 角 入射, 反射 波 成 为 线性 极 化 波 。 


6.17 (1) 6 =агсѕіп — = arcsin 二 


0. 2T n; 
3 m; 
(3) E,=(—1.68e,+1.26e,)cos(3X10°,—6y+8z)V/m, 
Е, = (0. 94e, +0. 47е, )соѕ(3 Х 10°t—6y+12z)V/m, 


(2) у=; З X10 На, =0. 2тт\,А= 


5 9 = 
H,= 3779503 10° бу— 82)е, A/m, 
Н, =2 lcos(3X 10"t—6y+8z е, A/m 
"1877 ны 
н,=2-35 os(3X10%—6y+12z)e, A/m, 
377 
6.18 1:2, 
6.19 提示 : 满足 总 反射 系数 Г=0 即 可 。 
2-2 -ie ， 22, -itz DE tj š 0 Я 
6.20 Е. 2,666) rE Z LZ (e +е)е 。 反 射 波 与 透射 波 仍 为 圆 极 化 波 ; 


ро те инин 2221 时 不 变 。 否 则 , 则 旋 向 相反 。 


6.21 GD =È n” 10 На; 


(2) н, 1—40, tae er E, = — e, 1067; 
H =l ç4e Fare Maw ‚== 1, ; 
r 602046 z z3 


Ë 
(3) Ј5 = 5де» '05—0. 


6.22 


6.23 


6.24 


6.25 
6.26 


7.9 


7.10 (D Е,=2,! 


(1) @Ж: Ге 1; Т0; 8=6.6Х107*т; К,=2.6х10-50; 
(2) 铁 板 : Pasl; Т0; ó=5.1X10 m; К,=1. 961070. 
ЭИ ЕЕ 
Si S, к/т Sa = s W/m; 4° 
(1) Е, =1У/т; Е, 1У/т; Н; = A/m; H,= sz A/mi 
(2) Е,=0,Н,= Am; 
(3) Js= A/m; 0.012А/т; 
Q) 2=а+р, E =2, 6x10 а+ро; 
E dd 
证 明 ( 略 ) 。 
А. =6ст, fe =56Н2,А, =3. 46ст; Не „Ни „Еп 
Е,=Н„=о,н,= ЁЕ,зї[ ку jee , 
wp b 
H,=—j окрЕзсоз[ Ху eee ° 
(1) TE fo =4. 8GHz; TEon » fo =5.83GHz; TMi » fo =6.25GHz, 
(2) 1. 9687 H4 X 10-"][ 设 磁 场 强 度 的 z 分 量 为 H.= 一 j2Hocos sin А). 
第 7 章 J ш 
(1) 0.069rad; (2) 401, 


(1) 0= 9-50 z 977: (2) 3; (3) 19, а) я, 


3. (A) y. 
20pW/m? 。 

6. 2dB。 

ун, = ет A/m; (2) 3.75 及 Wi (3) 7.50; (4) 是 ; (5) MIA. 
(1) 0.794; (2) 1.123; (3) 1.585,0.793, 

Mñ. 

D А, =I L.L, 82190.79 = ды Be Sina фр m= TLT 


(2) Е,=2, gm sinó, 9, (3) H,= Ensi, 


利用 E= 一 V$ 一 jwA ,所 得 结果 与 赫兹 偶 极 子 的 场 完全 一 样 。 


jBlol sin _ в. 1811 вїп@ eie, 
Bx r Š н, 8х r 


=z BBP inge, 
(2) S=Z 128927251" дег 


(3) 1. 5; 
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(4) R=%Z (2]- 
10то. 

(1) 29.4%; (2) —3. 564В; (3) 33. 8A,68.0W。 

(1) 0. 96%; (2) 0. 192т0; (3) 0.42%. 

(1) 50. 1.У/т; x/2,49.97uV/m,0; (2) 25. ОрУ/т, х/2;03) 0, 任 意 。 
10mV/m, 方 向 为 z 轴 负 方向 。 

3. 23А, 

结果 同 半 波 振子 完全 一 样 ,辐射 功率 和 辐射 电阻 为 半 波 振子 的 一 半 。 


а Эч ыы 
ч о л A боо мо н 


т 
-5 cosh 


| 2 ) (2) 1 
Bsin0 Bsinð  ” P ° 


7.19 (1) 2E, 6.56; (2) 0. 


7.18 (Л, 


1 соз[ соз 


7.20 к лн. аа) 


Е 
= 120422: 7—5. 
E, = inĝ С 10°; 5 p): 


7.21 41.67A,63. 55kW, 
.22 Wk. 
.23 (1) AQHA), A 表示 单个 赫兹 偶 极 子 天 线 的 电场 或 磁场 ; 


созо] 


a м 


(2) sin0 


=E 
(3) 0 一 2 ° 


7.24 (1) 


cosgcos [ > (coso 1. ) | 


;s (2) x, 
sind™ cosp 


i z( =з) i 
sin -7 | cosp— 5 
7.26 F.(0)= |6 二 8cos(xcos0) +2cos(2rcos0) | , 求 和 用 欧 拉 公 式 化 简 。 


т 
7.25 2? 


7.27 D F,—cos 5.065044) 
2 4 
(2) Е,=[4соѕ(2лсоѕ0) +5]? ; 


1 
(3) Е,=соз 2 [cos9— ]: 
1 
(4) Fo 一 [teos( соо) 65] š А 
š 
(5) Fo 一 [ооо ) з] А ° 


7.28 А. 


附录 A 三 种 常用 坐标 系 中 一 些 量 
三 种 常用 坐标 系 ин 
APPENDIX А 
;大 > 
的 表 1 s 
坐标 系 直角 坐标 系 圆柱 坐标 系 球 坐标 系 
坐标 ü 
х,у, кф, ШЕЛ 
变量 y Ф Ф 
基 矢 е, se, se, е, ver ye- е, ee, 
拉 梅 hi=1,hs=r, 
һ=һ=һ,=1 kim =l = 
系数 кт Жы h; = ғѕіпб 
= а= аге, + dye, + dze: dl=dre, +rdge, аге. = ат, +rdbes +rsinôdge, 
面 元 | dS=dydze, +dzdre,+ | dS=rdgdze, +dzdre, + dS= sin0d0dge, + 
矢量 dzdye- rdrdge: rsingdpdres 十 rdrdbe。 
体积 元 dV=dzdydz dV=rdrdgdz ау =, 5іпбағаваф 
sa PF бү E =. Эё. „ду Af еа. в ду 
梯度 | У/=е. ое зуе з | Veartrapte z =E Эк Туз 90 raig 
288: ¿F=-—1l [ее ca 
ЕА у Ев) У.Е za [*02; F+ 
散 度 у. л aF, ,9F, ә дЕ, 
"| rg Ро] 
е e e е е 
е е, е. r ee y rising rsing г 
УХЕ= А = £ vxF=|ə ә а vxF=| ə а а 
у ЧЕ ar дф əz ar 20 аф 
Fe. Бу Pš F, rF, F. F, "Е rsingF， 
旋 度 = (22E \„ + e, [дЕ. _ ӘЕ, асам) _ „ФЕ 
z 一 二 e t 2 oe 
| ду 2z ) r | ap де | ўе, [ар 于 | 二 
aF。 3F。 
S= Sr), + IF, _ƏF. @ [Fin „2 
ax Эл )® е ar [+ nala a F 
СЕ Je- IGF,) _3F, IGF) _ƏF, 
rl ағ аф r| ar 30 
EE N EN ду =i ing (p 2E 
| v =+ (r r r |Ë Кы 十 [si9 却 (= э”) + 
"тәу д лау, 2 (sing 27)+-1.27 
т дф "аг? ЕЛЕ %) 511024 


附录 B 


APPENDIX B 


矢量 恒等式 


B.1 矢量 代数 恒等式 


(1) А+В= (А, +В, )е, F-(A,+B,)e,+(A,+B.)e, 
(2) А+ В=В •· A= |A| |В|соѕ0= А,В, А,В, А,В, 
е, е е. 


r y 


(3) АХВ= -ВХА=С= |А||В|зїпбес=|А„ A, A, 
B, B, B. 
-(A,B. 一 B,A.)e: 十 (A.B。 一 B.A。)e, 十 (A.B, 一 B.A，)e。 
(4) А, (BXC)=B • (CXA)=C • (AXB) 
(5) AX(BXC)=(A • C)B—(A ° B)C 
(6) (AXB) • (CXD)=A * [BX (CX D)]=A • [(B • D)C—(B ° C)D] 
=(A*C)(B- D)— (A • D) (B • O) 
(7) (AXB)X(CXD)=(AXB • D)C—(AXB • OD 


B.2 矢量 微分 恒等式 


(1) V($+ 9) = Vó+ Vp 

(2) V。 (A+TB)=V+A+V* B 

(3) VX(A+B)=VXA+VXB 

(4) Wep) =ç W +$ W 

(5) Ve (JA)=A * УФУ А 

(6) VX ($A)= V$é XA+$ УХА 

(7) VA • B)=(A + VB+(B • ЎА+ТАХ (VX B) TBX (VX A) 
(8) У-(АХВ)=В. (VXA)—A. (VX B) 

(9) VX(AXB)=A V- B—B V- A+(B • VA—(A • VB 
(10) у, үф= $ 

(11) VX Vé=0 
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(12) У• VXA=0 
(13) УХУХА=У(У• А) МА 


(14) V (60) =ç фф VHV) + Сур) 


B.3 矢量 积分 恒等式 


| v- aav = 中 4 + aS (高 斯 散 度 定理 ) 
|, Yx aav =$ а x aas ( 旋 度 定理 ) 
|| wav =$ gas (梯度 定理 ) 
Года = фа -ar (斯 托 克 斯 定理 ) 


[ax was =$ gar 
| ovv. урау = Ü w + as (格林 第 一 恒等式 ) 
Гору вучу =f yw -sw + as (格林 第 二 恒等式 ) 
| v (4 x vx Bav = | [C%< A) (ух B) — A + (VX VX By 
= 中 4 x (YX B) .ds 。 (矢量 格林 第 一 恒等式 ) 
| (B < Vx YXA =A + VX Yx Bdv =$ [a X (VX B) — B X (VX А)]. dS 
(矢量 格林 第 二 恒等式 ) 


ЕЕК 物理 常数 


APPENDIX C 
真空 介 电 常数 eo 一 8. 854 X10- as i- X 10" F/m 
真空 磁 导 率 jo=4xX10-’=1.257X10-° H/m 
真空 光速 c=2.998X10 m/s 
自由 空间 波 阻 抗 Z,=376. 7=z120x Q 
电子 电荷 e=1. 602X107”? C 
电子 静 质 量 m=9. 110X107" kg 
电子 荷 质 比 二 =1.761X10" C/kg 
经 典 电 子 半径 r=2. 818X107" m 
质子 静 质 量 M=1. 673X107” kg 
普 朗 克 常 数 һ=6.626Х107*#].5 
玻 尔 效 曼 常数 & 一 1.381X10-2 J/K 
电子 伏特 еМ=1. 602х107" J 
电子 静止 能 量 тс? =0. 511 X10 eV 


质子 静止 能 量 Мс? =0.938Х10° eV 


附录 D 


APPENDIX D 
现代 希腊 语 字母 表 
序号 Times New Roman 英文 标注 音标 注音 中 文 注音 
1 A аірћа Са] 阿尔 法 
2 B B beta ['beita] 1 贝塔 2 比特 
3 г Y gamma ['gæmə] 伽 马 
4 A 8 delta [delte] 德尔 塔 
5 Е є epsilon [ep'sailan] 埃 普 西 龙 
6 2 zeta ['zi:tə] 1 截 塔 2 埃 塔 
7 H 1 eta ['i:tə] 伊 塔 
8 9 0 theta ['0i:ta] 西塔 
9 I t iota [ai'əutə] 1 爱 欧 塔 2 约 塔 
10 K к Карра [Керә] + 
11 А à lambda [ 'laemdə] 兰 布 达 
12 M p mu [mju:] 1824 
13 N v nu [niu:] 1 ËJ 2 
14 E Е хі [ksai] 1 克 赛 2 克 西 
1 欧 麦 克 荣 
15 о о отісгоп [aumaik'ren] 2 欧米 克 荣 
16 I x pi [pai] 派 
17 Р e rho [rau] 楼 
18 £ в sigma [ 'sigmə] 西格玛 
19 T $ tau [таи] 1 套 2 拓 
20 T v upsilon [Diu:p'silan] 
21 Ф $ phi [fai] 1 佛 爱 2 佛 伊 
22 x x chi [kai] 1482 nj Z 
23 v 由 psi [psai] 1 普 西 2 普 赛 
Z 1 EK 35 01 
24 Q w omega [ 'әитїдә] 2 欧米 个 


MR Е 


用 于 构成 十 进 制 倍数 和 


APPENDIX E 
x mta *=1 o 
分 数 单位 的 词 头 
所 表示 的 因数 词 头 符号 词 头 中 文 名 称 词 头 英文 名 称 
10° Е ECT EE) exa 
10° Р 拍 ( 它 ) peta 
10” т 太 ( 拉 ) tera 
10° G # Ош) giga 
10% м Ж mega 
10° k + kilo 
10° h 百 hecto 
10! да + deca 
10-1 4 分 deci 
107° E centi 
107°? m Е 9 milli 
107% p Ж micro 
107° п 纳 ( 诺 ) nano 
107” р 皮 ( 可 ) pico 
107" Ë 飞 ( 母 托 ) femto 
1072 а 阿 ( 托 ) atto 


常用 保 角 变换 对 照 表 


附录 下 
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(15) 
j= 
P= 


Wh Z 


A BC D Ex 
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续 表 


z 平 面 区 平面 z 平 面 w 平 面 


(17) (18) 


(20) 


许 瓦 效 一 一 克利 斯 多 菲 


v 


[24] 


[26] 


[27] 
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